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Problématique

Codas en sismologie
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Modélisation :
e Description déterministe inadaptée
e Diffusion multiple, transfert radiatif

e Processus stochastique ?



Problématique

Dépolarisation

Evolution de D'état de polarisation sur la sphere de Poincaré

-

Propagation de la lumiere polarisée a travers une fibre optique
avec biréfringence.
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Milieu
Aléatoire )




Modélisation stochastique

Diffusion multiple des ondes et processus sur SO(3)

Estimation sur les groupes de Lie compacts

e Prise en compte de la polarisation

Diffusion polarisée et transport parallele

e Processus stochastiques avec phase géométrique
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@ Fonctions caractéristiques sur les groupes de Lie compacts
Cas général
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Cas général

Représentation

Notations

e G : groupe de Lie compact connexe.

e 1 : mesure de Haar (normalisée) biinvariante sur G
L?*(G,R) : Espace de Hilbert des fonctions L? sur G
Représentation 7 : G — GL(V'), avec V espace vectoriel

Irr(G) : ensemble (dénombrable) des classes d’équivalence
des représentations irréductibles de G.

e I représentation unitaire U (§ € Irr(Q)), telle que :
U%: G — SU(C%)
avec dg la dimension de la rep. de la classe §.



Cas général

Théoreme de Peter-Weyl

Base orthonormale

Les fonctions d(ls/QUfj avec 0 € Irr(G) et 4,5 =1,...,ds forment
une base orthonormale de L?(G,C)

Série de Fourier

Toute fonction f € L?(G, C) admet la décomposition en série de
Fourier suivante :

o) = 3 dTr(asU’(g))

selrr(G)

avec

As = / F@)U(9)dp()
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Cas général

Variable aléatoire sur G

Soit X une v.a. sur (G, définie sur un espace probabilisé
(2, A,P). On note sa densité px € L*(G,R) (w.r.t. mesure p).

Fonction caractéristique

Soit X une v.a. sur G. La fonction caractéristique ¢x de X est :

#x(6) =E [U°(X)]

Coefficients de Fourier

Si la variable aléatoire X a valeurs dans G admet une densité
px, sa fonction caracéristique donne les coeff. de Fourier de px :

bx(6) = / px (9)U%(g)di(s)
.
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Cas général

Propriétés de ¢x

Convergence

Une séquence (X;,),,~; de variables aléatoires sur G converge en
distribution vers X si V6 € Irr(G) :

lim ¢x, (6) = ¢x(9)

n—oo

Produit de variables

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs sur G et
Z = XY. Alors, pour tout § € Irr(d) :

¢2(6) = ¢x(9)dy (0)
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Cas général

Propriétés de ¢x : Symétries

Invariance par inversion

. . . . . d _
Une v.a. X sur G est invariante par inversion si X = X !

Produit de variables

Soit X une v.a. sur G invariante par inversion. Soit
X1, Xo, ..., X, des copies indépendantes de X. Alors le produit
X1Xs... X, est invariant par inversion.

Fonction caractéristique

X, une v.a. sur G, est invariante par inversion $si :

¢x(0) est Hermitienne V6 € Irr(G)
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Cas général

Propriétés de ¢x : Symétries

Invariance par conjugaison

Une v.a. X sur G est invariante par conjugaison si :
XLkXklVkeG

Produit

Si X et Y sont indépendantes et invariantes par conjugaison,
alors XY est invariante par conjugaison.

Fonction caractéristique

X, une v.a. sur G, est invariante par conjugaison ssi :
dx(0) = asls Vo € Irr(G)
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particulier : SO(3)
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@ Fonctions caractéristiques sur les groupes de Lie compacts

Cas particulier : SO(3)
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Cas particulier : SO(3)

Cas particulier G = SO(3)

SO(3) : groupe des rotations

Pour une matrice R € R3*%3 :

RRT =7

Re SO3) = { det(R) = 1

Angles d’Euler

R(,0,9) = Rz(¥) Ry (0)Rz(p)
avec — T <Y, p<met0<0<m
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Cas particulier : SO(3)

Cas particulier G = SO(3)

Mesure de Haar

Pour une fonction h : SO(3) — C, paramétrée par les angles
d’Euler, on a :

/ hd,u:%/ / / h(v,0, ) sin 8dOdypdp
SO(3) 81° ) xJo Jox
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Cas particulier : S

Cas particuler G = SO(3)
Peter-Weyl

Une fonction h € L?(SO(3), 1) posséde une série de Fourier
telle que :

h=Y d ey R = / WU dp
= SO(3)

avec
U,‘fm(w, 0,p) = e_imejfm(cos 9)6_1”“0

avec 0 > 0et —6 <m,n <9.

= les coeff. de Fourier h® sont de taille (26 +1) x (26 + 1)
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Cas particulier : SO(3)

Variables aléatoires sur SO(3)

Définition

Une v.a. de rotation est une matrice aléatoire 3 x 3 a valeurs

sur SO(3)

Fonction caractéristique

La fonction caractéristique de X, donnée par :
6x(8) = E |U° ()]

est une séquence, pour 6 > 0, de matrices (29 + 1) x (26 + 1).
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Cas particulier : SO(3)

Propriétés

Egalité en distribution

X2Y & ¢x(8) =y (5) ¥6>0

Convergence en distribution

Xo % X 6x,(8) S ox(5) V6> 0

Si X et Y inépendantes et Z = XY :

$z(0) = dx(8)¢y () V6 >0
.
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Cas particulier : SO(3)

Propriétés : Symétries

Invariance par inversion

Si x 4 X7 alors ¢x () = [¢x(6)]T V& > 0 (Matrices
Hermitiennes)

Invariance par conjugaison

si x 4 RXR” pour R € SO(3), alors ¢x(8) = asls Y5 >0
(Multiples de I'identité Is)

Invariance zonale
Autre type de symétrie sur SO(3) : X 4 Rz(p)XRz ()

Coeff. de Fourier scalaires et U = P3(cos 6)
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Plan

@ Processus de Lévy
Processus de Poisson composé de rotation
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Processus de Poisson composé de rotation

PPC de rotation

Soient (X, )n>0 des variables i.d.d. de rotation, et N(t) un
processus de Poisson de parametre A > 0. Le processus Y (),
avec t > 0 et Xo =1, tel que :

est un Processus de Poisson composé de rotation.

Asymptotique

Soit U une variable aléatoire de rotation uniforme. Si X
n’appartient pas & un sous-groupe propre de SO(3), alors

Y(t) LU quand ¢ 1 0o



Processus de Poisson composé de rotation

Fonction caractéristique

Soit Y (¢) un PPC de rotation. Sa fonction caractéristique
Gy (1) = ¢+ est donnée pour ¢ > 0 par :

¢:(0) = exp [Mt (¢, (6) — I5)]

avec 0 > 0 et ¢x, la fonction caractéristique de Xj.

Symétrie

Pour ¢t > 0, si X est invariant par inversion (resp. conjugaison)
alors Y (t) est invariant par inversion (resp. conjugaison).



Mouvement Brownien de rotation

Plan

@ Processus de Lévy

Mouvement Brownien de rotation
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Mouvement Brownien de rotation

Equation d’Euler-Langevin

Eq. diff. Stochastique

Soit B =[B!, B2, B3|T un mouvement Brownien sur R?>.
L’équation matricielle d’Euler-Langevin est donnée par :

dY (t) = Y (£)dJ (t)

avec Y (t) le processus inconnu. J est un “plongement” de B
dans I'espace des matrices 3 X 3 anti-symmétriques :

J(t) = BYt)Jy + BX(t)J2 + B3 (1) J3

0 0 0 1 0 -1 0
0 00|,Js=|1 0 0
0 1.0 0 0 0 0



Mouvement Brownien de rotation

Mouvement Brownien de rotation

Systeme d’EDS

Euler-Langevin comme un systeme d’EDS :

dB'(t)

ayi(t) =y

=1

3 ' ‘
Z sz Jlk]
k=1

C’est un mouvement Brownien de rotation gauche.

Symétrie

La solution de I’équation d’Euler-Langevin est invariante par
inwversion. De plus, si la matrice de covariance de B est de la
forme @I (a € R), alors Y (t) est invariante par conjugaison.



Mouvement Brownien de rotation

Fonction caractéristique

¢; pour le mouvement Brownien de rotation

Soit Y la solution de I’équation d’Euler-Langevin et supposant
que la matrice de covariance de B est de la forme a?I, alors :

$:(6) = o= S OE+D

pour 6 > 0 et ¢1 = gy (y)

Asymptotique

Soit U une variable aléatoire de rotation uniforme. Soit Y (t) la
solution de I’équation d’Euler-Langevin avec matrice de

covariance a?I pour B. Alors on a Y (t) 4u pour ¢ T oo.
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@ Processus de Lévy

Entrelacement



Entrelacement

Processus de Lévy de rotation

(Zt);>0 (cadlag) est un processus de Lévy sur SO(3) si :



Entrelacement

Processus de Lévy de rotation

(Zt);>0 (cadlag) est un processus de Lévy sur SO(3) si :
[ ] ZO = I



Entrelacement

Processus de Lévy de rotation

(Zt);>¢ (cadlag) est un processus de Lévy sur SO(3) si :
L4 20 =1
e Ses accroissements Z; 1Zt0, Zt_Qthl, ... sont indépendants
(to <t1 <ty...).



Entrelacement

Processus de Lévy de rotation

(Zt);>¢ (cadlag) est un processus de Lévy sur SO(3) si :
L4 20 =1
e Ses accroissements Z; 1Zt0, Zt_Qthl, ... sont indépendants
(to <t1 <ty...).

] . g — d
e Ses accroissements sont stationnaires : Z, +1TZt =27Vt



Entrelacement

Processus de Lévy de rotation

(Zt);>¢ (cadlag) est un processus de Lévy sur SO(3) si :
L4 20 =1
e Ses accroissements Z; 1Zt0, Zt_Qthl, ... sont indépendants
(to <t1 <ty...).

] . g — d
e Ses accroissements sont stationnaires : Z, +1TZt =27Vt

e Continuité stochastique : Z; 4 quand t | 0
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Entrelacement

Processus de Lévy de rotation

(Zt);>¢ (cadlag) est un processus de Lévy sur SO(3) si :
L4 20 =1
e Ses accroissements Z; 1Zt0, Zt_Qthl, ... sont indépendants
(to <t1 <ty...).

] . g — d
e Ses accroissements sont stationnaires : Z, +1TZt =27Vt

e Continuité stochastique : Z; 4 quand t | 0

Entrelacement

Un processus de Lévy (Zt);>, sur SO(3) est Pentrelacement
d’un mouvement Brownien (W;);>o et d’un processus de
Poisson composé (PPC) (Y2)¢>o0.
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Entrelacement

Lévy (gauche) sur SO(3)

Construction par entrelacement

Soit (Y;);~o un PPC et (W});>o un Brownien. Soit N (t) et
(Wy)n>0 le processus de Poisson et les variables i.i.d. sur SO(3)
de Y. Soit T = 0 et posons (Tn)n>1 les instants de saut de N.
Le processus Z construit par entrelacement est donné par :

Zy = Zp, Wy WypowrT, 1 <t <T,
avec, pour tout temps T, :
Zr, = ZT; X,

ou Zp- est la limite a gauche au temps 7T5,.



Entrelacement

Lévy sur SO(3)

Fonction caractéristique

Soit A le parametre du processus de Poisson N et supposons
que W est un Brownien invariant par conjugaison. Alors, la
fonction caractéristique de Z est donnée par :

5(0 + 1)a2>]

¢1(0) = exp [/\tqﬁ((S) — tl; (,\ T

avec ¢y = ¢z, et ¢ = ¢x,
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@ Deccompounding
Cas des groupes de Lie compacts
Cas SO(3) et diffusion multiple
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Cas des groupes de Lie mpacts

@ Dccompounding
Cas des groupes de Lie compacts



Problématique Decompounding

Cas des groupes de Lie compacts

Modele

Observations i.i.d. (Zp)n>1, & un temps 7' > 0 connu, du
processus Y (T') corrompu par un bruit multiplicatif M :

Z = MY(T)

avec Y CPP et M Brownien sur G. Y et M sont indépendants.

Hypotheses sur le bruit

M est invariant par conjugaison et de fonction caractéristique :
o2
o (0) = exp (—)\5?) I

avec o2 la variance et \s les valeurs propres de l'opérateur de
Laplace-Beltrami sur G (A5, = 0 et A5 > 0 pour § # Jp).
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Cas des groupes de Lie compacts

Decompounding

Principe

Estimer la densité p des variables i.i.d. X,, d'un CPP Y a partir
d’observations (bruitées) de celui-ci, en connaissant A (et o?).

Fonction caractéristique de 1’observation

Supposant A et o? connus, on a :

¢Z(5) = exp (T)\(/J)X((S) = T;Jdé)

avec \ fonction de \ et o2.
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Cas des groupes de Lie compacts

Decompounding

Hypothese

X1 est invariant par inversion

= ¢7(0) est Hermitienne définie positive

Formule de decompounding bruité
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Cas des groupes de Lie compacts

Decompounding

Hypothese

X est invariant par inversion

= ¢z(9) est Hermitienne définie positive

Formule de decompounding Non bruité

1

¢x(0) = T\

Log [¢z(0)] + 14
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Cas des groupes de Lie compacts

Estimation

Estimation de ¢, (cas non bruité)

Etant donné un échantillon de taille n, (Z,), l'estimateur
empirique :

B 1 n s ;
T 2n Zl < )+ U (Zm) )
garantit I’Hermitianité de (ﬁ”z(é).

Estimateur non-biaisé et consistant : ¢%(8) 23 ¢7(0)



Problématique A Decompounding

Cas des groupes de Lie c

Estimation

Estimation de ¢x (cas non bruité)

{

n(8) = oALog [&g(&)]JrL; sur RP
%) = 0 sur Q — R}

> O

avec :

—n(C) le spectre le matrice Hermitienne C'

— Ry = {n(é%(9)) 1o, [}

Estimateur consistant : ¢% (8) 25 ¢ x(6)



Problématique N 3 mpounding trique
0000 [e]ele] ]

Cas des groupes de Lie compacts

Estimation

Estimation de px

On a un estimateur “plug-in” dans la série de Fourier de px :

L
px(e) =1+ Y s Tr(3% ()0 (9)) pour geG
6=1

avec
{ L . cutof f

fs = dse KO0+ lissage

et si K > 0, les f5 forment un masque de convolution et px
converge vers une densité “smooth”.
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@ Deccompounding

Cas SO(3) et diffusion multiple



Decompounding
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SO(3) et diffusion multiple

PPC et diffusion multiple : modele pour u(t) € S?

Milieu
Aléatoire




Decompounding
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SO(3) et diffusion multiple

PPC et diffusion multiple : modele pour u(t) € S?

pt) = R(t)uo
N(t)
= ][ ruro
n=0 Milieu
Aléatoire
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5 SO(3) et diffusion multiple

PPC et diffusion multiple : modele pour u(t) € S?

R(t)po

N(t)

H 'n b0
n=0

Milieu
Aléatoire

IN(t)---T1ToHO
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SO(3) et diffusion multiple

PPC et diffusion multiple : modele pour u(t) € S?

p(t) = R(po

N(t)

= H 'n b0
n=0

= In(@)---T1ToHo

Milieu aléatoire

0

PPC a gauche sur SO(3)

Milieu
Aléatoire
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Cas SO(3) et diffusion multiple

Decompounding sur SO(3)

A partir d’observations [p1, i, .., ptar] & un temps T et
connaissant A, obtenir la d.d.p. de .

Estimation
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Cas SO(3) et diffusion multiple

Decompounding sur SO(3)

A partir d’observations [p1, i, .., ptar] & un temps T et
connaissant A, obtenir la d.d.p. de .

Estimation

e Hypothese : p, fonction de phase H-G (zonale).
Ur(sr?n(@/ 97 1/)) — Pé(COS 0)
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Cas SO(3) et diffusion multiple

Decompounding sur SO(3)

A partir d’observations [p1, i, .., ptar] & un temps T et
connaissant A, obtenir la d.d.p. de .

Estimation

e Hypothese : p, fonction de phase H-G (zonale).
Ur(sr?n(@/ 97 1/)) — Pé(COS 0)

M
A 1
Estimateur : ®,(J) = i Z P (i)
m=1



Cas SO(3) et diffusion multiple

Decompounding sur SO(3)

A partir d’observations [p1, i, .., ptar] & un temps T et
connaissant A, obtenir la d.d.p. de .

Estimation

e Hypothese : p, fonction de phase H-G (zonale).
Urérm(zip/ ‘97 1/)) — Pé(COS 0)

M
: - 1 5
Estimateur : ®,(J) = i mg_lP ()
| | M 1/6
. . L 5
Anisotropie H-G : § = (ﬁ log (M mg_lP (um)))
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SO(3) et diffusion multiple

*xEstimation : exemples

Fonction de phase p, Anisotropie g

10~ - 10~ -
08} 09
50
£ 508
£ g
=04 ]
g g 07
o
02
06
00}
L " " L A 055 L " " " ——
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Degré Degré

Taille de I’échantillon : 5.102 points, 5.107 points et 5.10% points
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@ Phase géométrique
Le pendule de Foucault
Ondes polarisées et phase géométrique
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Le pendule de Foucault

Pendule de Foucault

Panthéon, Paris (I = 48°52').

L. Foucault (1819-1868)

* Apres 23h56min : ¢ poycaur = —2msin(l) = —271°
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Le pendule de Foucault

Modele

* 82 et T,Y(t)SQ

e S?: Sphere unité dans R3
o (t): sur S?

o v(t)eT.

7(15)52 : Vecteur tangent
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Le pendule de Foucault

Connexion de Levi-Civita

* Transport parallele

dv(t)  Duv(t)
P == =0

° ¥ 1 dérivée covariante.

v(t) : chemin sur S2.

P, :R3 — T,8? : projecteur.

v(t) suit la connexion de
Levi-Civita.
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Le pendule de Foucault

Holonomie

Chemin fermé ~ : [0,1] — S?; v(0) transporté parallelement le
long de v et v(1) dans Ty(0)32' L’holonomie de v est

o

h(3) = (v(0),0(1))
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Le pendule de Foucault

Holonomie

Chemin fermé ~ : [0,1] — S?; v(0) transporté parallelement le
long de « et v(1) dans T7(0)32' L’holonomie de v est

N N 2
Theoreme de Gauss-Bonnet local sur 8@

v un chemin fermé sur S2, h(y) est I'intégrale de courbure :

h(7y) = //ckd32 = 21r(1 — sin(1))

avec C la calotte de S? délimitée par OC = 1, et avec k la
courbure de Gauss de la sphere.
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Le pendule de Foucault

Théoreme de Gauss-Bonnet
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Le pendule de Foucault
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Le pendule de Foucault

C = Calotte

P Foucault = h('}’)*Qﬂ' =27 Sin(l)
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ométrique

Polarisation
circulaire

Polarisation
linéaire

Polarisation
elliptique

Cristal
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Ondes polarisées et se géométrique

* Dans le plan de polarisation :

Y Yy Y
6 = 90.0°
6 =0.0°
a b a
() p
x r x
oy = 2 =
Eoy =2 Ey, =2 Eoy =3
Eor =3 Eor =3
Eoz =3
Polarisation linéaire Polarisation elliptique Polarisation circulaire
= Eycos(Qt)
avec: FE=

Eoycos(Qt + 1)
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Ondes polarisées et phase géométrique

Phase géométrique des ondes polarisées

* Phase géométrique pour la lumiere :
e Fibre optique : Tomita & Chiao, PRL 1986.
e Milieux aléatoires : Maggs € Rossetto, PRL, 2001.

* Phase géométrique pour les ondes élastiques :
e Guide d’onde : Boulanger et al., Ann. of Phys., 2012.
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Ondes polarisées et phase géométrique

* Modéele pour les ondes S :

e Dir. de propagation : k € S?

(Espace de base) &
e Polarisation : p € T'S?

(Fibré tangent)

Les ondes polarisées peuvent acquérir une phase géométrique
lors d’une propagation 3D



Phase géométrique
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Ondes polarisées et phase géométrique

Ondes polarisées et phase géométrique : trajectoire 3D
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Ondes polarisées et phase géométrique

Dispositif expérimental

e Rayon : R="754+1mm

e Elévation : P = 91.5 + lmm

e Fréquence d’échantillonnage : 50k H 2z
e Réponse capteurs : 0.5Hz — 20kHz

e Source : marteau

accelerometers

[E’quivalent élastique de l’expérience de Tomita & Chiao, 1986]
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Ondes polarisées et phase géométrique

Signaux observés

T T T \ :
a 0.5 c
0.4 2 )
©
S (%(
0.2
-0.5

f.' i “1 AT W"‘]””'W‘" ot ol mewﬁmwwmm'

0.3

1_displacement
o

0.2 = 8
2 o A
- VoW
-03 , )
0.7124 0.7132 4
1 1 1 1 1 1 1
0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82 0.84

time (s)
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Ondes polarisées et phase géométrique

Modes et polarisation

0.12
0.1

o 0.08
o

€ 0.06
(o))

V. displ.

©
=004

0.02

0 5 10 15 -1 0
Frequency (kHz) H. displ.

Spectre des ondes S directes. Polarisations a 0.36m et 1m.
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Ondes polarisées et phase géométrique

Phase géométrique mesurée

)

&

5 00t

& v

c VW v P

5] Al oDy -

© resaad @®®@®®® § -

= obee®” -

5 n ity

2 % ,*;*i*
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Phase géométrique P(s) :

P(s) = ©(0) + 75 + sin B(s) (ncos B(s) — esin P(s))

® s : abscisse curviligne

® 7 et € : parametres d’erreur

Mesures de (s) :

v(kHz) | c(m.s™!) | wavelength (m) | 7 (rad.m™1) [ n | € (rad)
1.4 2103 1.4 2.53 0.31 | -0.03
2.5 3103 1.2 2.35 0.45 | 0.03
4.0 4103 1.0 2.45 0.39 | 0.05
5.8 3.5103 0.6 2.50 0.38 | 0.07
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Conclusion :

e Valeur théorique de 7 : 2.49 £ 0.1 rad.m™!
e Indépendance avec la fréquence

e Observation en régime non-adiabatique
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* Modele pour les ondes S :

e Dir. de propagation : k € S?
(Espace de base)

e Polarisation : p € T'S?
(Fibré tangent)

e Repere : F € SO(3)
F =[p,k x p,K|
(Espace total)

Onde polarisée < Repére F
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Diffusion multiple des ondes polarisées

Propagation 3D Transport parallele dans T S2




Phase géométrique

000000000000 e0000

Ondes polarisées et phase géométrique

Diffusion multiple des ondes polarisées
e Modele : Repere F € SO(3)
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Diffusion multiple des ondes polarisées
e Modele : Repere F € SO(3)

e Diffusion < rotation aléatoire r
e Convention ZY Z : r(¢,0, )
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Diffusion multiple des ondes polarisées
e Modele : Repere F € SO(3)

e Diffusion < rotation aléatoire r
e Convention ZY Z : r(¢,0, )

e Transport parallele :

Rotation avec TP = r(6,))
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Diffusion multiple des ondes polarisées
e Modele : Repere F € SO(3)

e Diffusion < rotation aléatoire r
e Convention ZY Z : r(¢,0, )

e Transport parallele :

Rotation avec TP = r(6,))

Diffusion multiple + Transort parallele

0

Processus de Poisson a droite sur SO(3)
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PPC a droite sur SO(3)

* Apres un temps de propagation t, le repere F; est donné par :

N(t)
Fo=Fo [] v, 0:)
i=1

avec N (t) ~ Poi(At) et ry, g, 'action aléatoire des diffuseurs

= PPC a droite sur SO(3)
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PPC a droite sur SO(3)

* Apres un temps de propagation t, le repere F; est donné par :

N(t)
Fo=Fo [] v, 0:)
i=1

avec N (t) ~ Poi(At) et ry, g, 'action aléatoire des diffuseurs

= PPC a droite sur SO(3)

* Distribution pour N(t) = n et diffuseurs i.i.d. :

*[n]
PF, =PFo*Pry *..-*Pr, = DPr

avec pr, = 0(I — Fp) et py la densité commune des 7,
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AHNC

o0

At)™
* Au temps t, la densité de F; est : pr, = Z e M u PF,

‘ n

n=0
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AHNC
"y N A
* Au temps t, la densité de F; est : pr, = Z e i -
n=0 ’

* Décomposition de Fourier de p, :

e i N e e

avec les coeff. de Fourier ®) de dimension (26 + 1) x (26 + 1).
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AHNC
"y N A
* Au temps t, la densité de F; est : pr, = Z e i -
n=0 ’

* Décomposition de Fourier de p, :

e i N e e

avec les coeff. de Fourier ®) de dimension (26 + 1) x (26 + 1).

* Les coeff. de Fourier de pr, deviennent :

[e.9]

o= ()

n=0
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Distribution de la phase géométrique
* Sachant que :
e Transport parallele = <I>§ diagonales

e Phase géométrique : B =1 + ¢
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Distribution de la phase géométrique
* Sachant que :
e Transport parallele = <I>§ diagonales

e Phase géométrique : B =1 + ¢

* Distribution de la phase géometrique S :

pe(6, B) = Wo(At, 0) + 2> cos(mB)Win(At, 0)

m>1

avec

1
Wi (A, 0) = o 37 (28 + 1) mm DI (9)

i>m
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Distribution de phase géométrique p(6, 3)

Evolution de la densité de phase
géométrique py(0, §) au cours du
temps
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* Distribution p(5), avec 0 < 7/12 et p, ~ HG(g)

10°

Pt(ﬁ)

107
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Distribution de phase géométrique p;(53)

Henyey-Greenstein : Evolution de p¢(B) au cours du temps
pour 8 =0, g = 0.8 et A\t € [0, 40].

Henyey-Greenstein
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Distribution de phase géométrique pp:(5)

Gaussien : Evolution de ppt(B) au cours du temps pour 6 = 0,

D = 1rad?.s~! et v = 20.

Gaussian
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Estimation :

A partir d’observations [Fi, Fa, ..., Fa] & un temps T et
connaissant les parametres de la distribution des r,, obtenir une
estimation de .

Estimation
Estimateur du ML :

M
A 1
A = — arg max Z log pA(Fm)
T A m=1
L’estimée a l’itération i est :
M [e%) S
. 11 1 s, M)
S = ==— ——— ) npe(F) e M
M m=1 pS\zT(]:m) nz:;) n'



Phase géométrique

0000000000000 0000

Ondes polarisées et phase géométrique

Estimation et distribution de phase géométrique

* Convergence de 'EM pour 'estimation de A

F;O 160 1.")0 200
Iterations
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Conclusions & Perspectives

e Estimation sur les groupes de Lie compacts
e Processus stochastiques sur SO(3)
e Probleme inverse en diffusion multiple

e Phase géométrique des ondes polarisées en milieu aléatoire

e Processus a mémoire : modelisation et estimation
e Estimation paramétrique

e Mise en évidence expérimentale
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Henyey-Greenstein

|
La fonction de phase H-G, pgg est donnée par :

1-— 92
(1 + g2 — 2g cos 6)3/2

paa(0,9) =

avec g € [0, 1] le parametre d’anisotropie.

En série de Fourier, la multi-convolution de pgg est :

2[72(979) = 2(25 +1)g" Pdy(cos )
5>0
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