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Generalizing the topological  
Structure of theTonnetz 
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Speculum Musicum (Euler, 1773)	
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Three environments for a Tonnetz-based Analysis 

bach 

OM-Tonnetz 

Hexachord 
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Spatial music analysis via Hexachord 

èhttp://www.lacl.fr/~lbigo/hexachord 

5 IRCAM Scientific Council – 14-15 March 2016 



The geometric character of musical logic 
Johann Sebastian Bach - BWV 328

Johann Sebastian Bach - BWV 328 random chords
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Schönberg - Pierrot Lunaire - Parodie

Schönberg - Pierrot Lunaire - Parodie random chords
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Claude Debussy - Voiles

Claude Debussy - Voiles random chords
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Math’n Pop 

Pedagogical applications in Popular Music 
Hamiltonian cycles / Hamiltonian Songs 

!
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Towards a Tonnetz-computer-aided composition  
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D. Ghisi 



≠  
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SPACE MUSIC 

è Towards new perspectives on topological compositional spaces ? 

è Towards a geometric dynamic modeling of a musical piece ? 

Signal/Symbolic articulation in MIR  

Ionian mode 

Locrian mode 

M. Bergomi, Dynamical and Topology Tools for Modern Music Analysis, PhD, LIM-Milan/UPMC/Ircam, Dec. 2015  
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1.3.2 Complexe simplicial morphologique

Il peut arriver que l’empirisme quitte ce language atomiste et parle de blocs d’espace ou de
blocs de durée, ajoute une expérience des relations à l’expérience des qualités. [10]

Si l’on a construit des espaces de paramètres distincts, il faut par la suite pouvoir les relier et

imaginer comment ils interagiront ensemble. Une structure topologique de plus haut niveau permet

ainsi de les relier et de passer à une échelle du matériau plus grande. Un 2-simplexe morphologique a

3 sommets qui représentent respectivement le simplexe d’un complexe temporel (CST), le simplexe

d’un complexe fréquentiel (CSF) et le simplexe d”un complexe articulo-timbral (CSA).

CSF

CSA

CST

CSM

simplexe fréquentiel

simplexe articulatoire

simplexe temporel

Figure 11 – Spécification du complexe morphologique (CSM)

On peut dans cet espace décider de caractériser certaines régions accessibles selon les spécifici-

tés topologiques de cet espace. Le nombre d’éléments invariants (sommets communs) d’un simplexe

à l’autre donnera un certain degré de continuité. A l’inverse, la création de passages "virtuels" d’un

simplexe à un autre, alors même qu’ils ne sont pas reliés dans la structure, créera a priori un e�et

de rupture, de discontinuité, selon leur degré d’éloignement.

On entrevoit ici l’émergence de notions formelles éminemment importantes dans le travail com-

positionnel. On pourrait faire un parallèle avec la notion de groupe chez Stockhausen[11] : "le terme
de groupe désigne un nombre déterminé de sons reliés entre eux par des a⇥nités de proportions pour
constituer une qualité de vécu d’un ordre supérieur, celui, en l’occurrence, du groupe. Au sein d’une
composition, chaque groupe présente des caractéristiques de proportions di�érentes, des structures

11

1.3 Un paradigme à plusieurs échelles

Figure 5 – Composants d’une cel-

lule musicale

Nous avons évoqué le fait qu’une cellule musi-

cale était pour nous la réunion de 3 cellules d’es-

paces distincts ou, pour filer la métaphore, la mise

en un même espace de trois "noyaux" : fréquentiel,

articulo-timbral et temporel (voir ci-contre). Pour plus

de clarté dans notre propos, nous parlerons de cellules

fréquentielles, articulo-timbrales ou temporelles pour ces

noyaux et de cellules musicales en général pour pas-

ser à une échelle supérieure, celle d’un espace dit "mor-

phologique". Nous spécifierons la nature et l’organisa-

tion de chacun de ces espaces dans la section sui-

vante.

Cette conception à plusieurs niveaux peut paraître

étrange et compliquée mais est liée à plusieurs facteurs. La

multiplication des paramètres et leur nécessaire mise en rela-

tion oblige les compositeurs à "penser tout en même temps" à

un moment t, mais également au moment t+1 et jusqu’à t+n.

Le compositeur doit donc penser des configurations de paramètres musicaux complexes mais il doit

aussi penser à la manière dont elles se succèderont, se superposeront et comment elles prendront

leur place dans le temps par rapport aux autres. Il nous semble que cette "pensée par espaces" peut

nous aider à mieux appréhender l’organisation de ces ensembles de paramètres et, plus que cela,

nous pensons qu’elle peut amener une singularisation plus forte, nous y reviendrons à la section

consacrée à ce sujet. On peut également penser échapper, avec cette organisation spatiale, à une

pensée trop séquentielle et linéaire.

1.3.1 Complexes fréquentiels, articulatoires et temporels

L’idée d’avoir une structure particulière pour chaque "famille" de paramètres nous est apparue

de plus en plus fondamentale. L’association de paramètres a, d’une certaine manière, fait partie des

fondements de la musique sérielle et des courants qui en sont issus. Cela permettait de générer

un matériau prolifique et d’imaginer des modèles combinatoires assez riches. La notion de matériau

proliférant chez Boulez en est un bon exemple[4]. La combinatoire s’est jouée pendant longtemps sur

de petites unités (hauteurs, durées, dynamiques et timbres individualisés) pour plus tard s’établir

sur des échelles plus grandes (chez Stockhausen notamment, chez qui "le principe d’ordre entre les
paramètres n’est pas à proprement parlé la série des hauteurs en tant que telle, mais un ensemble de
proportions, qui s’appliquent à tous les aspects de la composition" [1]). Le type de paramètres avec

lesquels les compositeurs jouent s’est beaucoup élargi depuis les années 1950, cependant, il nous

apparaît que les paramètres sont le plus souvent extrêmement individualisés et que par ce biais, ils

ont tendance à générer un matériau assez neutre. Cette neutralité a tendance à s’estomper lorsque

l’échelle du matériau, avec laquelle s’établie la combinatoire, s’agrandie.

Nous pensons qu’il est, sinon indispensable, au moins nécessaire, de surcroît lorsque les condi-

tions matérielles (technologiques) le permettent, de reconsidérer l’organisation et la complexité des

paramètres avec lesquels les compositeurs travaillent depuis plus d’un demi siècle. Il est aujourd’hui

possible de travailler avec des masses de données très importantes et de les organiser, de les explorer

voir de les "questionner" de façon extrêmement fine. Grâce à cela, on peut donc imaginer dépasser les

simples correspondances de tableaux de chi�res pour imaginer des environnements paramétriques,

complexes par leur organisation structurelle, capables de signifier l’infinité des subtilités musicales

avec lesquelles le compositeur doit travailler.

7

Julia Blondeau: Compositional spaces 
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Julia Blondeau: Compositional spaces 
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Figure 8 – Création d’un complexe simplicial unique (pour test) pour la spécification des unités

temporelles et articulo-timbrale

Figure 9 – Esquisse à partir d’un parcours dans le complexe de la figure ci-dessus.

Figure 10 – Parcours di�érent dans le même espace.

10

Julia Blondeau: TESLA ou l’effet d’étrangeté 
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TOPOLOGICAL VS  ALGEBRAIC 
ANALYSIS OF 
(MUSICAL) RELATIONS 

Many musical applications: 
classification using topological characteristics: can we catch the 
notion of style ?  
generative power of topological transformation ? 
representation of other musical relationships… 
 

… What kind of relationships ? 
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λ	

 red blue white yellow 
tulip 1
 0
 0
 1

rose 1
 1
 1
 0

daisy 0
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dahlia 1
 1
 1
 1


red blue 

white 

yellow 

tulip 

rose 

daisy 

dahlia (volume) 

tulip 

rose 
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red blue 

yellow 
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white 

λ ⊂ {tulipe, rose, marguerite, dahlia} × {rouge, bleu, blanc, jaune}


Q-analysis: a topological representation 
of a binary relationship 
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λ	
  ⊂ Objects	
  ×	
  Predicates : (o,p) ∈ λ ⇔ p(o) 
	
  

Objects = {1, 2, 3, …, 10} 
Predicates = {prime, even, odd, multiple-of-3} 
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Representation of a set of predicates 

15 IRCAM Scientific Council – 14-15 March 2016 



Lattice-based and topological representations of binary relations

Fig. 1 In the upper part of the diagram one finds a formal context (center), the associated concept lattice
(left) and the associated simplicial complex (right). The formal concepts of the concept lattice are given
as c0 = (∅, {m1, . . . , m4}), c1 = ({g3}, {m1,m3}), c2 = ({g4}, {m2,m3}), c3 = ({g1}, {m1,m2,m4}),
c4 = ({g1, g2}, {m1,m2}), c5 = ({g3, g4, g5}, {m3}), c6 = ({g1, g2, g3}, {m1}), c7 = ({g1, g2, g4}, {m2})
and c8 = ({g1, . . . , g5},∅). In the simplicial complex filled triangles correspond to 2-dimensional simplices
while the triangle in the middle is a hole. The lower part of the diagram, in particular the meaning of !, ", ζ
and the dashed arrow, is explained in Section 3

2.1 FCA background

The formal notion corresponding to such a table is that of a formal context. We will often
drop the specification “formal”. Our presentation of formal concept analysis, including
contexts, relies on [12].

Definition 1 A formal context is a triple K = (G,M, I) where I ⊆ G × M is a binary
relation. Elements of G are called objects and elements of M are called attributes. We always
assume that G and M are finite. We also assume that no object has all attributes and that no
attribute holds for all objects.

The requirement of finiteness and the interdiction of full rows and columns is usually
not included in the definition. As shown in [12, p. 27] the latter is not actually a restriction
from the perspective of formal concept analysis. Finiteness is given in most applications.
The reasons for this restriction will be seen in the sequel.

Such a context can be analysed using the methods of formal concept analysis. The central
notion is that of a (formal) concept. To get some intuition, let us consider the context in the
upper middle of Fig. 1. Following an example of Atkin [13], one can imagine that the five
objects g1, . . . , g5 represent five people working on a joint project. To coordinate their work

λ: interval gi appear in a musical motive mj 

Lattice-based and topological representations of binary relations

Fig. 1 In the upper part of the diagram one finds a formal context (center), the associated concept lattice
(left) and the associated simplicial complex (right). The formal concepts of the concept lattice are given
as c0 = (∅, {m1, . . . , m4}), c1 = ({g3}, {m1,m3}), c2 = ({g4}, {m2,m3}), c3 = ({g1}, {m1,m2,m4}),
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and the dashed arrow, is explained in Section 3

2.1 FCA background

The formal notion corresponding to such a table is that of a formal context. We will often
drop the specification “formal”. Our presentation of formal concept analysis, including
contexts, relies on [12].

Definition 1 A formal context is a triple K = (G,M, I) where I ⊆ G × M is a binary
relation. Elements of G are called objects and elements of M are called attributes. We always
assume that G and M are finite. We also assume that no object has all attributes and that no
attribute holds for all objects.

The requirement of finiteness and the interdiction of full rows and columns is usually
not included in the definition. As shown in [12, p. 27] the latter is not actually a restriction
from the perspective of formal concept analysis. Finiteness is given in most applications.
The reasons for this restriction will be seen in the sequel.

Such a context can be analysed using the methods of formal concept analysis. The central
notion is that of a (formal) concept. To get some intuition, let us consider the context in the
upper middle of Fig. 1. Following an example of Atkin [13], one can imagine that the five
objects g1, . . . , g5 represent five people working on a joint project. To coordinate their work

let H ∈ G and N ∈ M

•  H' = { m in M | (h, m) ∈ λ for all h ∈ H }

•  N' = { g in G | (g, n) ∈ λ for all n ∈ N }


•  (H, N) is a formal concept iff H' = N and H = N'


•  formal concept are ordered: (H, N) < (I, P) iff  H ⊂ I


Formal Concept Analysis (FCA) 
it can also be represented as a lattice 
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Lattice-based and topological representations of binary relations

Fig. 1 In the upper part of the diagram one finds a formal context (center), the associated concept lattice
(left) and the associated simplicial complex (right). The formal concepts of the concept lattice are given
as c0 = (∅, {m1, . . . , m4}), c1 = ({g3}, {m1,m3}), c2 = ({g4}, {m2,m3}), c3 = ({g1}, {m1,m2,m4}),
c4 = ({g1, g2}, {m1,m2}), c5 = ({g3, g4, g5}, {m3}), c6 = ({g1, g2, g3}, {m1}), c7 = ({g1, g2, g4}, {m2})
and c8 = ({g1, . . . , g5},∅). In the simplicial complex filled triangles correspond to 2-dimensional simplices
while the triangle in the middle is a hole. The lower part of the diagram, in particular the meaning of !, ", ζ
and the dashed arrow, is explained in Section 3

2.1 FCA background

The formal notion corresponding to such a table is that of a formal context. We will often
drop the specification “formal”. Our presentation of formal concept analysis, including
contexts, relies on [12].

Definition 1 A formal context is a triple K = (G,M, I) where I ⊆ G × M is a binary
relation. Elements of G are called objects and elements of M are called attributes. We always
assume that G and M are finite. We also assume that no object has all attributes and that no
attribute holds for all objects.

The requirement of finiteness and the interdiction of full rows and columns is usually
not included in the definition. As shown in [12, p. 27] the latter is not actually a restriction
from the perspective of formal concept analysis. Finiteness is given in most applications.
The reasons for this restriction will be seen in the sequel.

Such a context can be analysed using the methods of formal concept analysis. The central
notion is that of a (formal) concept. To get some intuition, let us consider the context in the
upper middle of Fig. 1. Following an example of Atkin [13], one can imagine that the five
objects g1, . . . , g5 represent five people working on a joint project. To coordinate their work

n  the concept lattice cannot be fully reconstructed 
from the simplicial complex 

n  the simplicial complex cannot be fully determined 
from the concept lattice  

n  BUT: the homotopy class of the simplicial complex 
can be computed from the concept lattice 

? 

Relation between FCA and Q-analysis 
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Lattice-based and topological representations of binary relations

Fig. 2 The proof of Theorem 1 illustrated by the example from Fig. 1. Left from top to bottom: Reduction
of the lattice !(SK) to the concept lattice BK. The latter lattice can be embedded into the first via the map ζ
depicted in Fig. 1. The nodes in the image of this map are filled black. One passes from the uppermost to the
lowermost lattice by removing maximal non-filled nodes, one at a time. — Thus in fact there should be seven
steps between the first and the second lattice. Right: Each simplicial complex is the image of the lattice left
to it under the map #. The labels serve to retrace this association: Atoms and co-atoms of the lattices become
vertices and maximal simplices of the simplicial complexes respectively. The uppermost simplicial complex
is (#◦!)(SK) = SK, and the lowermost is #(BK). As proved in the text for the general case, each simplicial
complex is a strong deformation retract of the simplicial complex above it. An arrow indicates a retraction
that will occur in the next step. The retraction should be imagined as a projection parallel to the arrow

Relation between FCA and Q-analysis 
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è Freund A., M. Andreatta, J.-L. Giavitto (2015), « Lattice-based and Topological Representations of Binary Relations 
with an Application to Music », Annals of Mathematics and Artificial Intelligence 
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Thank you for your attention 


