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•  La notion d’espace symbolique est fréquemment utilisée de manière assez vague 
en théorie, analyse et composition musicale. On peut cependant utiliser des 
notions topologiques pour donner un support formel à ces notions. Plutôt que de 
s'interroger sur les rapport entre la géométrie et la perception sensible, ces 
constructions ont surtout une valeur pédagogique et heuristique qui peuvent 
intéresser un compositeur comme élément de ses processus créatifs.

•  Nous verrons comment représenter spatialement des objets musicaux élémentaires 
(des hauteurs ou des accords) par des morceaux d'espace simple. En recollant 
entre eux ces morceaux, on construit des espaces, appelés complexes cellulaires, 
qui s'organisent suivant une relation de voisinage définie par une propriété́ 
musicale.

•  Une phrase musicale est représentée dans un complexe par une trajectoire. 
L’aspect de la trajectoire révèle des informations sur le style de la pièce et les 
stratégies de composition employées. L’application d’opérations géométriques sur 
les trajectoires entraine des transformations sur la pièce musicale initiale.

•  L'approche spatiale offre ici un point de vue permettant de proposer des 
classifications nouvelles et suggèrent des transformations auxquelles on n'auraient 
pas pensé.



Plan

n  Art & Science ?
o  la science en tant qu’art ?
o  de nouveaux « objets » artistiques
o  l’exemple de l’IRCAM
o  la technique comme moyen de l’art
o  L’espace et l’imagination

n  L’espace en musique
o  les espaces de hauteurs 
o  Tonnetz: groupe, action de groupe et graphe de Cayley
o  trajectoire et transformation 
o  espace d’accords: topologie algébrique, complexe simplicial 

et nombre de Betti
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Art & Science (le beau et le vrai ?)
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La représentation du monde

n  le système géocentrique�
et le modèle héliocentrique

n  Deux représentations 
(réconciliables) du même monde
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La représentation du monde

n  le système géocentrique�
et le modèle héliocentrique

n  Deux représentations 
(réconciliables) du même monde�


n  Le style platement littéral, 
dénotationel et concis de la 
science vs. le style analogique, 
métaphorique, discursif… de l’art

n  Deux représentations du même 
du même monde ? 
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Le dévoilement du monde par la conscience
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Le monde n’est pas ; il se fabrique et il existe de multiples�
manières de faire des mondes :

•  « Loin d’être un maître solennel et sévère, la vérité est un serviteur 

docile et obéissant. Le scientifique s’abuse lui-même quand il 
suppose qu’il est un esprit uniquement voué à la recherche de la 
vérité. Il ne s’intéresse pas aux vérités triviales qu’il pourrait ressasser 
sans fin, mais s’occupe de résultats d’observations irréguliers et à 
facettes multiples, qui ne lui fourniront pas plus que des suggestions 
pour des structures globales et des généralisations significatives. Il 
recherche le système, la simplicité et la portée ; et quand il est 
satisfait sur ces rubriques, il taille la vérité à leur mesure. Il décrète 
autant qu’il découvre les lois qu’il établit, il dessine autant qu’il 
discerne les modèles qu’il définit. »

•  « Si, en outre, les mondes sont autant faits que trouvés, alors 
connaître c’est autant refaire que rendre compte… Découvrir des lois 
implique de les rédiger. »

•  « Pour construire le monde comme nous savons le faire, on démarre 
toujours avec des mondes déjà à disposition ; faire, c’est refaire. »



Plusieurs cartes, un seul territoire
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Plus petitement…

n  Le jugement scientifique sur l’art
o  GDR ESARS (esthétique, art et science)
o  analyse oculométrique
o  enquête psyhologique

n  les beautés de la science
o  http://www.tribunes.com/tribune/alliage/63/page9/page9.html
o  la beauté des démonstrations
o  fractale, macro et microphotographie…
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Stradivarius vs. lutherie moderne…



11Jean-Louis Giavitto – Fructidor avril 2014

Bruegel – La chute d’Icare
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La science du beau ?
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La science du beau ?
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Abstract. I measured preference for paintings (Renoir vs. Picasso or 
Kandinsky vs. Mondrian) in mice. In general mice did not display a painting 
preference except for two mice: one preferred Renoir to Picasso, and the 
other preferred Kandinsky to Mondrian. Thereafter, I examined discrimination of 
paintings with new mice. When exposure to paintings of one artist was 
associated with an injection of morphine (3.0 mg/kg), mice displayed 
conditioned preference for those paintings, showing discrimination of paintings 
by Renoir from those by Picasso, and paintings by Kandinsky from those by 
Mondrian after the conditioning. They also exhibited generalization of the 
preference to novel paintings of the artists. After conditioning with morphine for 
a set of paintings consisting of two artists, mice showed discrimination 
between two sets of paintings also from the two artists but not in association 
with morphine. These results suggest that mice can discriminate not only 
between an artist’s style but also among paintings of the same artist. When 
mice were trained to discriminate a pair of paintings by Kandinsky and Renoir 
in an operant chamber equipped with a touch screen, they showed transfer of 
the discrimination to new pairs of the artists, but did not show transfer of 
discrimination of paintings by other artists, suggesting generalization.

La science du beau ?
Watanabe S (2013) Preference for and Discrimination of Paintings by Mice. PLoS ONE 8(6). 
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La science du beau ?
Watanabe S (2013) Preference for and Discrimination of Paintings by Mice. PLoS ONE 8(6): e65335. 

Figure 1. Results of experiment 1.
a: Preference test with paintings by 
Kandinsky and Mondrian, b: 
Conditioned painting preference with 
Kandinsky and Mondrian, c: 
Preference test with paintings by 
Picasso and Renoir, d: Conditioned 
painting preference with Picasso and 
Renoir, e: Conditioned painting 
preference with 5 paintings by Picasso 
and Renoir, f: Generalization test with 
another 5 paintings by Picasso and 
Renoir, g: Conditioned painting 
preference with mixed artists. ns = not 
significant, ** P<0.05. KM, PR,PR-G 
and mixed PR indicate Kandinsky-
Mondrian group, Picasso-Renoir 
group, Picasso-Renoir generalization 
group and mixed Picasso-Renoir 
group respectively.



Experimental Demonstration of the tomatotopic 
organization in the soprano (Cantatrix sopranica 
L.)"
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Jean-Marc Lévy-Leblond

n  réconciliation œcuménique, des retrouvaille, pour abolir 
une coupure douloureuse

n  mais historiquement le mouvement a été la séparation 
des champs et l’autonomisation des disciplines

n  la beauté de la science
n  alors que l’art se détache de cette notion 

et que la beauté idéelles des équations est remplacée 
par des images technokitsch (communication et 
propagande)
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Le beau en science ?



Le numérique, une nouvelle matière…
n  de nouvelles frontières : biotechnologie, 

numériques
n  une redéfinition de la manière de faire des 

œuvres, de la finalité et du statut de l’œuvre 
d’art

n  œuvres hybrides  fusionnant logique 
d’innovation technologique et artistique, 
recherche esthétique et utilité technologique et 
industrielle

n  impulsion des politiques culturelles vers une 
porosité entre œuvre d’art, invention 
technologique et innovation commerciale :  la 
recherche artistique vise également une utilité 
sociale, une application commerciale ou une 
valorisation industrielle,
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Cap Digital : Futur en scène
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Le jardin des hasard
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IRCAM
Une institution singulière
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Départements 
•  R&D (9 teams)
•  Production & Diffusion 
•  Transmission
•  Bibliothèque multimedia

> 180 collaborateurs
•  ~ 65 chercheurs
•  25 PhD + post-docs
•  20 étudiants en composition
•  15 résidences
•  Compositeurs, Artistes, etc.



en chiffres



forumnet.ircam.fr	
 articles.ircam.fr	


ircam.fr/
residence.html	


manifeste.ircam.fr	






Jonathan Harvey"
Speakings

pour Orchestra & Live Electronique

du laboratoire à la scène
une étude de cas

G. Nouno, A. Cont: Computer Music Designers



Harvey’s « Speakings »

" Jonathan Harvey
" Idea:   An orchestra that speaks

" From speech to orchestra and vice versa
" Enrich orchestral timbre using non-existing speech structures

" Read:
" G. Nouno, A. Cont, G. Carpentier, and J. Harvey�
“Making an Orchestra Speak”, Sound and Music Computing Conference, 2009. 
Best paper award.

" Tribune article on Forumnet with Max and OpenMusic patches.
" Precedence:   Modest Mussorgsky,  Clarence Barlow
" Procedure:

" Study existing artistic approaches  (Modest Mussorgsky,  Clarence Barlow, ...)
" Musical research: Prototype ideas, artistic trial and error, choose pertinent approaches.
" Development & Composition
" Tests and performance considerations
" Rehearsal and Concert     (Royal Albert Hall, Proms Festival, BBC Orch. 2008)



Harvey’s « Speakings »

" Computer Assisted Composition
" Speech to music transcription

" OpenMusic + SuperVP



Phase I:  CAC

" Speech to music transcription



Phase I:  CAC

" Automatic Orchestration
" How to write speech structures �

for Orchestra?
" The Orchidée project



Phase II: Live electronics

" Impose speech structures�
on orchestral sound
" Real-time transformation
" Synchronizing electronics�

with conductor/orchestra



Speakings

" An excerpt
" That uses “Mantra” orchestration and live electronics
" Premier from August 2008 by BBC Scotish Orchestra in 

London (Royal Albert Hall)



L’INTUITION SPATIALE
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Geometry and the imagination
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Jean Nicod: La géométrie dans le monde sensible

n  La Géométrie des sensations de mouvement (1921)�
Imaginons un être pouvant se mouvoir librement dans un milieu 
homogène et immobile, par exemple un poisson au sein d’un 
océan tranquille. Faisons correspondre à chacun de ses 
mouvements, compliqué ou simple, prolongé ou bref, rapide ou 
lent, une sensation totale distinctive. Douons-le de mémoire et de 
raison, et demandons- nous s’il pourrait appliquer une géométrie à 
son expérience. 

n  La Géométrie dans le monde sensible (1923)�
Imaginons un auditeur transporté sans nulle autre sensation le long 
d’une ligne divisées en petite sections telles que à chaque passage 
sur une section quelconque (soit A), un sont d’une qualité 
particulière a se fasse entendre. […] Au sujet des sons produits, qui 
composent toute sa perception […], il ne conçoit, supposons nous, 
que deux questions : le son y fut-il après le son x ? Le son y fut-il 
semblable au son x ? Cherchons si le monde sensible ainsi défini a 
des lois ; s’il y a pour ce sujet, une physique. 
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L’espace dans la théorie musicale

Speculum Musicum [Euler]	


Chicken Wire Torus [Douthett & Steinbach]	
Tonality strip [Mazzola]	


Orbifolds [Tymoczko]	


3D Tonnetz [Gollin]	


Model Planet [Barouin]	


Spiral Array [Chew]	
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Tonnetz [Oettingen, Riemann]	
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Representation algébrique des hauteurs

n  Set Theory
o  Temperament égal
o  Réduction à l’octave suivant une gamme

39
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Representation algébrique des hauteurs

n  Set Theory
o  Temperament égal
o  Réduction à l’octave suivant une gamme
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Representation algébrique des hauteurs

n  Set Theory
o  Temperament égal
o  Réduction à l’octave suivant une gamme
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Representation algébrique des hauteurs

n  Set Theory
o  Temperament égal
o  Réduction à l’octave suivant une gamme
o  structure du groupe cyclique
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].

Jean-Louis Giavitto – Fructidor avril 2014 



Representation algébrique des hauteurs

n  Set Theory
o  Equal temperament
o  Octave reduction according to a scale
o  Underlying structure of the cyclic group
o  Operations

n  Transpositions 
n  Inversions 

48

1 

3 

8 

10 

0 

2 

4 

5 7 

9 

11 1 

3 

6 

8 

10 

0 

2 

4 

5 7 

9 

11 

6 

I0 

C = {0,4,7,10} 
SI = [4,3,3,2] 

VI = [4,0,1,2,1,1,1] 
CIs = {2,3,4,5,6} 

C = {0,2,5,8} 
SI = [2,3,3,4] 

VI = [4,0,1,2,1,1,1] 
CIs = {2,3,4,5,6} 

I : x → -x mod 12 

78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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Structure de groupe

n  une opération +

n  qui a les propriétés
o  associative : x + (y+z) = (x+y) + z
o  un élément neutre 0 : 0+x = x et x+0 = 0
o  un inverse : pour tout x, il y a un y tel que : x + y = y + x = 0
o  commutatif (abélien) si x+y = y+x

n  comment définir un groupe ? 
o  par une table d’addition
o  par un moyen ad-hoc (ex. l’algorithme d’addition des entiers)
o  par une presentation finie 
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Présentation d’un groupe

n  ses générateurs

n  les équation entre générateurs

n  les éléments sont tout ce qu’on peut écrire comme 
expression entre générateurs « modulo » les équations

Groupe cyclique

n  générateur: 1

n  équation:  n.1 = 1 + … + 1 = 0
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Incidemment"
Classification paradigmatique des structures musicales  

Architecture paradigmatique

352

Costère / Zalewski / Vieru /
Groupe cyclique Forte/ Rahn 

Carter

224

Groupe diédral

Estrada

77

Groupe symétrique

Morris / Mazzola

158

Groupe affine



Graphe de Cayley
16 Spicher, Michel & Giavitto
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Fig. 8 Graphical representation of the relationships between Cayley graphs and group theory. The
GBF pictured here is G=<n,e> (the equations specifying the commutation between the generators
are implicit). A node in this graph is an element of the group G. A path is a sum of generators and
their inverses. The empty path is 0 and corresponds to the null displacement. In any Cayley graph,
backtracking paths are closed paths. An equation corresponds to a closed path specific to the group
structure. On the right, the diagram shows a closed path corresponding to the commutation between
n and e, that is: n+e= e+n or, equivalently, n+e�e�n= 0.

graph. There are two types of cycles in the graph: cycles that are present in all
Cayley graphs and correspond to group laws (intuitively: a backtracking path such
as e+ n� n� e) and closed paths specific to the group’s own equations (e.g., e�
n�e+n). In this framework, a graph connectivity property such as “there is always
a path going from any node P to any node Q” is equivalent to saying that “there is
always a solution x to equation P+ x = Q”.

2.1.5 Proximal Collections

Proximal collections are graphs whose neighborhood relationship is specified by
a relation given on the elements of the collection (Fig 9). For example, let r be a
relation on integers such that

fun r(x, y) = abs(y - x) < 10

Then, we are able to define a proximal collection as follows:
proximal MyProx = r

It means that two integers n and m are neighbors in a collection of type MyProx if
and only if (iff) their “distance”, as specified by r, is less than 10. We call r the
indicator relation of a proximal collection such as MyProx.

2.1.6 User-Defined Subtypes

There is often a need to distinguish between collections of the same type (e.g.,
several multisets nested in another multiset). This can be accomplished by vari-

Equations are closed paths (loops):
•  backtracking path are closed in any Cayley graph :  e + e + n - n - e - e

•  group equation are specific of the graph topology
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e

2 ·n

n

2 ·n+e

0 ·n= 0 ·e

nnw

2 ·n

e

2 ·n+e

0 ·n= 0 ·e
= 0 · nw

(a) (b)

Fig. 7 (Left) A GBF defining a NEWS grid, with two generators e and n. (Right) A GBF defining
an hexagonal grid with three generators e, n and nw, and a constraint n�nw = e.

2.1.4 Group-Based Fields

Topological collections can be defined as Group-Based Fields (GBF), which are
considered as associative arrays whose indices are elements of a group [17]. The
latter is defined by a finite presentation, i.e., a set of generators together with some
constraints on their combination. Thus a GBF can be pictured as a labeled graph
where the underlying graph is the Cayley graph of the finite presentation. The labels
are the values associated with the vertices and the generators are associated with the
edges.

For instance, in order to define a NEWS grid (a rectangular lattice in which each
node has four neighbors) we may use two generators e (east) and n (north), support-
ing addition, difference and multiplication by an integer, as illustrated in Fig. 7a.

Similarly, an hexagonal grid (6 neighbors for each vertex) can be defined by
means of three generators n, e and nw (north-west) and a constraint n� nw = e,
as illustrated in Fig. 7b. Notice that such grid is adequate to represent cells with a
hexagonal shape, since the grid can be paved with hexagons centered on the posi-
tions in the grid. As shown by the dashed path, we have 2 · n+ e = 2 · e+ n+ nw,
which can be also checked in an algebraic way, by substituting nw with n�e in this
equality as allowed by the constraint.

The GBF structure is thus adequate to define the arrangement of a grid, in any
number of dimensions. A GBF type is specified by the presentation of the underlying
group: a list of generators and a list of equations. For example, in the case of the
hexagonal grid:

gbf H = < n, e, nw; nw+e= n >

MGS only handles Abelian groups, thus the commutation equations are implicit and
we use an additive notation.

The relationships between Cayley graphs and group theory are pictured in Fig. 8.
A word (a sum of generators) is a path. Path composition corresponds to the group
addition. A closed path (a cycle) is a word equal to 0 (the identity of the group).
An equation v = w can be rewritten v�w = e and corresponds to a cycle in the

< n, e, nw; n = e+nw >< n, e; n+e=e+n >
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Action d’un groupe
n  Un groupe G, des objets p
n  Une opération qui applique un g de G à un p: g⋅p �

et qui vérifie
o  0⋅p = p
o  (g + h) ⋅ p = g ⋅ (h ⋅ p)

n  Exemples : 
o  les déplacements à Manhattan
o  les rotations
o  les transformations géométriques

n  Exemple musical : les intervalles agissent comme des 
transpositions sur les notes
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n  Instruments conception

I = { m2, P4 } (Guitar)	

I = { m2, P5 } (Violin)	

I = { m2, M2, m3 } (Accordion)	

Comme M. Jourdain…
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Visualisation des trajectoires

n  HexaChord (Java)!
n  Intégration prochaine dans OpenMusic!

J.-S.Bach - Choral BWV 256 

C(2,5,5)	


C(3,4,5)	


59



PAPERTONNETZ
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Trajectoires dans les graphes de Cayley

n  L’espace est “déplié” pour faciliter la visualisation
n  une séquence musicale devient une trajectoire 
n  (la construction de la trajectoire pose un problème 

technique qu’on va ignorer ici)
n  Peux t’on analyser la trajectoire ? (géométrie discrète)
n  Est-ce que l’analyse spatiale�

a une interprétation musicale ?
n  Idem pour les�

transformations spatiales
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Trajectory Analysis

n  The “look” of a trajectory depends on the support 
space

63

J.-S.Bach - Choral BWV 256 

KTI[2,5,5]	


KTI[3,4,5]	


Jean-Louis Giavitto – Fructidor avril 2014 



Adéquation spatiale

n  Motivation: comment évaluer l’adéquation d’un espace 
à représenter une séquence musicale ?

n  Regarder les singularité d’une trajectoire et leur 
interprétation musicale

n  trajectoire régulière (ligne, cercle,…)
n  connexité 

n  Calcul de l’adéquation (compactness)
o  Les notes jouées sont un sous-espace A
o   compacité d’un sous-espace A à la dimension m :

10 L. Bigo et al.

Fig. 5. Chord sequence extracted from Beethoven 9th Symphony.

in the previous section, between this complex and the original Tonnetz. Figure 6
compares representations of this chord sequence in C(3, 4, 5) and C(1, 2, 9). The
spatial regularity emerging in C(3, 4, 5) illustrates the compliance of this space
with this chord sequence. We see two main reasons for this regularity:

1. 3-note chords used in this sequence are represented by 2-simplices thus by
compact objects.

2. The regular alternation between the neo-Riemannian operations L and R
represents the sequence as following a straight trajectory.

The first property is static, the second one is dynamic. In the following we
investigate the static property by proposing a method to measure compactness of
pitch class sets in simplicial complexes. Of course, compactness is not the only
property to take into consideration when estimating the regularity of musical
objects representations in these complexes. Nevertheless, it makes an interesting
first indication.

Fig. 6. Evolution of the chord sequence extracted from Beethoven 9th Symphony in
unfolded representation of C(3, 4, 5) (on the left) and C(1, 2, 9) (on the right).

4.3 Measure of compactness

As a first example of compliance, we propose here a method to calculate com-
pactness of a pitch class set in a simplicial complex by a sub-complex. We define
the compactness of a simplicial complex A at the dimension m by

m-compactness(A)=
fm+1(A)
�f1(A)
m+1

⇥
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Analyse de trajectoires

n  Complex compliance: some examples

65

Bach - BWV 328

Bach - BWV 328 random chords
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Analyse de trajectoires

n  Complex compliance: some examples

66

Stravinsky - 8 Miniatures Instrumentales - Allegretto

Stravinsky - 8 Miniatures Instrumentales - Allegretto random chords
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Analyse de trajectoires

n  Complex compliance: some examples

67

Schönberg - Pierrot Lunaire - Parodie

Schönberg - Pierrot Lunaire - Parodie random chords
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Trajectory Analysis

n  Complex compliance: some examples
n  Compliance of a set of spaces for music classification

68

Compactness at dimension 1	
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Analyse de trajectoires

n  Complex compliance: some examples
n  Compliance of a set of spaces for music classification

69

Compactness at dimension 2	


Jean-Louis Giavitto – Fructidor avril 2014 



Transformation géométrique

n  homothétie
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Transformation géométrique

n  Trajectory transformations
Application of geometrical transformations

R(π) 

J.-S.Bach - Choral BWV 256 
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Trajectory Transformations

n  Isomorphism from a support space to another
Transformation of the initial space of the trajectory

72

J.-S.Bach - Choral BWV 256 

Ku
TI[3,4,5]	
 Ku

TI[2,3,7]	


?	
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Trajectory Transformations

n  Some audio results

original	


R(π) 
 in C(3,4,5) 

T(1,-2)	

in C(1,2,4)	


R(π) 
 in C(1,2,4) 

original	


R(π) 
 in C(3,4,5) 

R(2π/3) 
 in C(3,4,5) 

C(2,3,7) 
 

C(1,2,4) 

original	


R(π) 
 in C(3,4,5) 

T(1,-2)	

in C(1,2,4)	


C(1,2,9) 
 

C(1,2,4) 

W.A. Mozart	

Piano Sonata No. 16 - Allegro	


C. Corea	

Eternal Child	


The Beatles	

Hey Jude	
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Interpretation musicale de transformation 
spatiale
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?	

?	

?	

?	

?	
?	

?	
?	
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Aller au-delà des graphes

n  Intuition:�
si un sommet représente une note, �
que représnete un arc ?

n  un arc représente un accord de 2 notes : les notes 
reliées

n  Peux-t’on aller plus loin ? �
OUI : topologie algébrique
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Aller au-delà des graphes

n  Spatialization of chord sets
Defining a topological collection to represent a set of chords

76

Toolbox: complexe simplicial	

§  n-Simplex: cellule (de dim n) correspondant à  n+1 sommets	


0-simplex	
 1-simplex	
 2-simplex	
 3-simplex	
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Building Chord Complexes

n  Spatialization of chord sets
Defining a topological collection to represent a set of chords

77

Toolbox: complexe simplicial	

§  n-Simplex: cellule (de dim n) correspondant à  n+1 sommets	

§  n-complexe simplicial	


§  union de p-simplexes (p ≤ n)	

§  f-vector (f0 = 1, f1, …, fn+1) ���

	
fp+1 est le nombre de p-cellules	

§  p-squelette: simplexes de dimension ≤ p	


f-vector = (1,10,16,7,1)	
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Building Chord Complexes

n  Spatialization of chord sets
Defining a topological collection to represent a set of chords

78

Toolbox: auto-assemblage	

§  Metaphore  de la réaction chimique	

§  Construire un complexe à partir de ses simplexes	


x y 

x y 

x 

y 

Transformation Self-Assembly = 

    x y / (x == y) and (faces x = faces y) => let c = new_cell (dim x) (faces x) 
                                                               (union (cofaces x) 
                                                                      (cofaces y)) 
                                              in x * c 

Jean-Louis Giavitto – Fructidor avril 2014 



Le simplexe correspondant à un accord

n  Spatialization of chord sets
o  Simplicial representation of chords

n  1-note chord: 0-simplex (vertex)
n  2-note chord: 1-simplex (edge)
n  3-note chord: 2-simplex (triangle)
n  4-note chord: 3-simplex (tetrahedron)

79

C 

G E 

{C,E} {C,G} 

{E,G} 

{C,E,G} 

C 

G E 

B 

Cmaj7 
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Le compelxe d’un ensemble d’accords

n  Spatialization of chord sets
o  Simplicial representation of chords
o  Self-assembly of a set of chords

80

Self-Assembly!

Initial population	
 Chord complex	
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Algebraic-based Chord Complexes

n  Assembling chords related by some equivalence 
relation
o  Transposition (Cyclic group action Zn èZn)

81

C	


E	


G	


E♭	


A♭	


B	


A	

F	


C♯	

…	

4	
5	

3	


 ! """# """! """"""$% ## """!""""""!! #""""""
!! ! """"""#"""!!

Music engraving by LilyPond 2.14.1—www.lilypond.org

KT[4,3,5]	


Major chords	
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E♭	


G	

B	


C	

E	


C#	


A♭	


A	

F	


D	


F#	

B♭	


n  Assembling chords related by some equivalence 
relation
o  Transposition (Cyclic group action Zn èZn)

82

…	

4	
4	


4	


KT[4,4,4]	


Augmented chords	


 

! """# """"""#"""$% #"""#!"""#"""! #"""#""" !! """#"! """# ""

Music engraving by LilyPond 2.14.1—www.lilypond.org

Algebraic-based Chord Complexes

Jean-Louis Giavitto – Fructidor avril 2014 



Algebraic-based Chord Complexes

n  Assembling chords related by some equivalence 
relation
o  Transposition (Cyclic group action Zn èZn)

83

…	

KT[2,2,3]	


Diatonic triads	


2	


2	

3	


CM Dm Em F G Am B° 

Mazzola, G. (2002). The topos of music: geometric logic of concepts, theory, and performance	


C	


A	
 E	


G	


B	


D	


F	


A	


C	


Jean-Louis Giavitto – Fructidor avril 2014 



Algebraic-based Chord Complexes

n  Assembling chords related by some equivalence 
relation
o  Transposition (Cyclic group action Zn èZn)

84

…	

KT[2,2,2,1]	


Diatonic 4-degrees	


2	


2	

2	

1	


CM7 Dm7 Em7 FM7 G7 Am7 Bm°7 

Bigo et al. (2011) – Building topological spaces for musical objects	
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Algebraic-based Chord Complexes

n  Assembling chords related by some equivalence 
relation
o  Transposition (Cyclic group action Zn èZn)
o  Transposition and inversion (Dihedral group action Dn èZn)

85

4	
5	

3	


…	

major/minor triads	


C	

E	


G	


B	


B♭	

F#	


C#	


A	
F	


KTI[3,4,5]	
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Algebraic-based Chord Complexes

n  Complexes enumeration in heptatonic/chromatic 
systems

86

Equivalence relation	
 Chromatic system (Z12)	
 Heptatonic system (Z7)	


Transposition	
 352 complexes	
 20 complexes	


Transposition / inversion	
 224 complexes	
 18 complexes	


Permutations	
 77 complexes	
 16 complexes	


Application affine	
 157 complexes	
 16 complexes	
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Algebraic-based Chord Complexes

n  Complexes enumeration in heptatonic/chromatic 
systems

87

S1(KTI[3,4,5])	

[Cohn – 1997]	

 
S1(KTI[2,3,3,4])	

[Gollin - 1998]	

 
KT[3,4], KT[2,2,3], KT[1,2,2,2]	

[Mazzola – 2002]	

	

KTI[1,1,10]           KTI[4,4,4]	

[Catanzaro - 2011]	

	

S1(KTI[1,2,4])	

[Hook – 2013]	
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Building Chord Complexes

n  Spatialization of chord sets

n  Algebraic-based chord complexes
Chord population from chord transformation orbits 

Transposition, inversion, permutation, etc.

n  Piece-based chord complexes
Chord population from a piece segmentation

Analysis of Bach, Chopin, Schoenberg, Webern, Glass, etc.
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Piece-based Chord Complexes

n  Chord complex built from a piece

120  (2,1)-Hamiltonian paths	
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Prelude No. 4 Op. 28 of F. Chopin	
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Pourquoi une représentation spatiale ?

n  Parler de la musique d’un point de vue spatial�
(est-ce que la géométrie capture quelque chose de musical)

n  Pédagogique
o  l’espace comme expérience fondamentale

n  Technique
o  les outils topologiques et géométriques s’appliquent à la 

musique
n  Heuristique

o  Un point de vue différent inspire de nouvelles approches:
n  formalisation de la music formalization
n  analyse musicale
n  processus génératif
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La morphogenèse d’une pièce 
musicale (Julia Blondeau)
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