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A propos de ce document

Avertissement au lecteur

Ce document est une présentation informelle des principaux concepts du langage 81/2. Cette présentation
s’adresse a un lecteur informaticien, qui connait un peu les langages C et Lisp et qui posséde quelques notions
sur les langages de programmation, la simulation et les architectures paralleles (Cf. [SAN 91] et [GIA 93]),
comme par exemple un étudiant en DEA. Ce document n'est pas un exposé formel du langage 81/2, pour
cela on pourra se référer a [GIA 91b]. 1l ne s'agit pas non plus d'un manuel du langage 81/2, on consultera
pour cela [MIC 94]. Notre objectif est de présenter le panorama trés riche des concepts que 'on rencontre
lorsqu'on veut explorer les structures de Streart de collectiam particulier :

— dans le cadre de la programmation parallele déclarative,
— pour la simulation des systéemes dynamiques,

— en vue de leur mise en ceuvre efficace (compilation) sur les architectures de machines séquentielles et
paralléles.

Au cours de notre présentation, nous rencontrerons des notions techniques qui ne poutront qu'étre
brievement évoquées. Le lecteur pourra se référer a la bibliographie pour trouver les approfondissements
nécessaires.



Synoptique du langage 3

Le langage 81/2 est un langage parallsle daikeat: pour la modZlisation et la simulation des systemes dynamiques
Nous regroupons sous le nom trés général de Systéme Dynamique (SD) les phénoménes décrits par un Ztat
qui évolue dans le tempe&t dans I’espadeur modéliser et simuler les systémes dynamiques sur les nouveaux
ordinateurs paralleles, nous proposons un langage expérimental qui posséde les caractéristiques suivantes :
* cest un langage permettant d’exprimer des relations temporelles et spatiales entre les valeurs des états
d’un systéme dynamique ;
* cest un langage de haut-niveau ;

* c'est un langage paralléle.

Ces trois caractéristiques se traduisent par les propriétés suivantes :

— 81/2 permet de construire des Stream&/n stream est une suite de valeurs au cours du temps. Un
stream implémente la notion de trajectoire d’un SD.

— 81/2 permet de construire des collectioffne collection est un ensemble de valeurs, simultanément
accessibles, et qu'on manipule comme un tout. Une collection implémente la notion d’état d’un SD.

—  81/2 est un langage dZclaratifin programme est un “paquet” d’équations qui modélise le systéme
dynamique. I’exécution du programme correspond a la simulation du systéme modélisé : 'exécution
consiste a énumérer successivement les états du systtme au cours du temps (ie. calculer sa
trajectoire).

— 81/2 est un langage data-flow et data-parallele. Le parallélisme de controle et le parallélisme de

données sont exprimés implicitement a travers les données du programme. Il est donc possible
d’utiliser au mieux les capacités des nouvelles architectures paralleles SPMD ou MSIMD.

— Dextraction du parallélisme, le placement et lordonnancement des calculs est déterminé
automatiquement a la compilation.

— Des techniques modernes de typage sont utilisées pour alléger le travail du programmeur, pour
vérifier la cohérence des équations et permettre une compilation efficace.

Cvie



Organisation du document

Les chapitres de ce document correspondent a la description des applications visées par le langage
expérimental 81/2, a la description du langage, a la discussion de P'adéquation d’un tel langage pour la
programmation des nouvelles architectures paralléles, et a la présentation des principes de compilation du
langage.

Plus précisément, ce document s’organise ainsi :

¥ Le premier chapitre est une introduction 2 la simulation. La simulation est présentée sous deux
aspects : le premier, correspondant a I'idée d’expérience numérique, est le plus traditionnel. Nous
exposons un seconde approche de la simulation, ou elle peut étre vue comme un nouveau style de
programmation : ce style de programmation s’appuie sur le fait que la structure interne des
phénomenes physiques en font potentiellement des “calculateurs sophistiqués”.

Pour cela, il faut développer des langages permettant la description a un haut-niveau des systémes
dynamiques. Nous proposons de définir la trajectoire d’un systéme (i.e. la suite de ses états dans le
temps et I'espace) dans un langage déclaratif. Nous examinons alors les différents modeles du temps
sur lesquels on peut fonder cette notion de trajectoire et nous choisissons un modéle du temps discret
et synchrone. Le chapitre se termine par le récapitulatif des propriétés désirées pour 81/2.

¥ Le deuxisme chapitre élabore plus précisément la notion de trajectoire. Une trajectoire correspond
en 81/2 a un StreanUn stream est une suite temporisée définie par des expressions séquentielles a
mémoire bornée. La notion de suite temporisée est introduite a I'aide d’'un exemple. Différents
opérateurs présentant les propriétés de séquentialité et de mémoire bornée sont présentés. Leur calcul
d’horloge, notion reliée a I'interprétation temporelle des suites, est introduit.

Ensuite, la définition des streams par des équations est abordée. Le probléme posé par les équations
récursives est détaillé. Nous examinons la multiplicité des solutions et indiquons comment choisir une
solution canonique sur la base du critére fourni par une relation d’ordre.

¥ Le troisisme chapitre présente la notion de collection. Une collection est un ensemble de données
manipulées comme un tout. Les opérations sur les collections sont présentées. Celles-ci se divisent en
deux catégories : les opérations construites a partir des opérations disponibles sur les éléments d’une
collection (alpha-extension scalaire, réduction, etc.) et les opérations géométriques qui manipulent la
structure d’une collection (projection, concaténation, etc.). Nous donnons ensuite un apercu sur les
algebres de Bird-Meertens qui donnent un fondement technique a la notion de collection.

Nous examinons ensuite la définition des collections par des équations récursives. Si nous voulons
que la valeur de chaque élément de la collection soit bien définie, il faut interdire certaines expressions
récursives : c'est la notion d’admissibilité d’une définition récursive. Plusieurs exemples sont présentés
et la notion de collection récursive est confrontée a la notion de fonction récursive.

¥ Le quatrisme chapitre combine la notion de stream et de collection, en une structure unique, le
tissu. Un tissu est I'objet construit par un programme 81/2. Le chapitre débute par une présentation
de la structure tissu. Puis nous montrons que les tissus, étendus aux collections hétérogenes et
explicitement nommées, représentent des “paquets” d’équations. Ces tissus, nommés systemes,
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permettent le regroupement des équations en systémes hiérarchisés et les débuts d’une algebre des
systémes sont présentés.

Le chapitre se termine par une série d’exemples qui illustrent la programmation en 81/2. Ces exemples
utilisent une premiére version d’un environnement de programmation 81/2, appelé 8,5 qui est
présenté en annexe.

¥ Le cinqui*me chapitre examine 'adéquation d’un langage déclaratif 2 la programmation paralléle.
Dans le cas de 81/2, I'aspect déclaratif se traduit par un modele d’exécution statique data-flow. Par
ailleurs, le data-parallélisme s’exprime a travers la définition des collections.

Ce chapitre débute par une classification générale des langages paralleles. Nous examinons ensuite,
apres une rapide présentation, les avantages et les inconvénients d’une approche data-parallele
séquentielle, tant en termes de sémantique que d’efficacité de 'implémentation. Notre conclusion est
qu'il faut exprimer le data-parallélisme a travers la notion de collection plutét qu'a travers des
structures de contréle ad hoc, et quitter le cadre du contréle de flot séquentiel. Nous choisissons pour
cela le modele de contréle data-flow, que nous exposons brievement. Les liens entre le langage
déclaratif 81/2 et le modele d’exécution data-flow sont alors présenté. Nous décrivons ensuite les
inconvénients de I'approche data-flow et concluons a la nécessité de développer des modéles
d’exécution data-flow compilés. Nous détaillons alors les bénéfices que l'on peut attendre d’un
mariage data-parallélisme plus data-flow, vis a vis des autres approches possibles pour 'expression et
Pexploitation du parallélisme, et ceci, au regard des nouvelles architectutes massivement paralléles a
controle hybride.

La deuxieme partie de ce chapitre présente la compilation de 81/2 et montre comment en faire un
langage data-paralléle déclaratif compilé. Notre technique de compilation s’appuie sur un modele
d’exécution statique data-flow et data-paralléle, ce qui permet 'exécution tres efficace d’un langage de
haut-niveau sur des architectures cibles variées. Nous présentons succinctement les différentes phases
de la compilation en mettant I'accent sur le calcul des horloges, le calcul et la résolution des
dépendances et nous finissons par la présentation de la synthése d’un placement/ordonnancement sut
une architecture massivement parallcle.

¥ Le chapitre final esquisse différentes extensions possibles du modeéle 81/2. En particulier, on y
discute de représentations plus complexes du temps et de 'espace.

Ce document se compléte par une annexe qui présente environnement de programmation 8,5et par une

bibliographie.
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Organisation de ce document.

Le chapitre | s'attache ~ dZcrire les notions de trajectoire et de champ, correspondant aux variations dOune valeur respectiv
dans IOespace. Les chapitres Il et Ill vont Zlabtréonirdoapefispe de ces notions et nous dZfinironetlEs streams 8
collectiong 8Le chapitre IV fusionnera ces deux repeAsemaionsture informatique tisig@e;len tissuld

reprZsente les variations dOune valeur dans IOespace et dans le temps. Les tissus sont implZmentZs (de manisre parallsle,
utilisant des environnements, des vecteurs et des automates.
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|. Simulation : programmer
le langage de la nature

The Analytical Engine weawes algebraic patterns just as
the Jacquard loom weaves flowers and leaves.

Ada Lovelace

|.1. Introduction

La puissance de calcul et la souplesse d’utilisation des ordinateurs a permis de rendre réaliste I'idée
d’expZrience numZrqusyit, par la simulation digitale, de calculer des phénoménes plutot que de les
observer dans le monde réel. Cette approche révolutionne la pratique de nombreuses sciences. Il est donc
essentiel de développer des langages de programmation permettant d’exprimer directement un modele et
adaptés a la simulation. De ce point de vue, les langages équationnels, fondés sur des descriptions
mathématiques des modeles a simuler, offrent un formalisme le plus proche possible des modeles
mathématiques de départ.

Il est cependant tentant d’inverser la perspective et de faire de la simulation, non une application qui
motive la création de langages spécifiques, mais Un nouveau paradigme de progrBmimatidn perspective,
les phénomenes du monde physique constituent, sous une version idéalisée, les objets d’un nouveau calcul.
Ce point de vue, fertile, motive I'invention de nouveaux algorithmes comme par exemple les procédures de
recuit simulé, les algorithmes génétiques, les réseaux neuro-mimétiques, et participe plus généralement d’un
domaine de recherche nouveau, identifié sous le nom de “Parallel Problem Solving from Natutre” ou PPSN
[SCH 90].

Ces deux approches s’appuient sur des modeles qui décrivent un fragment de monde physique. Il faut

donc pouvoir décrire Pévolution de phénomeénes physiques qui prennent place dans le temps et dans. |Oespace

Cette « maquette numérique du monde » est une fin en soi dans le cas de la simulation classique, ou constitue
un procédé de calcul dans le cas de la PPSN.

1 «La machine analytique tisse des motifs algébriques de la méme maniére que le métier Jacquard tisse des fleurs et des feuilles. ». La

machine de Jacquard est un métier a tisser automatique, piloté par des cartes perforées lui permettant de produire des motifs variés
programmés sur les cartes. Ces paroles, de Ada Lovelace en 1834, décrivent la « machine analytique » que voulait construire Charles
Babbage apres avoir congu et essayé de réaliser une machine a calculer les différences finies.



Dans ce chapitre, nous voulons décrire ces deux approches de la simulation et en tirer les implications
pour un nouveau langage de programmation. Nous verrons que ce langage doit étre déclaratif et qu'il doit
permettre la description de valeurs qui varient dans le temps et dans I’espace. Ceci pose la question de la
représentation de ces deux concepts dans un langage de programmation, et cela conduit a un excellent
support pour la programmation paralléle.

1.2. ModZliser, simuler, programmer

1.2.1. De IQimportance de IOexpZrience numZrique

La puissance de calcul et la souplesse d’utilisation des ordinateurs a permis de rendre réaliste I'idée
d’expZrience numZrgusit, par la simulation digitale, de calculer des phénoménes plutot que de les
observer dans le monde réel. Cette approche révolutionne la pratique de nombreuses sciences. En effet, la
modélisation, et la simulation qui permet de d’expérimenter et d’explorer les conséquences d’un modele, ont
un role central dans des activités aussi diverses que [AMS 93] :

+ Comprendre

Scientifiques et ingénieurs tentent continuellement de modéliser des systémes qu'ils ne comprennent

q g Y q

pas ou qu'ils ne maitrisent qu'imparfaitement. La simulation du modéle permet d’observer le

fonctionnement du modéle. Un modéle et sa simulation peuvent induire des intuitions sur la
p

compréhension du systéme réel ou peuvent restreindre la recherche de phénomenes particuliers

permettant de caractériser le systeme.

.« PrZde
Si le modele d’un systeme peut étre simulé plus rapidement que I’évolution du systeme réel, alors le
modele peut étre utilisé pour prédire le comportement futur du systéme, ce qui est utile pour la
prévision (météorologie, économie) la prévention (par exemple des tremblements de terre) et le
contrdle (par exemple pour maintenir le comportement d’une centrale nucléaire dans des limites
prédéterminées).

+ Concevoir et construire

Inventer un nouveau mécanisme ou construire un ouvrage d’art sont des activités complexes qui font
appel a la modélisation et a la simulation afin de s’assurer que l'objet créé répond bien aux
spécifications et exhibe le comportement attendu, avec une efficacité et un coat donnés.

» Diagnostiquer
La détermination de ce qui ne fonctionne pas dans un systéme est facilitée si 'on possede un modele

du fonctionnement correct du systéme, mais aussi si 'on dispose d’un mode¢le de fonctionnement
dans divers modes de défaillance.

» Tester

Un modele facilite le développement des tests permettant de caractériser ou de valider un systeme.

11 est donc important de développer des langages de programmation permettant d’exprimer directement
un modele et adaptés a la simulation. Dans un tel langage,

programmer = modZliserun fragment de monde
exZcuterun programme =  simuler

La modélisation est donc vue comme la “description constructive” d’un fragment de monde physique. Cette
description est dite constructive (on dit parfois exécutable ou effective) car il est possible de construire
automatiquement I’évolution de I’état du monde a partir de cette description.



Nous reviendrons sur ces notions d’état du monde et d’évolution un peu plus loin, mais nous pouvons
déja noter qu'un langage de programmation réellement adapté a la simulation s’éloigne des langages
classiquement utilisés dans ce domaine, comme par exemple FORTRAN. En FORTRAN, programmer est
synonyme de commander les actions d’une machine de Von Neumann (modifier le contenu d’une mémoire,
contréler une unité de calcul arithmétique et logique, etc.) et ne permet pas de décrire directement des
phénomenes physiques. Un langage permettant d’exprimer directement les équations mathématiques qui
décrivent le modele a simulet, est un langage de hautiveauar il permet Pexpression directe des concepts de
Papplication sans passer par une représentation ou un codage a travers d’autres concepts.

[.2.2. Vers un nouveau paradigme de programmation

L’expérience numérique motive le développement de langages de programmation de haut-niveau dédiés a
un domaine d’application. Mais il est tentant d’inverser la perspective. Simuler devient alors Un nouveau
paradigme de programmadipaut proposer le paralléle :

description d’'un monde
parametresde la description
phZnomenesqui prennent place
dans le monde décrit

programme
donnZesdu programme
rZsultatsd’un calcul

Dans cette approche, la simulation est utilisée pour sa similitude avec le calcul a effectuer. Donnons quelques
exemples d’une telle approche :

« Calcul dOun o 64] [ROZ 87]

Sur un billard idéal, dont les cotés sont égaux aux deux nombres dont on cherche le pged, une boule
lancée depuis un des coins avec un angle de 45°, atteint un des trois autres coins du billard apres un
nombre fini de rebonds. La distance de I'impact le plus proche du point de départ de la boule, sur le
grand c6té du billard, est égal au double du pged.

« Calcul dOun optimum

La méthode du recuit simulé permet de calculer Poptimum d’une fonction. Cette méthode simule le
refroidissement graduel d’un objet physique qui minimise alors ’énergie de son état, pour calculer la
valeur qui minimise une fonction donnée. Dans la méme ligne, on peut citer les algorithme génétiques
qui miment le processus de I’évolution des espéces pour construire un optimum.

» Le calculateur ~ spafgbemti 84]

Pour trier une liste de nombres, on peut commencer par couper, pour chaque nombre, un spaghetti
cru a une longueur égale a ce nombre. On réunit ensuite les spaghettis en une botte dont on plaque
brusquement la base contre une table. En raison de la quantité de mouvement de chaque spaghett,
on obtient une botte dont chaque brin aura Pextrémité inférieure en contact avec la table. Il suffit
alors de sélectionner le plus long spaghetti qui dépasse, puis le plus long de ceux qui restent, et ainsi
de suite. Chaque fois qu'on retire un spaghetti, on mesure et on note sa longueur, ce qui permet
d’obtenir les nombres de la liste initiale, triés dans Pordre décroissant.

« Une thZorie kinesthZsique de IQintelligence

Un certain nombre de chercheurs en sciences cognitives insistent sur le fait que intelligence ne peut
étre séparée de I'expérience subjective d’un corps [BRO 93]. Par exemple [STE 94] propose une
théorie dans laquelle un acte cognitif correspond a la remémoration, par I'imagination, d’une action
corporelle dans le monde. Si ’'on met en ceuvre ce point de vue dans un robot, une action correspond
aux interactions d’un ensemble de boucles de rétroaction senseur/actuateur avec un environnement
physique et un acte cognitif élémentaite correspond a la simulation (par le robot) d’une action du
robot.



Dans ces exemples, la simulation d’un phénomeéne physique sert a calculer autre chose que la simulation elle
Memeparce qu'il y a une analogie formelle entre le modele physique que 'on va simuler et le probleme a
résoudre. Plus précisément, I’évolution d’un systeme fournit “naturellement” la solution d’un probleme a
travers les phénomeénes qui s’y déroulent (exemple des chocs de la boule de billard sur la bande latérale), par
Iétat final qu'il atteint (exemple du recuit simulé), etc.: le résultat (re)cherché doit étre “extrait” de la
simulation du systeme.

1.2.2.a. Des phZnomenes physiques pour calculer

Emprunter un phénomene physique pour faire un calcul peut sembler inutilement compliqué. Par
exemple, simuler un billard pour calculer un pged apparait comme alambiqué a la vue de la simplicité de
I'algorithme classique. Cependant, cette méthode vaut aussi pour des cotés qui ne sont pas en rapport entier,
ce qui permet d’étendre la notion de pged. De plus, un calculateur capable de simuler des billards virtuels
peut calculer un pged sans avoir la capacité de savoir faire des soustractions. On peut aussi noter que le
monde physique étant paralléle (des phénomenes différents ont lieu en méme temps), la simulation d’un
modéle du monde physique sera naturellement paralléle!. Une premiére raison pour calculer a travers une
simulation est donc que cela permet d’obtenir de nouveaux algorithmes, avec d’autres propriétés que les
algorithmes classiques : les nouveaux algorithmes sont souvent paralléles et d'une complexité différente des
algorithmes standards, méme si trés souvent leur implémentation réelle sur un ordinateur digital conduit a un
résultat de méme complexité que les algorithmes standards?.

1.2.2.b. Calculer les phZnomenes physiques sur un ordinateur

Une deuxiéme raison pour “calculer avec des phénomenes physiques” est qu'intuitivement une bonne
partie des problémes que nous nous posons est issue du monde physique ou s’y rapporte. 1l est donc naturel
de trouver une solution par la simulation de ces phénomenes. Par exemple, le probleme de la prévision peut
se ramener a réaliser une simulation plus rapide que le phénomene réel a prédire ; par exemple, la prédiction
du temps qu'il fera fait appel 2 un programme qui simule I’évolution des conditions météorologiques sur un
superordinateut.

1.2.2.c. Du OphZnomene physiqueO comme structure fondamentale de calcul

L’approche fondamentalement métaphorique de la PPSN peut paraitre inadéquate dans le cas d’un
probléme qui n’a pas de relation directe avec le monde réel, comme par exemple la gestion d’'une base de
données. Mais les exemples précédents montrent qu'un phénomene physique peut parfaitement servir de
“solveur” et résoudre un probléme abstrait (par exemple, trier est une opération faite naturellement par les
spaghettis).

1 par exemple, dans le cas de I'exemple du calcul du pged par une boule de billard, il est possible de simuler la physique du billard par un
automate cellulaire : voir par exemple la « programmation plane » [ROZ 87]. Sur cet automate, une boule de billard est représentée par
une certaine configuration des cellules. Si les boules de billard ne se croisent pas, on peut faire plusicurs calculs en méme temps, puisque
l'espace du billard permet de faire évoluer en méme temps plusieurs boules. On peut régler le probléme des chocs des boules entre elles
en utilisant des configurations qui peuvent se croiser sans interagir (comme des solitons). On peut rendre ces boules sensibles a des
bords différents (i.e. les bandes latérales, qui correspondent a un certain état de certaines cellules, ne sont visibles que pour un type
donné de boules, et il y a autant de type de boules que de pged 4 calculer). On peut ainsi calculer autant de pged en paralléle que l'on
veut.

2 Par exemple, on peut distinguer trois phases dans la méthode de classement par spaghetti : le pré-traitement, la phase analogique et le
post-traitement. Le pré- et le post-traitement sont linéaires en la longueur Nde la liste de nombres a trier. La phase analogique utilise le
comportement d'un systéme physique qui atteint trés rapidement sa position d'équilibre et a un colt constant. La complexité du tri par
spaghettis est donc linéaire (2n+1 a comparer a la complexité en NLogN de l'algorithme de tri “rapide” classique).



En effet, objet défini par la variation d’une quantité dans le temps et dans I’espace, objet qui est le
fondement des simulations de phénomeénes physiques, est un objet “universel”. Une analogie nous permettra
de faire comprendre ce que nous entendons par la. Il est classique en informatique, de fonder la
programmation sur un concept suffisamment puissant pour permettre d’émuler toute autre notion qui serait
nécessaire a la réalisation d’un calcul. Par exemple on peut fonder le calcul sur les lambda-expressions. On
peut aussi fonder le calcul sur des algébres d’arbres avec les types abstrait algébriques, ou bien sur la logique
avec les clauses de Horn.

Nous défendons I'idée que la structure qui représente la variation d’une quantité dans le temps et dans
’espace, est une structure aussi fondamentale que les lambda-expressions, les arbres ou les clauses de Horn.

|.3. Un langage pour la simulation et pour la PPSN

Notre objectif est donc de développer un langage parallele de haut-niveau pour la simulation des
phénomenes physiques, et qui serait un véhicule possible pour le développement d’un nouveau style de
programmation (nommément: «la résolution parallele de problemes par simulation de phénomenes
naturels », ou PPSN acronyme de « Parallel Problem Solving from Nature »).

1.3.1. Un langage dZclaratif

1.3.1.a. Programmer avec des Zquations

Dans le paradigme de programmation « Programmer = Simulet » nous avons suggéré qu'un programme
correspondait a la description d’'un fragment de monde (qui peut étre abstrait ou réel). Un langage de
programmation dans lequel un programme cotrespond 2 la description d’un certain objet, est un langage
dZclaratibans un tel langage, un objet est décrit par des équations et 'exécution d’un programme, qui est un
systéme d’équations, correspond a la construction des objets qui sont solutions des équations.

1.3.1.b. Exemples de langages de programmation dZclaratifs

1l existe plusieurs exemples de langages qui répondent a cette approche. Par exemple :

— En FP [BAC 78], on construit des fonctions: un programme est une fonction définie par des
équations et I'exécution d’un programme est 'application de cette fonction a des arguments. II peut y
avoir plusieurs fonctions qui sont solutions des équations fonctionnelles, mais la fonction qui est
effectivement appliquée, est la plus petitesens d’une certaine relation d’ordre entre les fonctions.

— En PROLOG, on construit 'ensemble des valeurs de vérité d’un prédicat: un programme est un
systéme logique et une exécution du programme énumeére les solutions de ce systéme logique.
Contrairement a FP, le but d’un programme PROLOG est de calculer toutes les solutions.

— En " [BAN 88] [BER 89], ont construit des “réactions chimiques” qui agissent sur des “milieux
chimiques”. Un milieu chimique est un multi-ensemble (i.e. un ensemble admettant des répétitions
d’éléments) dont les éléments sont les « molécules ». Une réaction chimique indique quelles molécules
réagissent ensembles et quelles est la molécule résultant de la réaction.

— Les langages data-flow, comme par exemple LUCID [WAD 85|, manipulent des suites finies ou
infinies de valeurs. Un programme LUCID est un systeme d’équations qui définit des relations entre
des suites de valeurs en entrée du programme et les sorties du programme. L’exécution d’un
programme conduit a énumérer les valeurs des suites en sortie. Il existe toujours une solution a un
programme LUCID, cette solution étant éventuellement la suite vide. Il peut exister plusieurs suites



solutions : dans ce cas, I’évaluation du programme conduit a énumérer les valeurs de la plus petite
suite, au sens d’une certaine relation d’ordre entre les suites.

— Dans la théorie des type abstraits algébriques on construit des algebres et des relations d’équivalence
entre les termes de ces algebres. Grossierement, un terme d’une algebre correspond a un arbre. Si la
spécification est exécutable, I’évaluation d’un terme correspond a la réduction d’un arbre a une forme
normale équivalente. Il est courant d’associer a la spécification (i.e. au “programme”) une algebre
particulicre parmi celles qui sont solutions de la spécification, par exemple P’algebre initiale
[Handbook xxx].

Ces objets (fonction, prédicat, multi-ensemble, suite, algébre) sont utiles a linformaticien: ils sont
suffisamment riches pour étre universels, c'est-a-dire pour étre le fondement d’un langage de programmation.
Par ailleurs, ils correspondent a des concepts importants et donc constituent un sujet d’étude en soi.
Cependant, fonction prédicat ou algebre ne sont pas des objets qui interviennent directement dans la
description des modéles des phénomenes naturels.

En effet, quand on pense a la simulation, on pense d’abord a la simulation des phénomeénes physiques ou
naturels, et par suite 2 des phénomeénes qui prennent place dans le temp& dans ’espaceimuler c'est simuler
le comportement, ’évolution, le changement d’une ou plusieurs entités, toutes notions qui renvoient a celle
de mouvemendonc a celles de temps et d’espace.

1.3.2. Systemes dynamiques les variations dOune valeur dans IOespace et dans le
temps

La description des phénomenes dynamiques fait appel a la notion de systeme et d’état d’un systeme. Un
systemest un ensemble d’entités telles qu'on ne peut définir la fonction ou les variations de l'une,
indépendamment de celles des autres. Les entités constituant le systeme sont caractérisées par des grandeurs
appelées variable®nt la valeur évolue au couts du temps. L’ensemble des variables qui déctivent le systéme
forme I'Ztatdu systéme. Les variations dans le temps de cet état composent la trajectoikd systéme et
constituent le phénomene que 'on veut modéliser. I’espace dans lequel se déroule le phénomene correspond
a Iensemble des variables et a la structure de leurs valeurs!.

Nous donnerons le nom général de Systeme dynamigugrodéles qui déctivent un état qui évolue dans le
temps. L’objet que nous voulons construire a travers un programme est donc un systeme dynamique, et
comme nous le construisons sur un calculateur digital, ce sera un Systeme dynamique discret

[.3.2.a. Les systemes dynamiques discrets

Un systéme dynamique discret (ou SDD) est un systéme ou les variations des valeurs des vatiables
dépendent d’événements discrets et ou les valeurs sont discretes et quantifiées. Ainsi I’état du systeme ne
change qu'a des instants donnés plutot que contindment et la valeur d’une variable est décrite par un nombre
fini? de valeurs d’un type scalaire quantifié (représentation informatique classique des booléens, des entiers,
des réels).

Les SDD interviennent souvent dans la modélisation des systémes artificiels et dans la discrétisation des
systemes naturels. Parmi les systemes produits par ’homme, on peut citer :

T 1 est toujours possible de “coder” deux valeurs simples en une seule valeur plus complexe par exemple par une paire. C'est pourquoi la
notion d'espace est rendue a la fois par I'ensemble des variables qui déctivent un systéme et par le type des valeurs prises.

2 Par exemple une image de cinéma ne constitue pas un SDD car si c’est bien une variable dont la valeur évolue de maniére discrete 24
fois par seconde, ce n'est pas une vatiable a valeur discréte: cette valeur est décrite par une fonction #(X, ) ou (X, Y) repérent
continiment un point de I'écran.



systemds production indugtielte: d’assemblage, processus de fabrication),
modZlisation des mZcanismes,Zconomiques

rZseaux dDordinateurs

modZlisation de ttaftomobile, aérien, etc.),

systemes de files dQattentes

systemes de contr™|e et dejgibrmmadidee centrale électrique),

rZseaux dOautqmatesinde d’un ascenseur, d'une machine-outil),
modesles connexiqistesx de neurones formels),

circuits VLSI synchrones

modZlisation elrérémodeles de la physique qualitative),

modZlisation des systemes " Ztats logiques @unsyibetiguesple I'exécution d’un programme
parallele),

etc.

La modélisation des « systémes naturels » donne souvent lieu a des modeles continus, mais les modeéles
continus sont presque toujours réductibles a des SDD. En effet, le traitement mathématique des systemes
continus passe par le formalisme des équations différentielles. Une équation différentielle décrit une relation
qui doit étre vérifiée par les variables du systeme. La solution analytique d’une équation différentielle permet
d’expliciter les valeurs des variables du systéme en fonction d’un petit nombre de variables : le temps et les
entrées qui constituent les conditions initiales et les conditions aux limites. Seul un nombre limité de types
d’équations différentielles a été résolu analytiquement et encore le caractere opératoire des fonctions
obtenues dépend-il de la simplicité des conditions aux limites (Cf. [SMI 85, §1]). C'est pourquoi le seul moyen
de décrire le comportement du systéme passe souvent par les méthodes d’approximations. Les méthodes
d’approximations numériques, comme les différences finies ou les éléments finis, discrétisent le temps et les
variables d’entrées. La solution est approchée en remplacant Iéquation différentielle par une équation
algébrique portant sur la valeur des variables aux points de discrétisation. Ainsi, une classe tres importante de
systemes dynamiques discrets provient de la discrétisation des systemes dynamiques continus.
L’approximation numérique de ces systemes constitue une grande part du domaine du Traitement
Numérique Intensif actuellement en forte expansion.

11 est indubitable que les SDD prennent une importance toujours croissante, en particulier en Recherche
Opérationnelle [IEEE 89], en Théorie des Systemes [PAG 88] et en Intelligence Artificielle. Pour ce dernier
domaine, les systemes dynamiques discrets permettent de modéliser des systémes dont les états sont des états
logiques ou symboliques (préoccupation de la physique qualitative par exemple). Ils sont aussi au centre des
nouvelles préoccupations des sciences cognitives : qu'on pense aux modeles connexigispesés dans [PDP
86] ou aux Systemes adapgatifentés dans [MEY 90] ou [SCH 90].

1.3.3. Un langage parallele

Revenons a présent sur la notion de langage déclaratif. Un tel langage a la propriété d’étre naturellement
parallele.

1.3.3.a. ParallZlisme de contr™le et parallZlisme de flux

Si un programme se fonde sur la résolution d’équations, alors

— la notion d’instruction n’existe pas,

— le programmeur ne fait pas intervenir une notion d’ordre des calculs.



Cette situation n’est pas habituelle dans les langages de programmation impératifs. Elle a cependant
P’avantage d’autoriser implicitement I’évaluation parallele des calculs a effectuer, du moment que I'on respecte
les dépendances entre les expressions. Autrement dit, il est possible d’extraire automatiquement le
parallélisme de controle et le parallélisme de flux [SAN 90] contenus dans le processus de résolution. Cette
approche du parallélisme fait 'objet de nombreuses recherches et elle est mise en ceuvre soit a la compilation
(algorithmes systoliques [QUI 89], conception de circuits VLSI [JOH 83]) soit a 'exécution (architectures
data-flow [GAU 91], architectures fonctionnelles [THA 87]).

1.3.3.b. ParallZlisme de donnZes

De plus, la simulation des modeles de la physique fait souvent usage de structure de données de type
tableatiun tableau correspond par exemple 2 la discrétisation d’un milieu continu (comme un fluide).
Comme les lois de la physique doivent étre les méme partout (les lois de la mécanique des fluides s’appliquent
en tout point du fluide), ces tableaux sont manipulés comme des touts homogwesi correspond au
parallélisme de données. Le parallélisme de données permet d’exprimer que des activités identiques ont lieu a
des endroits différents. Un langage tel que nous sommes en train de I'imaginer, est donc, par nature, un
langage permettant d’exprimer du parallélisme de données.

.3.3.c. N&ssitZ dOexploiter le parallZlisme dans les grandes simulations

L’exploitation du parallélisme dans les programmes de simulation est par ailleurs largement motivée. En
effet, ’étude systématique de différentes classes de modeles et la prise en compte d’un nombre toujours plus
grand de parametres dans des modeles de plus en plus sophistiqués nécessitent de plus en plus de puissance
de calcul, que seuls les grands ordinateurs paralléles sont capables de fournir. L.a mise en ceuvre d’un langage
pour faire de grandes simulations doitdonc permettre d’exploitesut le parallélisme qu'il est capable d’exprimer

|.4. La construction dZclarative des systemes
dynamiques

La section précédente montre qu'un langage adapté a la simulation et a la PPSN :
— doit se rapprocher le plus possible de la description par des Zgilationdeles mathématiques ;

— doit permette de manipuler des variations de valeurs dans le temps et dans IOespace

— est naturellement parallele car les objets manipulés sont par essence paralleles.

Nous voyons donc s’esquisser peu 2 peu un langage répondant a2 nos objectifs. C'est un langage déclaratif
Y q gag ) gag
paralléle, permettant de définir des variations de valeurs dans I’espace et au cours du temps.

Nous appelerons trajectoites variations d’une valeur au cours du temps. Nous appelerons chamjes
variations d’une valeur dans I'espace. Dans les sections suivantes, nous allons préciser quelle est la structure
d’une trajectoire et la structure d’'un champ, et qu'elle est la forme des équations qui permettent de les définir.

La notion de trajectoire sera représentée par le concept informatique de Streamui sera étudié dans le
chapitre II. La notion de champ sera représentée par le concept informatique de collectigni sera étudié dans
le chapitre III. La variation d’une valeur dans le temps et dans I'espace sera représentée par le concept
informatique de tiSSWui sera présenté au chapitre IV. L’implémentation des streams par des automates et des
collections par des environnements et des tableaux, sera esquissée dans la seconde partie du chapitre V (Cf. la

figure page ix).



1.4.1. Les structures du temps

Une trajectoire correspond aux vatiations d’un état au cours du temps ; c'est donc une fonction du temps
dans ensemble des états. Mais quel est la structure du temps ? II existe plusieurs modeles du temps : par
exemple le temps de la mécanique newtonienne est différent du temps de la mécanique relativiste, et le temps
des phénoménes biologiques est différent du temps psychologique.

Le reste de ce paragraphe a pour but de situer, parmi différentes possibilités, le modele du temps que
nous allons choisir : un temps discret et synchrone.

1.4.1.a. Succession, simultanZitZ et durZe

Pour comparer les différentes représentations du temps, nous allons nous appuyer sur une analyse fort
ancienne. Traditionnellement le temps est constitué d’instantgui sont les objets élémentaires du temps, ses
“atomes”. Les instants du temps sont structurés par trois relations :

—  la simultanZig& méme temps),

— la successionnt ou apres),
—  la durZglepuis/jusqu'a).

Ces relations sont figurées sur la figure I.1.

pendant, - -
en meme temps avant/apres depuis/jusqu
| |
e E— ] .
m : : instants
O O O O O O O O du —»
Simultanéité Succession Durée temps
tant que ¢a dure, avant et aprés sont
on est pas passé les deux formes du
a autre chose pas en méme temps
\ = non
= non-durée simultanéité
ce qui n'est ni avant, ni h N _I
apres, donc ce qui va ‘ Succession ‘ Deux états étant
d'un seul tenant de son ni avant, ni apres
. . N i
origine a son terme l'autre sont I'un
= non = non pendant l'autre
succession succession
-
Durée | Simultanéité |
P 4
= non = non-durée
simultanéité
ce qui n'est ' 4 on est simultané 2 un
pas pendant instant, ce qui exclut
le depuis/jusqu'al!

Figure 1.1: Les trois concepts qui traditionnellement dZfinissent le temps, et leurs oppositions.

Chacune de ces relations s’opposent aux deux autres. Ainsi, ce qui survient ni avant et ni aprés, et qui ne
dure pas, doit se produire en méme temps : la simultanéité est donc la négation a la fois de la succession et de



la durée. Par ailleurs, la succession s’oppose a la durée, puisque « tant que ¢a dure, on est pas passé a autre
chose », etc. La figure I.1 résume ces relations et leurs oppositions.

Cette présentation du temps va nous permettre de classer les différents modeles du temps. Un modéle du
temps se définit par la donnée d’un ensemble d’instants et des trois relations précédentes. Puisque la négation
de deux de ces relations permet de définir la troisieme, il suffit en fait de définir la simultanéité et la
succession des instants ; la durée peut alors se reconstruire comme étant tous les instants qui se succedent ou
qui sont simultanés a deux instants données qui marquent le début et la fin de la durée.

1.4.1.b. Les instants du téespsiodeles discrets et continus du temps

L’ensemble des instants du temps peut étre un ensemble continu ou discret. Dans le cas d’un ensemble
continu, il est toujours possible de glisser un instant dans la succession de deux instants choisis de fagon
arbitraire. De tels modeles de calcul existent dans certains langages de simulation dite continue (par exemple
CSMP [SPE 76] ou DYNAMO [PUG 70]) : ces systemes permettent d’étudier le comportement de systemes
décrits a I'aide d’équations différentielles ; le calcul correspond a la résolution numérique de ces équations en
recourant cependant a la discrétisation et en utilisant une routine d’intégration.

Des modeles de programmation fondés sur un temps continu, étaient utilisés par les calculateurs
analogiques répandus dans les années 50. Ces calculateurs tiraient parti des cotrespondances entre des
équations mathématiques et des phénomenes électriques: par exemple la valeur d’une variable était
représentée par une tension électrique. Les machines analogiques n’ont pas résisté a la concurrence des
otdinateurs digitaux a cause de leur précision limitée, de la gamme restreinte de probléemes qu'elles pouvaient
résoudre et des manipulations que nécessitait leur programmation (le cdblage manuel des équations a
résoudre).

Les calculateurs digitaux sont pilotés par des horloges digitales et sont a présent universellement répandus
en informatique. Ils mettent en ceuvre, au niveau du programmeur, un modele de temps fondé sur un
ensemble discret d’instants. Dans un modele de temps discret, les instants correspondent a des ZvZnements
atomiques

1.4.1.c. Succession et simulésnzibdeles synchrone et asynchrone du temps

Une fois que 'on dispose des instants, que leur ensemble soit discret ou pas, il faut les ordonner pour
réaliser le concept de succession. « Avant » et « apres » définissent une succession linZairges instants. C'est
par exemple la succession des points de I R dans le cas d’un temps continu, ou bien la succession des entiers
de I N dans le cas d’un temps discret.

L’idée de succession linéaire est rendue par la notion de relation dOomdreis pouvons donc distinguer,
comme on le fait pour les relations mathématiques, les ordres temporels partieldes ordres temporels totaux
Dans le cas des ordres partiels, certains instants sont incomparables : ils ne sont ni avant, ni apres, ni « 'un
pendant I'autre ». Nous pouvons donner deux exemples : en physique relativiste, un observateur ne peut
décider si un événement de Pespace-temps en dehors de son propre cone de lumiere a lieu avant, pendant ou
apres linstant d’observation ; dans cet exemple, le temps est continu. L’informatique distribuée offre elle de
nombreux exemples de temps discrets partiels : entre deux synchronisations globales, les événements de
calculs locaux 2 deux ordinateurs ne sont pas comparables. On peut patler de modéle asynchrohe temps
quand la relation de succession des instants est partielle.

Un ordre de succession total entre les instants du temps définit non seulement la succession mais aussi la
simultanéité : deux instants t; et t, sont simultanés, si t; ne se produit pas avant t, et si t, ne se produit pas
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avant t;. On peut alors patler de modele synchrofietemps. Le modeéle synchrone et continu du temps est par
excellence la droite des réels! I R. Le modéle synchrone et discret du temps est par excellence I N muni de
la relation d’ordre naturel sur les entiers. Cependant Iindexation des instants par un entier représente
seulement la succession des événements et rien n’impose que la « quantité de temps? » qui s’écoule entre deux
instants repérés par des entiers successifs soit la méme quelques soient ces entiers.

1.4.1.d. Choix dOun modele synchrone et discret du temps

Pour notre langage, nous faisons le choix d’un temps synchrone et discret. Il y a plusieurs raisons pour
choisir un tel modeéle du temps :
— 1I est possible d’émuler les modeles continus par discrétisation. Cela ne va pas sans poser des
problemes, mais de toute facon c'est indispensable si on veut pouvoir faite des calculs numériques sur
un ordinateur digital.

— Suivant le principe de “qui peut le plus, peut le moins”, un modele discret du temps permet d’émuler
sans probléeme un temps asynchrone ou bien un temps ou les instants sont partiellement ordonnés.

Ce choix a pour conséquence que :

— un instant est repéré (nommé) par une dat@jui peut étre un entier,

— deux ZvZnetsgauvent avoir la méme date.

Un événement correspond au repérage par une date d’un phénomene : une tache de calcul, le passage du
systeme par un état donné, le franchissement d’un seuil par une valeur, etc.

I.4.1.e. Mod-les du temps et langages de programmation

On peut espérer trouver ou a défaut développer un langage de programmation dont le modeéle du temps
correspond au modele que nous avons adopté. Les langages de programmation impliquent tous un certain
modele du temps, car il faut bien préciser quand les calculs a réaliser doivent étre effectués les uns par
rapport aux autres. Les modéles du temps que l'on peut observer en examinant les langages de
programmations apparaissent comme différentes versions de temps discret :

* Dans les langages impératifs séquentiels comme PASCAL, la succession est exprimée par des
structutes de controle : par exemple le point-virgule dans « a ; b » permet d’indiquer que le calcul a
prendra place avantle calcul b. Les structures de controle des langages impératifs séquentiels
construisent un otrdre total De plus cet ordre est dit Strict les instructions s’effectuent les unes aprés
les autres, jamais en méme temps ; il n’y a pas de notion de simultanéité des calculs. C'est pourquoi on
dit aussi que ces modéles de calcul sont SZquenttelsic seule action (de calcul) peut avoir lieu 4 un
instant donné.

*  Les langages impératifs paralléles comme OCCAM permettent de construire des ordres dits partielsa
spécifiant que des instants de calcul sont incomparables. Par exemple, la structure de contréle PAR
indique que des calculs peuvest dérouler en paralléle et donc que la succession ou la simultanéité

1 on peut construire I R 4 partir de l'idée de corps ordonnZe. un corps sur lequel il existe une relation d'ordre totale compatible avec
cette structure algébrique. L'opération d'addition correspond a la possibilité de se translater dans le temps, la multiplication permet
d'insérer un instant entre deux instants arbitraires. Si on demande une proptiété de maximalité (on ne peut pas étendre algébriquement le
cotps ordonné dans un ensemble ordonnable d'une fagon qui prolonge l'ordre de départ) et si on demande une propriété de borne
supérieure (i.e. tout ensemble de nombres non vide et majoré posséde un plus petit majorant), on obtient I R a un isomorphisme pres.
L'intérét de cette construction est qu'elle fonde la construction de I R a partir d'une relation d'ordre totale, donc de la succession
synchrone, indépendamment de notions topologiques de continuité.

2 L'expression « quantité de temps » est quelque peu paradoxale : en effet, pour mesuter une quantité de temps, il faudrait un autreéemps
pour mesurer I'écoulement du premier. Il est donc impossible de vérifier dans I'absolu “l'isotropie” du temps. Cela est vrai aussi pour un
temps continu. Nous l'employons donc ici dans un sens intuitif pour l'informaticien qui l'associe a une certaine quantité de travail
exécutée par une tiche entre deux instants qui sont alors qualifiés de logiquesqui ne cotrespondent pas a deux datesonsZcutives
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effective de ces calculs n’est pas connaissable. Dans les langages de type Acteurs [CLI 81] [AGH 85],
qui ne sont plus impératifs, "asynchronisme va encore plus loin, puisqu'il ne reste plus qu'une seule
structure de contréle permettant d’indiquer l'idée de succession: Ienvoi de message; la seule
contrainte de succession est qu'un message sera regu aptes son envoi.

11 faut remarquer que le parallélisme n’est pas la conséquence de la partialité de I'ordre de succession des
calculs. Associer le parallélisme avec la partialité d’un ordre de succession est une approche spécifique d'une
vision en terme de concurrentd'opposé de cette approche, le parallélisme de données est un exemple de
modele de programmation avec un temps synchrone et les programmes data-paralleles SIMD sont des
modeles de calculs séquentiels. Le data-parallélisme s’introduit par la porte de la simultanéité : des calculs ont
lieu en méme temps.

Un autre exemple de modéle de calcul norsZquentiel dans lequel plusieurs actions peuvent avoir lieu au
méme instant, et qui est fondé sur un modele totalement ordonné du temps, est illustré par les langages
réactifs temps-réels synchrones (comme par exemple ESTEREL [BER 87], LUSTRE [HAL 91] ou SIGNAL
[GAU 87]). Dans ces langages, on peut exprimer grice a des structures de controle spéciales, la simultanéité
de deux actions et non plus seulement la succession comme dans les langages impératifs classiques. On peut
exprimer par exemple: «a midi, faire telle action», expression absolument impossible dans le langage
OCCAM!, puisqu'il est impossible d’assurer le synchronisme de deux calculs. On peut noter que pour assurer
la simultanéité des calculs, il faut faire ’hypothese que les calculs ont lieu avec une durée logique nulle
(hypothése de synchronisation forte). Dans la pratique, il suffit qu'un calcul commencé se termine avant
Poccurrence de tout autre événement.

Nous poursuivrons dans le chapitre II I'examen des structures informatiques permettant de représenter,
dans un langage de programmation, le modéle du temps que nous avons choisi.

1.4.2. Les structures de IQOespace

Nous allons 2 présent examiner la notion d’espace. Un espace est un ensemble de pointsUn point est 2
Pespace ce qu'un instant est au temps. De la méme facon que les instants du temps sont munis d'une
« structure temporelle », une relation d'ordre, les points de l'espace sont munits d'une « structure spatiale » :
c'est la notion de voisinage. Enfin, la notion de champ joue pour I'espace un réle analogue a la notion de
trajectoire pour le temps. Ainsi, les variations d’une valeur dans ’espace, un champ, constituent une fonction
de I’espace dans un ensemble de valeurs.

Temps et espace sont des structures indissolublement liées. Par exemple, 'espace est ce qui rend possible
la simultanéité : si deux événements se produisent en méme temps, alors ils doivent se produire de quelque
maniére « en des endroits différents ». Inversement, c'est le temps qui permet la coincidence spatiale (au sens
de faire coincider deux figures géométriques).

Dans ce document, pour la version 1.0 du langage 81/2, nous allons cependant considérablement
simplifier les relations entre 'espace et le temps : on supposera que le temps et 'espace sont des notions
indépendantes et qui n’interagissent pas. En particulier, on supposera que la structure de Iespace est
invariante dans le temps et que la structure du temps est indépendante des points de I’espace. Donnons deux
exemples qui montrent que ces hypothéses sont restrictives :

— Dans la modélisation d’un phénomene de croissance, par exemple le développement d’une plante ou

d’un animal, la description de la structure d’un état varie au cours du temps : il faut plus de données

! Dans le langage OCCAM, de type concurrent, les calculs sont asynchrones, méme si on patle de communication synchrone a propos
de ce langage.
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pour décrire organisme a maturité qu'au début de son développement. Par exemple, on peut décider
de décrire un animal par I’état de ses cellules. Une cellule correspond a un point de Pespace qui
structute ’animal. Le nombre des cellules varie au cours du temps : une cellule nait, entretient des
relations de voisinage précises avec d’autres cellules, et meure. Une modélisation de ce type d’un
phénomene de croissance nécessite donc un espace dont la structure est dynamique.

— En physique relativiste, la succession des événements dépend du point de I'espace ou I'on se trouve :
si un événement e; ne se trouve pas dans le cone de lumiere d’un événement e, alors on pourra
trouver un point d’observation ou e; apparait comme précédent e, et on trouvera un autre point ou e,
apparait comme précédent e;. Pour modéliser ce type de phénoméne il faut que la succession des
événements, donc ce que nous avons appelé la structure du temps, dépende des points de I'espace.

Avec un temps et un espace indépendants, la valeur qui décrit le systéme dynamique a un instant donné
du temps est prise dans un ensemble fixé a I'avance: c'est 'ensemble des états. L’ensemble des états
représente toutes les descriptions possibles a un instant donné du systeme dynamique. Un élément de cet
ensemble possede une certaine structure, toujours la méme par hypothése, qui est espace dont nous parlons.
L'ensemble des états est aussi parfois appelé “espace des états” dans la littérature et il faut se garder de
confondre cet “espace” avec celui dont nous traitons.

I.4.2.a. Deux exemples de systemes dynamiques qui ont une structure spatiale

Prenons 'exemple d’un film de cinéma ; la projection d’un film est un systeme dynamique. La trajectoire
du systéme est la suite des images du film tous les 1/ 24¢me de seconde. Une image constitue un état. C'est un
état qui peut étre décrit par la couleur et I'intensité lumineuse de chaque point de I’écran de projection. Un
état est donc une fonction #(x, y), ou X et y représentent les coordonnées d’un point de I’écran et
appartiennent a un segment de I R. L’image par # d’un point (x, y) est elle-méme une valeur composée
par exemple par Iintensité lumineuse et quatre nombres qui indiquent la couleur dans le repere Rouge-Vert-
Bleu. Un état est donc un objet qui peut étre compliqué et qui posséde une structure, dans notre exemple,
celle de la surface de I'image.

Dans I'exemple de la projection d’un film de cinéma, le systtme dynamique est décrit par une seule
vatriable dont la valeur a un instant donné est une fonction. Prenons a présent 'exemple d’un film de
télévision. I’écran d’un téléviseur est discrétisé par la grille des pixels. Pour simplifier, prenons un téléviseur
noir et blanc qui ne posséde que quatre pixels disposés en un tableau 2$2. Cette fois-ci, I’état du systéme
dynamique est décrit par une Seuleriable qui prend sa valeur dans {blanc, noir}% : cet ensemble dénote
I'ensemble des quadruplets de valeurs « blanc » ou « noir ».

De maniére équivalente, il est possible de décrire I’état de ce systéme par quatreariables distinctefi
prennent alors leur valeur dans 'ensemble {blanc, noir}. Les deux desctiptions du systéme sont équivalentes :
on a seulement échangé de la complexité dans la structure d’une valeur contre de la complexité dans la
description d’un état. Cet échange correspond 2 un codage différence entre les deux codages réside dans les
parties de 'espace désignées par les noms des variables : quand la description utilise quatre vatiables, une
variable désigne un point ; quand la description utilise une variable, cette variable désigne quatre points.

1.4.2.b. La trajectoire des points de |Oespace

Un codage étant décidé (par l'observateur), le systéme dynamique est décrit, a2 un instant donné, par un
ensemble de valeurs attachées aux points de I'espace. La valeur d’un point est une valeur scalair@lle varie
dans le temps, formant la trajectoire du point. I’ensemble des trajectoires scalaires des points de I'espace
constituent une trajectoire composée : la trajectoire de I’ensemble de points (Cf. figure 1.2).
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0 0
0 ? 0 0
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un ensemble de trajectoires scalaires une trajectoire d'un ensemble de scalaires

vy

Figure 1.2 : Trajectoire scalaire et trajectoire composZe.

l.4.2.c. Notion de voisinage

De méme que le temps est un ensemble d’instants muni d’une relation d’ordre, la succession, les points
de ’espace sont munis d’une relation de voisinage. La structure de voisinage définit : «ici», « a coté », etc. 1
existe plusieurs structures de voisinages différentes. La figure 1.3 illlustre trois sortes de voisinages
correspondant a la discrétisation d’une surface par trois maillages différents.

‘ AN/ -
(o
@ 1 <
/1 N
Maillage rectangulaire, Maillage rectangulaire, Maillage hexagonal
voisinage de Von-Neuman voisinage de Moore

Figure 1.3 : Trois sortes de voisinages correspondant " la discrZtisation dOune surface par un maillage. Un point de |Qespace e:
coordonnZes dans la grille. Les cBumipaintesisin dOun point P donnZ sont calculables simplement ~ partir des coordonnZes de

1.4.2.d. Le choix dOun mod-le de IQespace

Nous choisissons un modéle d’espace discret et fini ol tous les points sont voisins :

— La contrainte d'un espace discret et fini est plus forte que la contrainte correspondante d'un temps
simplement discret. Cela tient au fait que les valeurs d'un champ doivent étre toutes SimultanZment
accessibles alors que les valeurs d'une trajectoire sont égrenées dans le temps. Par suite, un champ ne
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peut étre défini sur un espace arbitrairement garnd a cause de la mémoire bornée des ordinateurs,
alors qu'une trajectoire peut étre définie sur un intervalle de temps arbitrairement long.

— Dans la version 1.0 de notre langage, nous ne nous préoccuperons pas de la notion de voisinage (et a
fortiori de l'idée d'évolution des voisinages au cours du temps). Cela veut dire en particulier, que la
valeur d'un champs en un point peut dépendre de la valeur du champ en n'importe quel autre point :
on dira alors que tous les points sont voisins et la notion d’espace se réduit alors a celle d’ensemble de
points.

Les points de I’espace étant en nombre fini, on peut les désigner, ou désigner un ensemble de points, par
un entier de I N. Par exemple, un point d'une image de télévision de 2$2 pixels (Cf. §1.4.2.2) peut étre
désigné par un entier appartenant a {0, 1, 2, 3}. Cette désignation est parfois mal commode, par exemple
quand on veut désigner les variables d'états. On utilise alors un identificateur alphanumérique. On patlera
donc de la variable « X » au lieu de dire « le point 0 », etc.

Par ailleurs, il est agréable (Cf. I'exemple des maillages de la figure 1.3) de pouvoir hiérarchiser la
désignation des points, et d’utiliser comme ensemble d’identificateurs, un sous-ensemble fini I E de I N™.

1.4.3. La dZfinition des trajectoires par une fonction dOZvolution

Modéliser un systeme dynamique consiste a définir sa trajectoire. Une trajectoire correspondant a une
suite d’états au cours du temps, on peut décrire une trajectoire en définissant une fonction de I’ensemble des
instants dans I'espace des états. Nous avons choisi un temps discret et synchrone, par suite une trajectoire est
une fonction F de I N dans 'espace des états. Un état est lui-méme une fonction d’un ensemble T E %I N™
dans un ensemble de valeurs.

Mais qu'en est-il de la fonction F ? Nous voulons définir cette fonction de maniere déclarative par des
équations, afin de nous rapprocher des formalismes mathématiques habituels. La définition d’une fonction
demande précisément la donnée de deux choses :

— le domaine de définition de la fonction : I'état d’un systeme n’est pas nécessairement défini pour tous

les instants ; autrement dit, une trajectoire est une fonction partielle de I N dans I'espace des états.

— un mécanisme de calcul permettant d’associer un état a chaque instant pris dans le domaine de
définition.

La spécification du domaine de définition de la trajectoire consiste a définir « quandl se passe quelque
chose ». C'est 'objet du “calcul d’hotloge” et nous reviendrons sut cet aspect dans le prochain chapitre. Pour
simplifier la suite de 'exposé, nous allons supposer dans ce chapitre que les trajectoires sont définies pour
tout t & I N et nous allons examiner le probléme du mécanisme de calcul de la trajectoire, afin de préciser
les mécanismes de calcul permis et pertinents. Les mécanismes de calcul qui sont permis sont ceux qui sont
effectifg'est-a-dire ceux qui permettent le calcul des valeurs de la trajectoire par un algorithme sur un
ordinateur digital. Les mécanismes de calcul pertinents sont ceux qui correspondent 2 une Zvolution causale
états du systéme, c'est-a-dire ceux qui respectent la structure du temps.

1.4.3.a. Un exemple de trajectoire dZfinie de manisre non effective par des Zquations

Une trajectoire étant définie par des équations, il faut que ces équations fournissent un moyen effectife
calculer les valeurs de cette trajectoire. Donnons un exemple d’équation définissant une trajectoire T qui n’est
pas effective :

' ¢t & IN, T(t+l) + T(t-1) = 2T(t) )

Cette équation n’est pas effective car il existe une infinité de solutions et aucune n’est plus canonique qu'une
autre. Par exemple, toutes les fonctions Fg¢ ¢, de la forme::
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Z-Ffo’fl(o) fO
Feore (1) £,
Feorg, (842) = (£+2) £, - (t+1) £, ' t N

ou £ et £; sont des quantités arbitraires, sont des solutions de I’équation (1). Pour éviter qu'il y ait une

infinité de solutions, il faut imposer des contraintes supplémentaires. Par exemple :

+ T(0) = T,
T(100) = Ty4 )
( T(t+2) + T(t) = 2T(t+1l), ' t W

On peut montrer que ce systeme de trois équations définit T de manicere unique. Cependant pour calculer les

états aux instants 1, .., 99, il faut résoudre un systeme de 99 équations linéaires. Cela est encore possible,

car il existe un algorithme pour résoudre les systemes linéaires. Cependant, si on permet n’importe quel type
d’équation pour définir une trajectoire, nous n’aurons plus de méthode générale pour calculer automatiquement
les états, méme si un argument de nature mathématique nous permet d’assurer que ces équations définissent

bien la trajectoire de maniére unique.

1.4.3.b. Des Zquations dZfinissant une fonction dOZvolution

Afin de permettre le calcul effectif des états d’un systeme, nous devons donc restreindre les types
d’équations permis. Cette restriction a deux buts :

— assurer que la modélisation du systeme est effective, i.e. que I'on puisse simuler le modéle ;

— assurer qu'il y a une solution unique, ou au moins canonique, au systéme d’équations qui définit la
trajectoire.
Cette dernicre condition indique que la modélisation est dans un certain sens complete : elle décrit le systeme
réel de maniére unique (on dit que la description est catZgorigue

Mais nous voulons plus. En effet, a un instant donné, I’état dans lequel se trouve le systeme est une
fonctiodies états passés : c'est la causalitiés modeéles qui décrivent les systémes physiques. Plus précisément,
on dira qu'un systéme T est causlk’il existe une fonction £ telle que pour tout instant t et toute durée , > 0,

T(ty +,) = £+ T(to)) €)

L’équation (3) affirme que I’état d’un systeme a un instant (to+, ) ne dépend que de I’état initial T (ty) du
systeme (indépendamment de linstant to qui est choisi) et de la durée , pendant laquelle il a évolué.
Remarquons que la causalité est completement liée a la relation de succession qui structure les instant du
temps : Pexpression ty+, n’est que la traduction par des nombres de la relation de succession de deux
instants tg et (to+, ) séparés d’une durée , .

Généralement, on ne sait pas exprimer explicitement la fonction £ pour toute durée ,. Par contre, il est
souvent possible de déterminer la fonction g exprimant le passage d’un état a I’état suivant. Cette fonction,
qui est la fonction d’évolution élémentaire du systéme, est reliée a £. Ici le temps est discret et donc : g(X)
= f(1, x). A partir de g et d’'un état initial, il suffit d’itérer 'application de cette fonction pour obtenir la
suite des états du systéme a tous les instants.

Notre probleme est donc maintenant de ne permettre que des équations qui définissent des systémes
causaux. Ce probléme sera abordé dans le chapitre suivant. Le role du compilateur d’un langage fondé sur des
équations définissant des systémes causaux, sera d’extraire de ces équations deux choses : un état initial T(0)

Ler, [AUL 89] pour la notion de systéme causal. Remarquons que la propriété de causalité s'exprime que le systéme soit discret ou
continu.
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et la fonction d’évolution. La synthése de cette fonction par le compilateur du langage offre le moyen de
résoudre numériquement les équations du systtme dynamique et d’énumérer, dans 'ordre des instants
croissants, la suite des états du systeme.

1.4.4. La dZfinition des champs comme des touts

Un champ correspond a une fonction d’une partie finie de I N™ dans I’ensemble des valeurs. Comment
définir une telle fonction ?

La causalité restreint les trajectoires possibles d’un systeme aux systemes dont I’état a un instant donné
peut s’exprimer a partir de Pétat aux instants passés. De maniere analogue, il nous faudrait développer une
notion de “causalité spatiale” qui restreindrait les champs possibles a ceux dont la valeur d’'un point peut
s’exprimer comme dépendant uniquement des points voisins (interdiction des “actions a distance”™).
Cependant, nous avons décidé de ne pas nous préoccuper de la notion de voisinage pour la version 1.0
décrite dans ce document : tout point étant potentiellement voisin de tout autre, la causalité spatiale est
toujours vérifiée.

Une autre contrainte est qu'il faut absolument manipuler les champs globalement et non pas a travers les
images de chacun des points. Cela revient 2 vouloir manipuler des ensembles coOmme des .tOdtg& approche
est NZcessaisar plusieurs raisons :

— Invariance des lois dOZvolutiaries lois d’évolution d’un systéme dynamique sont les mémes en
tout point de I'espace (et a tout instant du temps).
Les lois physiques ne dépendent généralement pas du lieu (ni du moment) ou elles s’appliquent. Il est
donc naturel de vouloir traiter globalement tous les points de ’espace puisque le traitement sera le
méme partout!.

— Approche uniforme et globale nous voulons traiter uniformément ’espace et le temps.

Le concept de trajectoire permet de traiter implicitement le temps a travers des opérateurs temporels :
quantification, échantillonnage et retard. Ces opérateurs permettent de définir la succession et la
simultanéité des événements et opérent sur les trajectoires en leur entier. Nous verrons ces opérateurs
dans le chapitre suivant. De maniére analogue, nous voulons définir des opérateurs spatiaux qui
permettraient d’articuler la notion de points et de voisinages et qui manipulent des champs comme
des touts.

— Taille du modele : il n’est pas possible d’expliciter les relations entre chaque point de I'espace.

Les champs résultent souvent de la discrétisation d’une variable continue. Ils comportent donc
généralement un tres grand nombre d’éléments (plusieurs milliers voire plusieurs millions en
traitement numérique intensif) et il n’est pas possible d’expliciter les relations entre chacun de ces
éléments, i.e. de les écrire a la main.

— EfficacitZ : le traitement déclaratif des ensembles doit se faire globalement afin d’étre efficace.

Cette raison sera développée dans le chapitre V concernant le parallélisme.

1. partout ou presque, puisqu'il y a des conditions aux limites (et des conditions initiales), qui sont les lieux et les instants ou I'état du
systeme dynamique modélisé échappe a ses lois d'évolution et doit étre donné de maniere explicite et ad-hoc par le programmeur.
L'exemple de la diffusion de la chaleur dans un fil d'acier qui est traité au chapitre IV en est une bonne illustration.
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1.4.4.a. Manipulation globale dOun ensemble de valeurs et langages de programmation

La plupart des langages de programmation classiques offrent des structures de données correspondant a
une réunion de données plus élémentaires mais n’offrent comme opération primitive que 'acces a un
élément ; par exemple les vecteurs en C, les tableaux en PASCAL, FORTRAN77, les listes en LISP, ML... Les
opérations qui opérent globalement sur les ensembles doivent alors étre reconstruites (séquentiellement) a
partir des opérations sur les données élémentaires. Ce n’est pas le cas des tableaux en APL, des ensembles en
SETL ou des relations en SQL : on peut, par exemple, calculer le maximum des éléments d’un tableau APL
par une expression élémentaire, qui n’indique en rien I'acces itératif aux éléments du tableau ; ou bien, on
peut faire le produit de deux relations en SQL, sans indiquer de référence aux tuples les constituant.

Pour bien marquer la différence entre des ensembles de valeurs manipulés a travers 'acces a un élément
et les ensembles que 'on manipule comme des touts, nous patlerons dans ce dernier cas de collectiohe
probléme de la définition déclarative des champs se résume donc a construire un langage ou I'on peut définir
des collections par des équations.

|.5. Le langage 8.

Nous voyons se préciser peu a peu un langage répondant a nos desiderata et la suite de ce document va
s’attacher a le définir plus précisément. Le chapitre II va définir la représentation informatique d’une
trajectoire causale : c'est le concept de Streande chapitre III se consacre aux vatiations d’une valeur dans
Pespace : cela sera représenté informatiquement par des collectiofig chapitre IV “recollera” les motceaux
pour étudier les variations d'une valeur dans le temps et dans Iespace: cest la notion de tiSSUUn tissu
représente ’évolution au cours du temps de I’état d’un systéme dynamique discret. Le chapitre V présentera
quelque éléments d’implémentation paralléle des tissus.

Le langage expérimental 81/2 est un langage paralléle déclaratif, permettant de définir ces objets : des
trajectoires causales dont les valeurs, a un instant donné, pris dans un ensemble discret et totalement
ordonné, sont des champs discrets et finis. Cet objet, un tissu, peut se représenter dans un triedre Temps-
Espace-Valeurs (Cf. figure 1.4).

Valeurs

Les streams
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Figure 1.4 : Un objet dZfinit par un progianesieune surface dans le repEspbedgisurs.
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Un programme 81/2 correspond a la définition d’un petit monde parfaitement défini par ses lois
d’évolution. I’évaluation d’un programme 81/2 consiste a simuler ’évolution de ce monde, et donc a dérouler
les conséquences des lois qui le régissent.

The 82 engine weaves flowers and leaves just as the
Analytical Engine weawes gigtbrais.
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II Les streams 81/2

I1.1. Introduction

L’objectif de ce chapitre est double. II s’agit de :

e construire une structure de données qui permette de représenter et de manipuler comme un tout la
variation des valeurs d’une variable d’état dans le temps ;

* de définir de tels objets par des équations.

Nous obtiendrons alors un langage de programmation déclaratif, dans lequel un programme correspond a un
systeme d’équations et I'exécution de ce programme a la résolution de ce systeme. Ce langage est nommé
81/2.

Rappelons que, a la suite de I’analyse du chapitre I, nous avons choisi un ensemble discret totalement
ordonné d’instants comme modele du temps. Les variations d’un état dans ce temps correspondent donc a
un ensemble discret totalement ordonné de valeurs.

Nous allons commencer par donner plusieurs exemples d’ensembles discrets totalement ordonnés dans
les langages de programmation et discuter de leurs utilisations. Dans un deuxi¢me temps, nous allons
élaborer, en nous appuyant sur les exemples précédents et sur un petit probleme de modélisation, notre
propre structure de données. Enfin, nous examinerons comment définir une telle structure de données par
des équations.

En fait, 81/2 manipule des structures plus complexes que celles que nous présentons dans ce chapitre. 11
faudra attendre le chapitre suivant pour compléter notre construction. Cependant, la structure de données
que nous construisons dans ce chapitre est un objet 81/2 valide et les exemples que nous donnons sont des
programmes 81/2 a part enticre.



II.2. La notion de stream temporel

11.2.1. Suites, listes, sZries et streams

La notion d@emble discret totalement ordonné de valenrs, qu'on va appele#ize pour simplifier, se retrouve un
peu partout en mathZmatique et en informatique, avec dediffitneists et des usages variZs. Nous aurons
besoin dOune notation pour dZsigner un tel ensemble

A =<1; 2; 3; 4; 5<

dZsigne une suite nomniele cing valeurs. On utilise le caractengour dZlimiter I0ZnumZration des
valeurs de cette suite, plut™t{gete} afin de bien marquer que IQordre des ZIZments a une impestance
ZIZments sont ordonnZs linZairement de gauche " droite, |a peleede la valear qui prZcede la valeur

3, etc. On insiste encore sukdession des ZIZments en utilisEnpointvirgule pour sZparer les ZIZments,
de manisre analogue ~ PASCAL o« le poingule indique le sZquencement des instructicinen ne
sZquence pas des instructions mais des valeurs. Dans le cas o les ZIZments de h@eswserphke en
nombre fini, on utilisera les trois petits points pour indiquer que IO0ZnumZration se poursuit

A =X<1; 2; 3; 4; 5; 6; .. <

Passons " prZsent en revue quelques exemples, en les confrontant avec nos deux objectifs.

11.2.1.a. Les listes en Lisp

Les listes O laispO sont une structure de donnZes classique en informatique. Leur implZmentation
utilise habituellement un cha’nage entre les valeurs de la liste, gr¥%.ce ~ la notion de doublet. Tous les ZIZments
de la liste sont prZsents dans la mZmoire dOun progemmmen€ tempE mais on ne peut accZder ~ un
ZIZment Qu'en passant par les ZIZments prZcEdeditsst donc bien une structure linZairement ordonnZe
dOZIZments, seulement ces ZIZments ne sont pas ordonnZs linZairement dans le temps majsadans I0espace
exemple, il est possible de renverser |Qordre dOune liste, par KdsmiratiorSi on interprete cette
opZration en terme de succession temporelle, cela veut dire qu'il est possible de renverser IQordre du temps.
Une autre consZquence du fait que tous les ZIZments dOune liste sont prZsents simultanZment en mZmoire, est
gu'on ne peut pas avoir de liste infinie dOZIZments car la mZmoire des ordinateurs est bornZe.

Remarquons que dQautres structures de donnZes sont totalement ordonnZes daes tks langag
programmation les vecteurs en APL, les vecteurs en PASCAL ou en C, les tuples en SETL, les cha’nes de
caracteres en C, etc. Cependant, dans ces structures de donnZes, il est possible dOaccZder directement ~ un
ZIZment, sans OpasserO par les autres ZIZméntsecsests respecter la succession des ZIZments.

Dans tous ces exemples, les ZIZments de la structure de donnZes sont ZnumZrZs dans la mZmoire de
IQordinateur et pas dans le temps.

I1.2.1.b. Les boucles dans un langage impératif
Dans lesdngages de programmation classiques, il existe une notion qui permet ddZnumzZrer
une suite de valeuri sOagit de la notion de boucle. Par exemple, la boucle suivante Zcrite en

for(i = 10; i >= 5; --i)
a = (100 - i*i)

va ZnumZrer sZquentiellement deux suites de videsuiter des valeurs de IQindlede la boucler =
<10; 9; 8; 7; 6; 5< etaussila suite des valeurs de la variablealculZes dans le corps de la
bouclee 2 = <0; 9; 36; 51; 64<. Contrairement aux listes en Lisps valeurs ne sont pas
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prZsentes simultanZment dans la mZmoire dOun ordinateur. On ne sait pas fairere@opration
dessus. On peut aussi enwsager de construire des suites infinies, ZnumZrZes par exemple par une boucle
forever  (une boucle @nt queE dont la condition de sortie nOest jamais valide).

Le probleme avec les boucles est qu'il sOagit dOune structure de contr™le. C'est un fragment de code, ¢
gu'en tant que tel dans un langage impZratif, on ne peut pas le manipuler comme une stncfige de d
on ne sait pas donner un nom ~ une boucle, faire |Oaddition de deux boucles, etc.

I1.2.1.c. Les pipes en UNIX et les sZries en CommonLisp

Afin de rZpondre au probleme prZcZdent, on peut essayer de transformer les boucles en une structure de
donnZes. C'est la notion sié&rieUne sZrie est, pour citer [WAD 85], une structena&hZmatiquement
respectablE et [WAT 91] QE) series expressions are to loops as structured control constructs are to
gotosE.

Lespipe s de communication en UNIX (et leutescendants, Isscket s BSD ou lestream s
SystemV) sont des exemples de an’epeut crZer ypipe , lui donner un nom, le passer en argument ~
une fonction, etc. Mais il y a peu dOopZrations qui touchent aux valipers eluqui les manipulent
comme des toutson peut seulement lire une valeur dangipm : les opZrations sur les valeurs dOun
pipe sont locales, elles ne portent pas sur IOensemble des vpipersndais sur un seul ZIZment du
pipe ~ la fois.

La notion de sZrie a ZtZ aussidnite dans le langage CommonLisp (sous la forme dOune bibliotheque
de macros) gri¥%oce " la capacitZ qu” Lisp de manipuler uniformZment le code des programmes comme des
donnZes. Une sZrie en CommonLisp est une suite de valeurs construite ~ partir dDautres suites de valeurs. Le
opZrations de construction sont les suivantes
P Transductiomn combine au moyen dOune fonction, ZIZment par ZIZment, les valeurs de plusieurs
suites afin dOen former une nouvelle. Par exemple, on peut faire IQaddition, ZIZment, b
deux suites.

U/

Filtrage~ partir dOune suite, on calcule lassoiesde valeurs qui vZrifient un prZdicat donnZ.

D fnumZratiomn peut transformer une liste Lisp classique en sZrie, ou bien transformer unie fonction
et un argument initialen la sZrie<a; f(a); f(f(a)); f(f(f(a))); E<.
D DZcalagen insere en tete dOune sZrie une valeur gr¥%oce " |Csipi tatedsultat est un dZcalage de
la sZrie de dZpart, avec introduction d'une nouvelle valeur en tete. Par esbifipté) le1;
2; 3<) apourrZsultat la szrie0; 1; 2; 3<.
D etc.
Ces opZrations, qui sont des macros Lisp, se transforment en des boucles qui Znumerent les ZIZments des

sZries. Par exemple, la sZries valeurs de qui est calculZe par la boucle Zcrit€ dn paragraphe
prZcZdent, peut sOZcrire avec le langage des sZries comme

(setq | (list - to - serie '(10 9 8 7 6)))
(setq A (transduction (lambda (i) ( - 100 (*ii)) n)
On peut remarquer que les sZries sont affectZes "~ des variables CommonLisp Elagaitjua valeur

affectZe correspond ~ une fonction qui ~T& mvocation fournit la*fie valeur de la liste. Ainsi, le rZsultat
de(list -to - serie'(10987 6)) est la fonction anonyfe

1 Cette fonction est plexactement une™turéa variablealue est une variable locale ~ la fonction anonyme dZfinie dans le corps
du ket . Sa valeur est r”Zmanente. A chaque appel, tatsJede la listealue va stre retournZe ghalue va stre modifiZe afin de

pointer sur le reste de la listdr(). La fonctiorprogl permet d'Zvaluer en sZquence une liste d'expressions et de retourner la valeur
de la premisre expression ZvaluZe.
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(let ((value '(10 9 8 7 6))
(lambda () (progl (car value) (setq value (cdr value)))))

11 faut faire plusieurs remarques :
— Ici, la manipulation des séries est de nature impérative : une méme variable Lisp peut ainsi dénoter

des série différentes au cours de 'exécution du programme.

— Afin de permettre la construction du code correspondant a une série, certaines expressions sont
interdites (Cf. [WAT 91]). En particulier, il est interdit de définir récursivement une série comme on
définit récursivement une fonction : par exemple, on ne peut pas définir en Lisp :

(setqg UN (shift 1 (transduction (lambda (u) (1l+ u)) UN)))

Cette série débuterait par la valeur 1 puis serait égale a elle-méme plus 1, ce qui définit la suite des
entiers naturels.

11.2.1.d. Suites récurrentes en mathématiques

Comme le montre exemple précédent, les définitions récursives sont un moyen de définition trés
puissant. Les suites récurrentes en mathématiques offrent un exemple de suite qu'on peut définir récursivement.
En mathématiques, une suite est une fonction, ayant pour ensemble de définition une partic de I N
représentant les indices de la suite, dans un certain ensemble de valeurs. L’indice d’un élément représente le
rang de cet élément dans la suite. La suite :

(Un)I N

dénote une suite, nommée U et indexée par des entiers. Pour définir cette suite, on peut donner une
expression générique qui donne la valeur d’un élément d’indice n. Par exemple :

(Up)ty ¢ Up = Uy + 1
Cette définition est une équation a résoudre sur 'ensemble des suites. Dans ce cas particulier, cette équation
admet une infinité de solutions, toutes les suites de la forme :

<up; uptl; ugt2; ugt3; ..<
ol u, estune valeur arbitraire. La définition

#Vo = 1
(Vo) y ® 1 vV, Vo1 + 1, pourn > 1

admet une solution unique, la suite V.= <1; 2; 3; ..<des entiers naturels.

Cette maniére de définir les suites se réfere explicitement aux éléments de la suite. En conséquence, cette
notation apparait comme une notation commode pour fournir le systeme des équations qui doivent étre
vérifiées pat Jes éléments de la suite. C'est donc une abréviation pour la donnée du systéme comportant une
infinité d’équations de la forme :

$vo 1

¥V, =V, +1
V, =V, + 1

$v3=v2+1

Si on veut vraiment manipuler les suites comme des objets en-soi et non a travers les éléments qui la
composent, il faut introduire des opérations globales sur les suites, comme par exemple Popération de
différence % qui, a une suite donnée, fait correspondre la suite des différences des éléments consécutifs
(Ups1 = Uyp). Si on applique %4 la suite <1; 2; 3; ..<, on obtent la suite: <1; 1; ..<. Avec de telles

opérations globales, on peut écrire de “vraies” équations entre suites. Par exemple :



#U=1

''s$Uu=U
o+ U est une suite inconad trouver. On pourra arguer que la condltipa 1 porte encore sur un ZIZment
et non sur la suite globalee n'est donc pas une Zquation sur des suites au sensdgginosciMais en
introduisant la fonctiofirst  qui, ~ une suite, associe la valeur de son premier ZIZment, on peut rZZcrire le
systeme prZcZdent en un systeme d'Zquations uniquement sur les suites

# firstU=1

P'su=U

Il existe une solution unique " ce systdhes 2 ".

I11.2.1.e. Les streams en L.UCID

Le langage LOID [ASH 76] [WAD 85] permet dOZcrire des Zquations entre dedJsujtesgyramme
LUCID esz un systime d’équations dont les solutions sont des suites. Une Zquation LUCID prend toujours la
forme:

variable = expression

L@écution du programme corresponeivudre ces Zquations, ctéslire ~ calculer les valeurs qui composent
les suites dZfinies par le programme. Les opZrateurs du langage-agssaigs suites. Les suites en
LUCID sOappellent desuzs. Par exemple, AietB correspondent astreams

A=<1; 2; 3; 4, 5<
B=<2; 7; 4, 8,33<

alors, |IQexpressior B a pour valeur
A+B % <3;9; 7; 12; 38<

Le signéb se lit: C a pour valelr ou bien$DZvalue En

De meme que IOopZrateutoutes les opZrations classiques sur les scalaires sOZtendent naturellement en
des opZrations sur les streams, en opZrant ZIZment par ZIZment (transduction). Mais LUCID offre aussi des
opZrateurs supplZmentaires, qui ne correspondent pas "~ IOextension dOun opZrateur scalare. Par exempl
IQopZrateprevious  permet de crZer le strelm, " partir du streart, :

A= <1;2 3; 4 5,E<
previous A % < & 1;2; 3, 4, 5E<
La premiere valeur darevious A est indZfinie, ce qui se note par le synébon remarque que la
deuxieme valeur derevious A correspond " la premiere valeurAjeet plus gZnZralementy¥ae valeur
de previous A correspond " Ign - 1) ‘™® de A. Pour cette raison IOopZrapeavious est appelZ

opératenr de délai. La combinaison dOune valeur indZfieéeume autre valeur est encore une valeur indZfinie.
Par exemple

A + previous A % < &35 7, 9,E<
Pour se dZbarrasser de cette valeur indZfinie, on peut utiliser |GopZ (atedviation def@lowed byE)
qui permet de d'implZmenter IQopZsstiétr vu prZcZdemment

U=<U O,U l'U 2;E<
V=<V 4V 3V 5 E<

lon peut citer comme autre langage, le langage HASKELL [HUD 92] qui gr%o.ce " I'Zvaluatise, pemesst de dZfinir des listes
infinies par des Zquations rZcursives.
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U fby V. = < Uy; Vo5 Vi Vy; o <

le rZsultat est un stream dont la premisre valeur est celle de IQargumentfisuchedese poursuit
comme IOargument droit. Donc, par exemple

<1l< fby (A + previous A) = < 1; 3; 5; 7; 9; ..<

LOopZrateprevious et IOopZratefiby permettent dOZcrire 10Zquation rZcursive dOun compteur, ce
gue IOon ne pouvait pas faire avec le langage des sZries

cpt = 0 fby (1 + previous cpt) Q)

Attention, les constantéset 1 dZsignent en fait de maniere abrZgZe les stre@ms$; ..< et<1; 1;

..<. LOZquation (1) se lit de la manisre suiv@ae est un stream qui est Zgal " 0 suivigderetardZ et
augmentZ deB. Si on regarde au niveau de chégmeent dept, on peut se persuader que I0Zquation
prZcZdente est Zquivalente *

{ Cpto =0
cptps; = cpty, + 1

Sous cette forme, il appara’t paetplus clairement que la solution de I0Zquation (1) est leGfragm
2; 3; .<.

La notion de stream dZveloppZe en LUCID ne correspond cependant pas ~ ce que nous voulons, elle est
Otrop puissante@n effet, elle permet dOZcrire des streamst@AZ ment est calculZ en fonction dOun
ZIZment de rang, avecm>n. Par exemple, de mai symZtrique " IQopZratpuevious, LUCID
introduit IOopZrateusxt tel que

U =< T Uy; Uy <
next U = < U;; U, <

Si nous interprZtons les streams temporellement, cela veut dire qu'une valeur peut dZpehateceiafutur

montre qu'on ne peut interprZter la succession des ZIZments dOun stream LUCID comme le passage du
temps: les valeurs dOun stream LU@Dent toutes otre stockZes éretnsdmoaalculZes O la demandeO,

dans un ordre qui nOest pas forcZment IQordre naturel Ode géeOOwreisuite temporelle.

[1.2.2. La notion de stream en 82

RZsumons les enseignements que nous avons tirZs de nos:exemples

D Les listes sont des ensembles de valeurs totalement ordonnZs. Dans les langages impZratifs, les listes
sont des structures de donnZes dont les valeurs sont stockZes en mZmoire toutes en meme temps. La
notion de succession est donc artificiellement imposZe par des opZrateurs qui ne permettent qu'un
acces sZquentiel aux ZIZments des listes. On ne peut pas non plus avoiinik liste

D Le concept de boucle dans un langage de programmation impZratif correspond mieux " la notion de
suite telle que nous la dZsirofes valeurs sont ZnumZrZes ou calculZes au cours du temps. Le
probleme est qu'on ne peut pas manipuler des boucles aussi facilement que desmioenZest
pas les dZfinir rZcursivement, on ne dispose pas dOopZrateurs permettant les composer globalement,
etc.

1 onverraau chapitre V quezhe stocke en mZmoire que la valeur des streams " un instancetmegt cohZrent avec le concept

de temps causal. Il nous semble important de distinguer les variations d'une valeur dans le temps (les23ttEEnsaBatidns

d'une valeur dans l'espace (les collections/2n &n effet, les opZrations utilisZes pour dZfinir ces structures de donnZes sont
diffZrentes et prZsentent desppiZtZs spZcifiques. En LUCID, une telle distinction n'est pas faite, ce qui conduit a une notion
principalement spatiale des suites.
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— La notion mathématique de suite permet de définir des suites par des équations. Le langage LUCID,
avec la notion de stream, adopte cette approche, mais introduit des opérations qui ne permettent plus
d’interpréter la progression dans le stream comme le passage du temps.

Nous sommes donc tentés d’associer la notion de stream " celle dEfréjediofiee précédent) : une
succession de valeurs dans le temps semble correspondre naturellement 2 la notion stream, Sion prend soin
de restreindre les opérations sur les streams afin de ne conserver qu'un sous-ensemble d’opérateurs
compatibles avec une interprétation temporelle (en interdisant Popérateur Ne€Xt par exemple).

Mais quels opérateurs doit-on permettre et est-ce que les streams LUCID offrent toutes les opérations
utiles ? Nous allons voir que dés que I'on slintéresse 4 Iinterprétation temporelle de deustreamsonsidZrZs en
meme temphis aucune opération LUCID ne permet une interprétation temporelle cohérentel. Cela nous
ameénera A reconstruire une nouvelle notion de stream comme étant une suite sZquentielle temporisZe ~ mZmoire
bornZe

Dans ce qui suit, une suite désignera informellement un ensemble ordonné de valeurs et un stream
correspondra a une suite qui s’interpréte comme une succession temporelle de valeurs.

I.2.2.a. SuitesZquentielles

Traditionnellement, une suite est une fonctiafiune partie de | N (représentant les indices de la suite) dans
un certain ensemble de valeurs. Cette formalisation convient aussi bien aux listes qu'aux vecteurs ou aux
tableaux. Cette formalisation est trés générale, car elle permet de créer a peu pres n’importe comment des
suites a partir d’autres suites.

On appellera fonction sZquerdiiedigxes une fonction f sur les suites, tels que le Né™ élément du résultat
est calculé uniquement en fonction des éléments de rang Mavec M N des arguments. Par exemple :
U=<U U g Uy E<
fUy=<U o U o+tU;;  Up+U+U,; E<

f est une fonction séquentielle. Par contre, la fonction g

U=<U o U Uy E<
glU)y=<U o+U;; U+, U+Us; E<

n’est pas une fonction séquentielle. LUCID permet d’écrire des fonctions sur les suites qui ne sont pas
séquentielles.

L’idée de fonction séquentielle est importante car elle correspond au respect de 'ordre temporel : on ne
peut composer a un instant donné que des valeurs qui proviennent du passé, les valeurs du futur sont
inaccessibles. Nous appellerons suites sZquentiell@gites qui sexpriment comme fonction séquentielle
d’autres suites. Le langage que nous recherchons ne doit permettre de construire que des suites séquentielles.

11.2.2.b. Suites sZqueitiwlEmoire bornZe

En fait, il nous faut une propriété plus forte que la séquentialité : il ne suffit pas que les combinaisons
entre streams respectent I'ordre temporel, il faut aussi qu'a n’importe quel instant, la valeur d’une suite ne
dépende que des valeurs se trouvant dans une fenetre temporelle de taille fixZe

1 Dans un langage comme HASKELL, qui offre une notion de stream fondée sur I'évaluation paresseuse, on ne dispose pas d'opérateur
comme NeXt et on a donc une interprétation temporelle de la succession des éléments du stream. Cependant, comme en LUCID, cette
interprétation n'est plus cohérente quand on considére deux streams 2 la fois.



En effet, si ce n’est pas le cas, au fur et 2 mesure qu'on avance dans le temps et dans la suite des valeurs
du stream, il faut garder en mémoire de plus en plus de valeurs passées afin de pouvoir calculer les valeurs
futures. Nous désirons donc imposer une propriété de mémoire bornée.

Par exemple la fonction f donnée ci-dessus, est une fonction qui respecte la propriété de mémoire
bornée : pour calculer le N*™ élément du résultat, il suffit de connaitre la valeur d’indice (N- 1) et de lui
ajouter le Né™¢ élément de l'argument. Nous discuterons au §I1.2.4 un exemple de suite séquentielle 2
mémoire non bornée.

11.2.2.c. Suites temporisées

Si on obsetve les “cases mémoires” d’un ordinateur pendant l'exécution d’un programme, on peut
enregistrer des suites qui sont séguentielles et a mémoire bornée : elles sont séquentielles car la valeur d’une case
mémoire est calculée par le programme en fonction des valeurs présentes dans la mémoire (un programme ne
peut pas utiliser pour faire un calcul, des valeurs qu'il ne calculera que plus tard) ; et ces suites sont 2 mémoire
bornée car le calcul de la valeur d’une case mémoire ne peut dépendre que des valeurs, en nombre fini,
d’autres cases mémoires de I'ordinateur.

Mais le concept de suite séquentielle 2 mémoire bornée ne rend pas tres bien compte du fait que lors de
I'exécution d’un programme, les cases mémoires “voient défiler” des valeurs a des rythmes différents. 1a notion
de stream LUCID ne permet pas non plus de distinguer deux suites de valeurs identiques mais produites a
des rythmes différents. Prenons par exemple le programme C suivant :

inti, j, k;
for (i=0;i<3;i++)
for (j=0;j < 2;j++)
k = i+j;
et notons les valeurs successives des variables i , | et K : on observe les suites (Cf. figure IL.1) :
i = <0, 1, 2<
j = <0,1,0,1,0; 1<
k =i+ = <0; 1,1, 2, 2, 3<

Ces suites n’ont pas le méme nombre d’éléments bien qu'elles aient été observées pendant la méme durée de
temps, car les indices “ne vont pas 2 la méme vitesse”. Dés lors, faire I'addition des suites i et ], en
respectant une propriété de séquentialité, ne peut se faire en additionnant naivement les suites élément par
élément : le 2¢m¢ élément de la suite i est dans le “futur’” du 2°™¢ élément de la suite j . I’addition naive de i
et dej , celle qui est faite en LUCID, donne pour résultat : <0; 2; 2< ce qui est bien différent des valeurs
obsetvées pour K.

Le probléme vient du fait qu'un stream en LUCID ne tient compte que de la succession des valeurs pour
une senle variable. Or on ne peut pas associer un écoulement absolu du temps au passage des valeurs dans une
suite : §’il est vrai que du temps passe chaque fois qu'on passe d’un élément 2 un autre dans une suite, la durée
écoulée dépend de la suite. Cette durée est figurée typographiquement par un espacement plus ou moins
grand dans 'exemple ci-dessus, ol nous avons essayé de mettre sur une méme verticale les éléments des
suites qui occurrent dans la méme tranche de temps.



Cases

StyleimpZratif; MZmoire
suite des actions” faire pour
produirelesvaleurde 1i,j etk 0 0 1 1 .
° ° i1—

int i, j, k;

for (l =0; i< 3; i++) Temps 0 1 0 1 .
for (j = 0; j < 2; j++) L L L o1
k = i+j; (=)
0 1 1 2
. . . o— k>

Vi

Figure IL.1: Suites des valeurs observZes pour |¢setiridnissun progra@me

11 faut donc enrichir notre concept de suite séquentielle 2 mémoire bornée pour tenir compte d’une facon
ou d’une autre de la durée qui s’écoule quand on passe d’un élément a un autre.

Nous appellerons Suite tempoyisesuite qui permet de distinguer des successidastiques de valeurs se
produisant a des instants différents. La situation est analogue a celle de la structure de données « arbre » :
deux arbtes peuvent avoir les memes feuilles dans le mesmaiofdr8éder des arrangements différents pour
les nceuds intérieurs (Cf. figure 11.2).

Les suites temporisées sont indispensables quand on veut décrire le couplagk plusicurs systémes
dynamiques discrets. Chacun de ces systémes a son propre systéme de datation : il évolue 2 un rythmeui lui
est propre et I'indicage de la suite des états du systeme correspond a des événements qui lui sont propres. Si
on veut décrire le systéme résultant de la composition de ces deux (sous-) systemes, il faut plonger les
instants t propres a chaque systeme dans un temps global. Ce plongement introduit des “trous”, des
“vitesses de progtression”, des “instants initiaux” différents, ..., suivant que les deux systémes partagent ou ne
partagent pas tel ou tel événement. La composition de systemes dynamiques ayant leur temps propre, impose
donc de construire une notion de trajectoire un peu plus compliquée que celle de suite simple!.

1 Une trajectoire doit étre une fonction partiell@e | N, et non une fonction totale. Le domaine de définition de la trajectoire correspond
alors aux instants ou il se passe quelque chose.
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Figure I1.2 : En haut de la figuteux arbres diffZrents ayant les meme feuilles mais des structures diffZrentes . En bas de la figure
successions identiques de valeurs qui correspondent ~ des suites temporisZes diffZrentes.

11.2.2.d. Deux exemples incorrectsnujeosisifete

La manisre la plus Zvidente de rZaliser des suites temporisAssoegtrdéxplicitement une date absolue
chaque ZIZment de la suite. Nous rejetons cette approche car elle prZsente de nombreux inconvZnients
D Trois systemes de datation absolue coexistent dans une simiglatiorps du modele rZel, le temps
logique exprimZ par le programme de simulation, le temps physique du systeme de calcul qui Zvalue le
programme de simulation.

D Pour ce qui est du temps du modesle, on ne sQintZresse gol la succession de ces valeurs, *
[Oarticulation de leur ordonnancement et pas ~ la durZe rZelle des processus. Par exemple, il peut tres
bien ne pas exister dans le modsle dOhorloge globale permettant de dater chaque ZvZnement.

D Le temps du systeme de calcul nOest Zvidement pas pertinent pour la datation des ZvZnements du
mods-le.

D On demande bien Zvidement au temps logique de la simulation de respecter les relations de
succession qui sont vraies dans le temps du fn@hlee lui demande pasrdspecter les durZes
du modsle rZel (sinon on ne pourrait plus par exemple farévianZtZorologique).

Une autre solution possible, pour reprZsenter des suites temporisZes, consiste ~ se dire que les difficultZs
soulevZes par IQaddition nasie eledej disparaissent si, pour chaque valeyr,dey a une valeur
correspondaletie. Cette approche consiste ~ OnormaliserO les suites de maniere “deedme £0Zcoule
entre ZlIZments successifs dOune suite soit faujourget cela pououtes les suites. De maniere imagZe
sur IOexemple prZcZdent de la boucle de calcul, cette solution consiste ~ observer toutes les cases mZmoires au
meme instant.

Cependant, cette mZthode ne conserve pas assez dOinfainoatin®observe pas assez frZquemment,
des changements de valeurs vont passer inapereus. Si on observe trop souvent, on va noter comme ayant

1 Cependant, le programme de simulation exprime des calculs qui correspondent " I'’Zcoulement d'un temps physique. L'interprZtation
suivante permet de conciler ces trois systemes de daat@mmpilateur s'arrange pour ordonnancer les calculs de la simulation afin

que tout se passe comme si on disposait d'un calculateur idZal o les calaidstsiesfacitanZment. Ainsi, on nZgligeienss

durZe nZcessaire " I'Zlaboration physique des valeurs. Dans I'exemple des boucles imbriquZes, cela revient ~ coasidiéwar que la 1

dei intervient dans le meme instant queta aleur dg . Autrement dit, la durZe physique des calculs (comme par exemple le
dZroulement des instructions nZcessaires au contr™le de jg lestidensidZrZe comme nulle. Une telle hypothsse est faite par
exemple dans les langages teigis synchrones comme ESTEREMUSTRE ou SIGNAL c'est I'hypothese dite de fort
synchronisme.
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changé, des cases mémoires qui n’ont pas changé de valeur. La situation se complique encore, car une case

mémoire peut trés bien changer de valeur pour reprendre la méme valeur. Avec cette approche, il n’est donc

pas possible de modéliser des quantités comme « le nombre de fois ou une case mémoire change de valeur ».

1.2.2.e. Comment reprZsenter la notion de suite temporisZe

Nous ne pouvons donc pas nous passer de la notion de suite temporisée. Plusieurs solutions équivalentes

sont possibles pour représenter une suite temporisée a I'aide des suites habituelles. I’idée est de noter la

valeur de chaque stream chaque fois “qu'il se passe quelque chose”, i.e. chaque fois qu'un des streams du

programme progresse, et de noter en méme temps pat un booléen si chaque stream a progressé ou non.

Une suite temporisée X sera donc représentée par deUxuites habituelles vX et hX. La suite vX représente

I'observation des valeurs de X et la suite hX indique si I’élément correspond a un changement de valeur de X.

On appelle vXla Suite des valéudSet hX s’appelle I’horlogk X.

En reprenant 'exemple des boucles imbriquées du §I1.2.2.c :

i=<0; 1, 2<
hi=<V;F,V;F,V;F< avec V= wvrai, F= faux
vi=<0;0;1;1;2;,2<

j=<0;1;0;1;0;1<
hj=<V;V;V;V;V;V<
vj=<0;1;0;1;0;1<
k=<0;1;1;2;2;3<
hk=<V;V;V;V;V; V<
vk=<0;1;1;2;2;3<

Cet exemple appelle plusieurs remarques :

11 est facile de reconstruire | 2 partir de vi et hi : ce sont les éléments de vi tels que ’élément
correspondant de hi a la valeur booléenne vrai .1l en va de méme pour j , K, etc.

La valeur de vi quand I’élément correspondant de hi a pour valeur faux , est la méme que la valeur
précédente de vi . Cela correspond a la constatation qu'une valeur observée reste la méme s’il n’y a
pas eu de changement.

Le rangl’un élément de vi ou de hi correspond 2 un instantlOobservatioln mémoire. Le passage
d’un élément 2 un autre dans les suites vX et hX correspond au passage du temps. Les suites vi et vj
(ou hi et hj,ouvi ethk, etc) sont Synchronésném élément de ces suites correspond au méme
instant d’observation de i ,j ouK.

En conséquence, le calcul de vK est facile : il s’agit de I'addition élément par élément des suites vi et
vj . On remarque que la valeur de i est disponible pour le calcul, méme entre deux instants ou i
change (i.e. méme quand hi a pour valeur le booléen faux ). Cela cotrespond au fait que nous
voulons pouvoir observer la valeur d’une variable, méme entre deux changements de cette valeur.

De méme, le calcul de hK est simple : il s’agit du ou logique , élément par élément, des suites hi et
hj . En effet, la valeur de K change chaque fois que la valeur de i OuUde j change, puisque par
définition, K = i+

Nous avons introduit I’hotloge du stream X en disant que c¢'était une suite de booléens indiquant un
changement dans la valeur de X. Cette définition est 2 prendre au sens largieest possible que X
change de valeur pour reprendre éventuellement la méme valeur. Par exemple, si nous remplacons la
définition de K dans les boucles imbriquées par la définition suivante : « K =j - j »,la valeur de K va
rester identique 2 O pendant le parcours des boucles. Mais 'hotloge de K est celle de j cat chaque fois
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que Jj change, il faut refaire une soustraction et écrire le résultat dans la case mémoire correspondant
a k (et il se trouve seulement que ce résultat est identique au résultat de la soustraction précédente).

11.2.3. Stream 82 = suites sZquentielles temporisZes ~ mZmoire bornZe

Nous pouvons a présent définir objet qui nous servira a modéliser une suite de valeurs dans le temps :

un Sstream81/2 est une suite temportisée qui est une
fonction séquentielle 2 mémoire bornée d’autres streams 81/2.
En fait, un stream 81/2 est une structure un peu plus complexe car elle intégre aussi un aspect spatial. Cet
enrichissement sera abordé dans le chapitre suivant. En attendant, dans la suite de ce chapitre, les valeurs
d’un stream 81/2 seront appelées des scalaires et elles correspondent a des entiers, des booléens, des flottants,
etc. Dans la suite, et sauf mention explicite, le terme de stream référe a la notion 81/2 de stream et le terme de
suite réfere a la notion usuelle de suite.

11.2.3.a. Définitions des notions de tic, top, instant et événement

Une suite temporisée X est un couple (vX, hX), ou vX et hX sont des suites. Le rang d’un élément de vX
ou de hX s’appelle un tic. Un tic sur lequel hX a pour valeur le booléen vrai est un top de X.

Tic et top s’interpretent de la maniére suivante : soit S un systeme décrit par les variables d’état X et Y

* Les tics de X, qui sont aussi ceux de Y, correspondent aux instants ou le systeme S change d’état. Ce
sont les instants du temps concernant le systéme. Les autres instants du temps ne sont pas pertinents
pour la description de I’évolution du systeme.

* Les tops de X correspondent aux instants ou la variable X est susceptible de changer de valeur (et donc S
est aussi susceptible de changer d’état). Un tic qui n’est pas un top pour le stream X correspond 2 la
sutvenue d’un événement qui n’a pas de conséquence sur le stream X ; c'est un événement qui 2 une
influence sur un autre stream du systeme modélisé.

La figure 11.3 représente les relations entre les instants du temps, les tics du systeme S et les tops des streams
XetY.
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Figure 1.3 : Relations entre les instants du temps du phénomene (temps réel), le temps du calenlatenr pendant la simulation et les tics
(temps logique) et les tops d'un systeme S décrit par deus streams corvespondant a l'observation des deux variables d’état X et Y.

On peut numéroter les tics puisqu'ils correspondent 2 un rang dans une suite. En 81/2, la numérotation
commence par convention a 0. La numérotation des tics est une datation logique qui rend compte de la
succession des phénomeénes et des calculs, mais elle est indépendante de la durée qui s'écoule effectivement
dans le temps réel ou le temps du calcul (Cf. la figure 11.3).. Par contre cette numérotation est temporellement
cohérente et le passage d’un tic au tic suivant (ou d’un top au top suivant) correspond a du temps qui passe
car:

— la succession des tics correspond a 'ordonnancement linéaire des instants du temps ;
— la valeur d’un stream 81/2 en un tic donné ne peut dépendre que des valeurs des streams 81/2 en des

tics précédents (propriété de séquentialité des streams qui correspond a la causalité des trajectoires, Cf. le
chapitre précédent) ;

— la comparaison de deux streams sur le méme tic correspond a la comparaison de deux valeurs au
méme instant et est donc temporellement cohérente.

Par conséquent, la succession des tics correspond a une notion discréte du temps. Par ailleurs, un tic
correspond a la modification de la valeur d’'un des streams qui composent le systtme modélisé. La
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modification d’un stream correspond a un ZvZnemqnir exemple le changement d’une valeur dans la
mémoire d’un ordinateur, une observation d’un phénomene, etc.). Le passage d’un tic au tic suivant ne
correspond pas 4 une durée fixée mais 2 Poccurrence dOun ZvEZaemedit du temps qui est en jeu ici est
appelé ZvZnementietemps s’écoule uniquement quand il se passe quelque chose. Ce modéle du temps est
bien connu des informaticiens ; par exemple, il est mis en ceuvre dans la simulation par ZvZnements discrets

11.2.3.b. Streams correspondant ~ un nombre fini dOZvZnements

Une variable d’état peut changer de valeur un nombre fini de fois. Cependant, 'observation de la valeur
de cette valeur se déroulera “du début a la fin des temps”. Par convention, la fin des temps ne se produit
jamais, et donc les suites horloge et valeur qui constituent les streams sont des suites infinies. La
manipulation des streams correspond alors a la manipulation uniforme de suites qui sont toujours infinies,
alors que lutilisation de suites finies auraient conduit a combiner a la fois des suites finies et des suites
infinies.

Une trajectoire qui a un nombre fini d’éléments correspond a une variable qui ne change plus de valeur au
bout d’un certain temps, et donc a un stream dont I’hotloge a toujours la valeur faux a partir d’un certain
rang. Par exemple, si on reprend la variable i du programme C utilisé au §I1.2.2.c, le stream 81/2 associé a 1

sera
i= < 0; 1; 2 <
hi = < V; F; V; F; V; F; F; F; F; F; F; F .. <
vi =< 0; 0; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 23 2; 2; 2 ..<

Le stream vide, noté <<, est un cas particulier de trajectoire a nombre fini d’éléments, a savoir aucun. Par
suite, ’hotloge h<< du stream vide est une suite qui a toujours pour valeur booléenne faux car a aucun
instant, on n’a pu faire une observation de la valeur de la suite. Par convention, sa suite de valeurs v<< est
une suite de valeurs indéfinies !

h<< = <F; F; F
]

F
v = <l ; 1 !

~e ~eo

-9
A

.
r
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Nous appellerons domaine de dZfidiianstream, ensemble des tics sur lesquels la valeur du stream est
définie (i.e. n’est pas ! ). Un stream est défini a partir de P'instant de son 1 top. On peut donc tematquet que
cet ensemble est soit ’ensemble vide " | soit un intervalle de la forme [n, +! [.

11.2.3.c. Une dZfinition des streams en terme de streams

La définition d’un stream fait appel a des suites usuelles pour représenter vX et hX. Cependant, une suite
de valeurs vX et une horloge hX peuvent aussi étre vues comme des streams. Leurs hotloges hvX et hhX sont
alors égales et correspondent 2 la suite qui comporte une infinité d’éléments tous 2 vrai ; leurs valeurs vvX
et vhX sont identiques a vX et hX :

hi = < V; F; V; F; V; F; F .. < vi =< 0; 0; 1; 1; 2; 2; 2 .. <
vhi= < Vv; F; V; F; V; F; F .. < vvi= < 0; 0; 1; 1; 2; 2; 2 <
hhi= < Vv; Vv; V; V; V; V; V .. < hvi= < Vv; V; V; V; V; V; V .. <

Un stream dont ’hotloge est une suite de valeurs booléennes vrai est dit normalisZ
On peut donc définir les streams de la maniere suivante : Pensemble des streams, nommé STREAM, est

un ensemble sur lequel on a défini deux opérations, h et v, et qui contient un élément distingué Clock (qui
correspondrait en terme de suites, a une suite de booléens tous a vrai). On demande en plus que si X
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appartient a2 STREAM, alors hhX = Clock, hvX = Clock et vwX = vX (techniquement, v est
idempotente et h est Clock-potente).

I1.2.4. Les streams 81/2 versus les suites a mémoire non-bornée et versus les suites
instantanées

[1.2.4.a. Streamz&t suite ~ mZmoirbomze

On peut se poser la question de savoir s’il y a des systemes que 'on ne peut pas modéliser avec un
formalisme satisfaisant a la propriété de mémoire bornée. Imaginons par exemple un systéme dynamique
(X) dont la valeur a I'instant t+1 dépend des états du systéme aux temps t, t-1,t-2,...,0:

X(t+l) = F {X(t), X(t-1), .., X(0)}

La fonction F dépend de 'ensemlales états passés de X. La fonction F est donnée a prioti et ne peut pas
changer au cours du temps (c'est le déterminisme du systeme). Quel peut étre la forme de la fonction F ?
Prenons par exemple :

t
F {X(i) : i€IN, ist} = Y X(i)
i=0

Mais avec une fonction de cette forme, X (t+1) ne dépend pas vraiment des t états précédents : il suffit de
rajouter un seul stream S pour obtenir un systeme équivalent et qui est, lui, a2 mémoire bornée :

X(0) = .. S5(0) = X(0)

S(t+l) = X(t) + S(t)
X(0) = ..

X(t+1l) = S(t)

t
X(t+l) = 3 X(t)
i=0

Le nouveau systeme (S, X) est a mémoire bornée puisque le calcul de son état a linstant t ne fait
intervenir que son état a 'instant £t-1. Cela veut dire que le systéme initial X n’était pas en essence non-
borné.

Pour empécher la réduction du systtme (X) a un systtme a mémoire bornée, on peut modifier la
fonction F afin qu'elle dépende de chaque état du passé de maniere différente a chaque instant :
t
F {X(i) : i€IN, ist} = E a;(t) X(1i)
i=0
a chaque instant t, la fonction F fait la somme pondérée par a; (t) des états passés X (1). Les coefficients
de pondération a; (t) dépendent de I'instant t. Ce type de systéme dynamique ne peut pas étre représenté

par des suites 2 mémoire bornée. Remarquons cependant que la définition du systéme demande la donnée
d’une infinité de valeurs : les (a; (t) ) j<¢-

Existe-t'il des phénomeénes naturels ou attificiels dont la desctiption demande la spécification de maniére
extensive d’une infinité de valeurs ? Une fonction d’une vatiable continue correspond a une infinité de
valeurs (par exemple, l'image d'un film, Cf. §I..4.2.2). Cependant si on discrétise ce modéle continu, on
retombe sur un nombre fini de valeurs (la lumiére aux points de discrétisation de l'image).

Par ailleurs Iinvariance des lois d’évolution de la physique, i.e. ce sont les méme lois qui s’appliquent a
tout instant du temps (et en tout point de I'espace), justifie notre intérét pour des systemes de description a
mémoire bornée. En effet, essayons d’imaginer la description d’un systeme dont la loi d’évolution dépend du
temps. Si la loi d’évolution dépend fonctionnellerdenémps, on peut faire entrer le temps dans les variables
de description du systeme et on se raméne ainsi a une évolution indépendante du temps (mais avec une
fonction d’évolution plus compliquée et un espace d’états un peu plus riche, Cf. 'exemple ci-dessus). Si la loi
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dOZvolution du systeme ne peut sOexprimer fonctionnellement en fonction du temps, alors la description du
systeme doit comprendre la donngaieite de toutes les lois spZcifiques, et il y en aura autant que dOinstants
du temps (ou de points de IOespace). On peut douter du caractere effectif dOune telleddeschiptias

dOun systeme discret, un modele qui ferait intervenir une infinitZ de valeurs diffZrentes serait caduque. Autant
dZcrire le phZnomene par la suite littZrale de ce qui $e passe

C'est pourquoi nous restreignons les streams@® streams qui sont des combinaisons ~ mZmoire
bornZe dOautres streams.

[1.2.4.b. Comparaides streamse} des streams LUSTRE et SIGNAL

Les langages LUSTRE [CAS 87] et SIGNAL [LEG 86] sont des langages fondZs sur un fflodrle data
synchrone dZrivZ de LUCID, qui introduisent une notion de stream tout " fait semblable ~ celle que nous
venons de prZsenter, afin de pouvoir spZcifier des systeme rZactifdelei@fest LUSTRE et SIGNAL
qui ont introduit, par rapport > LUCID, la restriction de combinaison sZquentielle et de mZmoire bornZe.

Cependant, en raison de leur vocation teAgs ce langages sQOintZressent principalement ~ la
simultanZitZ des ZvZnemetegsr but est de pouvoir spZcifier des comportements duCtypmidi faire
telle actiorE ou bien €ur telle occurrence dOun ZvZnement, exZcuter tellE. @tiorsuite, ils ne
sOintZressent principalement qu” la combinaison de streams ayant la meme horloge. Des techniques ont ZtZ
dZveloppZes pour interdire les programmes combinant des streams dOhorloges diffZrentes. Par exemple, la
valeur dOun stream LUSTRE ou SIGNAL ailietgs un top est indZfinie.

LOapproche de/Best diffZrenteen 8/2 on peut faire [Oadditidre X+Y de deux streams dOhorloges
diffZrentes, IOhorloge rZsultante Ztant IQunion des horloges des deux streams (Cf. |Oexemple des boucles
imbriquZes etj donnZ au all.2.2.c). Cette opZration entre streanssiBpose que

D la valeur courantes des streXnesY est disponible, sOil le faut, pendant les instants sZparant deux
changement de valeuyrs

b chaque fois que IOun des deux std¢am¥ (ou les dex) est susceptible de changer de valeur, le
streamZ est susceptible de changer de valeur (I'hoogst ltonstruite ™ partir des horlogée ét
hY par le compilateut/8pour respecter cette contrainte).

Ce type de comportement est reliZ &n 8ux opZrateurs qui permettent de combiner les streams.
Cependant, rien nOempeche dOintroduire dOautres opZrateurs, ayant un autre comportement. Par exemple, on
pourrait introduire une autre dZfinition 4#lenotZe! , et qui correspondrait ~ IQaddition synchrese d

streams comme en LUSTRE/SIGNAL. On peut dZfinir IQopZrataniOhorloge et la valeur du rZsultat

hX =< hxg hxq E< VX=<  Wxg; WXy E<
hY =< hy,; hy;; E< VY=< vy vy E<
h(X!' Y) " < hxg& hyg;

hx, & hyq;

E<

1 Cependant on peut considZrer quajlé§ correspondent ~ des entrZes du syskraequ'ils sont produits par un autre systeme

non modZlisZ par nZcessitZ ou par commoditZ. Il peut exister ainsi une manisre finie da;d&tiezesyat-me formZ par la rZunion

du systsméX) plus le systsme de production degt) peut stre un systeme ~ mZmoire bornZe. Lafimitade du systsmgx)

provient de sa description partielle. Il n'est pagossible de calculerX¢y , on ne peut plus faire de simulation, mais on peut

quand meme vouloir Ztudier thZoriquement le sy¢¥neartiellement spZcifiZ. Par exemple, la loi d"Zvolution donnZe plus haut est
linZaire pour leX(i) , si on considere la variation dgs(t) tres lente devant celle d¢€) , ce qui permet de dZduire certaines
propriZtZs sur la trajectoire du systeme, alors que si on considere explicitement le systsme total, on ne fait plus cette approximation et
cette propriZtZ n'edtp immZdiatement perceptible.
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v(X®Y) = < si hxy & hyg alors vxy, + vy, sinon 1;
si hx; & hy; alors vx; + vy; sinon L;
. <

Les opérations sur les streams 81/2 sont définies par leurs effets sur les horloges et les valeurs, quelques
soient ces effets. Les techniques de typage, d’évaluation et de compilation qui sont développées pour 81/2
sont générales et indépendantes d’une définition particuliére d’opérateur.

Un jeu donné d’opérateurs définit les relations de succession et de simultanéité qui sont exprimables entre
les éléments d’un stream (en restant dans un modele du temps discret séquentiel totalement ordonné). Les
techniques de compilation en 81/2 ne supportent pas un jeu de relations plutdt qu'un autre, du moment que
les opérateurs s’expriment a travers leurs effets sur v et h. Cependant, les opérateurs décrits dans le
compilateur 81/2 actuel, correspondent au modele du temps présenté plus haut a travers I'exemple des
boucles imbriquées, ou une valeur persiste et reste disponible jusqu'au prochain changement. Ce mode¢le du
temps n’est pas celui de LUSTRE ni de SIGNAL qui développent une conception instantanée des valeurs.

I1.3. Opérations sur les streams

I1.3.1. Streams constants

11.3.1.a. Streams correspondants aux constantes scalaires

Un type scalaire est un type de base: booléen, entier, flottant, etc. Toutes les constantes scalaires S
peuvent étre étendues en un stream constant S possédant un seul top, au tic 0, et dont la valeur est le scalaire
S. On utilise la méme écriture pour dénoter le stream constant et le scalaire correspondant. Ainsi, « 17 »
dénote le stream constant

hl7 =< vV; F; F; F; ..<

vl7 = <17; 17; 17; 17; .. <
De méme, « true » dénote le stream :

htrue = <V; F; F; F; .. <

vtrue = <V; V; V; V; . <

Il n’y a pas d’ambiguité dans un programme 81/2 entre la dénotation des scalaires et des streams constants car
on n'y utilise jamais de scalaires en tant que tels.

11.3.1.b. Streams constants correspondant ~ des horloges prZdZfinies

11 existe aussi des streams prédéfinis de type booléen dont la valeur est toujours vraie mais qui ont une
infinité de tops. Ces constantes sont utilisées dans les programmes non pas pour leur valeur (qui ne varie
jamais), mais pour leur hotrloge (qui servira a créer d’autres hotloges intéressantes). Ces constantes se
dénotent a I'aide du mot-clé Clock et sont de trois sortes :

* Clock (le mot-clé sans argument)

qui correspond a une horloge comportant une infinité de tops :

hClock = < V; V; V; V; .. <
vClock <V; V; V; V; .. <
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Cette constante est différente du stream constant true  (i.e. le stream obtenu a partir de la constante
scalaire booléenne true ) car Clock a une infinité de tops, alots que true a un seul top a instant

0.

* Clock n (le mot-clé avec un argument)

ol n est un nombre positif, est un stream de booléen, ayant toujours la valeur Vrai , qui a un top
tous les n tops du stream Clock

h(Clock 3) = <V;F;F;V,;F,F V; F E<
v(Clock 3) = <V;V;V;V; ViV V; VS E<
*Clock -n

ou n est un nombre positif, est un stream booléen, dont la valeur est toujours vrai , et qui, en
moyenne, a un top tous les n tops du stream Clock , la distribution des tops étant uniforme. Un
exemple d’exécution possible est :

h(Clock 2) = <V:EFV:V:F;V:F; V:F:E<
v(Clock 2) = <SViVIViViVi ViV VGV E <

On peut se demander pourquoi ne pas avoir choisi pour les constantes scalaires étendues en streams, une
hotloge comportant une infinité de tops (par exemple la méme que celle du stream Clock , ce qui aurait
évité d’introduire cette constante). Cela ne nous semble pas approptié pour deux raisons :

— L’élaboration d'une valeur scalaire constante ne nécessite des calculs qu'une seule fois, “au début des
temps”. Il est donc logique que cela soit rendu par un stream ayant un seul top.

— L’hotloge d’une expression comme « S + 1 » doit ére naturellement la méme que ’hotloge de S. Cela
n’est pas possible si le stream constant 1 a ses propres tops. En 81/2, Icette expression ne sera définie
que quand S sera définie. Cette définition ne pouvant survenir que pour un tic supétieur ou égal 2 0
(rappelons que le temps commence avec le tic 0), et 'unique top de 1 sutvenant en 0, ’horloge de
«S+ 1 » est exactement celle de S.

I1.3.2. Extension des opérateurs scalaires

Toutes les opérations sur des valeurs de type scalaire peuvent s’étendre naturellement pour devenir des
opérations entre streams. Le stream résultant est le stream des combinaisons par I'opération scalaire des
valeurs instantanées des streams arguments. C'est 'exemple de I'addition entre deux streams donné plus haut.
Un autre exemple est la conditionnelle “a la Lisp” qui s’étend aussi sur les streams et qui est une fonction a
trois arguments.

Cependant, il faut noter que :

— Les extensions des opérations scalaires sont s#rictes : cela veut dire que le stream résultat n’a une valeur
définie que quand tous les streams arguments ont leur valeur définie.

Cela est valable méme pour la conditionnelle, alors qu'usuellement «if Sl then ALORSelse
SINONfi  » est défini suivant la valeur de I'expression booléenne Sl : si cette expression prend la
valeur booléenne vrai alors la conditionnelle est définie quand lexpression ALORSest définie,
méme si I'expression SINON n’est pas définie (et inversement quand Pexpression S| prend la valeur
faux 1.

1 T a conditionnelle est dite stricte en son premier argument car il faut que la valeur de la condition soit définie pour que la conditionnelle
soit définie, mais elle n'est pas stricte en ses autres arguments.

_ 18—



D Sur son domaine de dZfinition, IOhorloge dOune extensiessiddescalaire est donnZe patle
logique des horloges de ses argumdatsstream rZsultat OprogresseO chaque fois qu'un des
arguments au moins progresse.

D Quand on a besoin de la valeur dOun stream " un tic donnZ, et que cet instant nOest pas un top pour le
stream, la valeur utilisZe est la valeur calculZe au top prZcZdent. Si le top prZcZdent nOexiste pas, |
stream rZsultant nOest pas dZfini et sa valeur est

DZtaillons un exemple pour la conditionnelle. Soient trois streams dZfinis par

hSI =<V:V;V:;V;V:E<
vSI =<V;F;V;F;V;E<

hALORS =<V;F,F,F;F,E<
VALORS =<1;1;1;1;1;E<
hSINON =<F; V; F; V; F,E<
VvSINON =< 1:10; 10; 20; 20; E <

Le domaine de dZfinition déf CSI then ALORSelse SINONfi E est donnZ par IQintersection des
domaines de dZfinitionf0, # [N [0, # [N [1, # [. Sur le domaine de dZfinition, un tic est un top si c'est
un top pour IOun des trois argunm@ht&LORSou SINON Donc:

h(f SI then ALORS else SINON fi) =<F; V; V; V; V;E< )
v(i fSlthen ALORS else SINON fi) = < 1,10; 1;20; 1;E<

I1.3.3. Retard

La valeur en un top dOun stream re®ifdZst la valeur d& au top prZcZdent. En terme de suite,
IGopZration de retard peut se voir comme un dZcalage Overs la droiteO. Le stream retardZ nOest dZfini qi
partir du 2" top deT: en effet, la valeur prZcZdant le premier top d@existe peisla valeur
correspondante du stream retardZ est_doRar exemple

hT =<F; \4 F; V; F; VE < les tops ont ZtZ figurZ en gras,
vI =< 1; 1, 1; 2; 2; 3E< le tic correspondant au premier
top deT a ZtZ soulignZ et le
h($T) =<F; F, F V; F; V E< tic correspondant au deuxisme
v(sT) =< 1; L 1; 1; 1; 2E< top deT est mis en italique

Remarquons que si le stréapossede un seul top, alors le stream re$drdié possede aucun top.
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Figure 11.4 : Les opérations d’échantillonnage en 81/2. Nous avons représenté le résultat des opérations d’échantillonnage a l'aide d'un
chronogramme. 11 ne fant pas se laisser abuser par cette représentation utilisant des segments : les streams sont des entités discrétes et les tops

sont portés sur les axes fignrant les streams.
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11.3.4. Echantillonnage

LOZchantillonnage when B consiste ~ sZlectionner un setreamg dans un stream gr¥%o.ce ~ un
stream boolZes. Le stream rZsultamtest le stream des valeurgadservZes sur les topsedgui ont la
valeur boolZennerai (Cf. figure I1.4).

hT = <F; V; F; V; F; V .< VI = <1; 1; 1; 2; 2; 3 .<
hB = <v; V; F; V; F; V .< VB = <F; V; V; V; V; F .<
hE = <F; V; F; V; F; F .< VE = <1l; 1; 1; 2; 2; 2 .

Il faut remarquer que |IOextension aux streams de la conditidhnehehen .. else .. fi et
IOZchantillonnagken sont des opZrations essentiellement diffZrentes I0une detOaaitpeut Zcrire
IOune uniquement ~ 10aide de 10autre. En effet, IOhorloge dOune conditionnelle correspond ~ la rZunion d
horloges des arguments, alors que IOhorlog@etu est une sodsorloge de son*?¢ argument.
LOopZratewhen est le seul opZrateur qui petende construire un stream dont IOhorloge dZpend dOune
valeur calculZe.

E partir de |IQopZratetiren, qui est IOopZration dOZchantillonnage primitixe en peut construire
dOautres opZrations dOZchantillonnage plus spZeiaisZester etat :
D until correspond " un Ofiltre patssO la valeur et IOhorloge du strepmntil B) sont celles
deT, jusqu” IQoccurrence de la premisre vatewir de lawndirion B. Ensuite, le stream rZsultat nOa
plus aucun top.

D after correspond ~ un OfiltigasséautQ la valeur et IOhorloge du stre@mfter B) sont
celles da " partir de la premisre occurrencerai deB. Le stream rZsultat est indZfini avant.

D at correspond ~ un Odirac@ stream(T at B) nOa qu'un seul top et sa valeur est la valeur
observZe surlors de I0occurrence de la premisre valewri” deB.
La figure 1.4 reprZsente sous forme de chronogramme les opZrations dOZchantillonnage.

I1.3.5. Horloges et domaines de définition des expressions entre streams

_Notons & le domqineeddeinition du stream : c'est IOensemble des tics pour lesquels l&suite v
nOest pds Notons K I0ensemble des topx de'est I0ensemble des tics telsxgest fivrai. Attention,
dx et X sont des ensembles, et pas des suites caroudw.

Notons par® une opZration binaire scalaire quelconque Ztendue aux streams (par exemple IOaddition de
deux streams). La notati®n) o+ S est une suite, dZnotent&® valeur de la suige Avec ces notations,
on a les relations suivantes (Cf. figure:11.5)

d(cste ) = IN d(Clock) = IN

t(cste ) = {0} t(Clock) = IN

d(a®@B) = d(a) Nd(B)

t(A®B) = (t(A) Ut(B)) Nd(A®B)
d(sA) = { n | n € d(A) et Im, m<n, hA(m) = vrai }
t($A) = t(A) Nd($A)

d(A when B) = d(A) Nd(B)
t(A when B) = { n | VB(n) = vrai et n € t(B) } Nd(A when B)
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Figure I1.5 : Domaine de dZfinition et horloge dOune expression arithmZtique entre deux streams, en fonction des domaines de
des horloges des streams arguments.

D'autres exemples des quatres classes d’opérations, qui illustrent les régles précédentes, sont donnés dans
la table ci-dessous.

tic | O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10

vb
s | v F|F|F F|F | F|F | F F|F

ul
(6]
(6]
(6)]
(6]
ul
[6)]
(6]
(6]
(6]
(6]

_
(o)
a1
o
[
=

S+T 10 | 10 7 8 7 7 11 12
v(S+T) ! 10 | 10 | 10 | 7 8 7 7 |11 | 11 | 12
h(S+T) F V|V |F V| V|V |V |V F Y
$S 2 3 2 6 7
v$S ! ! 2 2 3 3 2 2 6 6 7
h$S F F V | F \Y F \Y F \Y F \Y;
$5
v$5 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
h$5 F F F F F F F F F F F
B \% F F \% \% F \ F
fBthenS 2 7 7 2 2 1 1 7 4
gseT
v(if E fi) ! 2 7 7 2 2 1 1 7 7 4
h(if E fi) F V| V| V|V V| V| V| |y F \Y
Swhen B 2 2 7
v(S when ! ! ! ! 2 2 2 2 7 7 7
B)
h(S when F F F F V| V| F F \Y F F
B)
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Dans la table prZcZdente, nous avons reprZsentZ les streams de la maniste soivatitestream est
Zcrit engras. Les horloges et les valeurs des streams sont donndesgareO. Les caracteres 2ifiigue
indiquent des streams que nous donnons arbitrairement afin de construire @exaaradere droit sont
figurZes les expressions qui doivent etre calculZes. Un espace laissZ blanc "~ un instant donnZ dans la
description dOun stream signifie soit que le stream nOest pas dZfini, soit que cet instant nOest pas un top. F
exemple, " IQinstant 0, la somma nOest pas dZfinia valeur de est dZfinie, mais pas cells diénOest
donc pas possible de calculer la valeur de la somme. Par fdimis&rit 3, la somme est dZfinie, mais il ne
sOagit pas dOun twjs ni T ne changent de valeur ~ cet instant.

[1.3.6. Expression implicite versus expression explicite des instants du temps

Les opZrations sur les streams introduitesi/en rBanipulent les streams globalement sans faire
intervenir explicitement le rang dOun ZIZment dans une suite, comme c'est le cas dans la notation

Un+1 = f(Un)

Dans la formule prZcZdente, le mmun ZIZment appara’t explicitement. Si on attache une interprZtatio
temporelle ~ une telle suite, le rang dOun ZIZment correspond "~ un instant du temps. LOexpression des instant
du temps doitlle «tre explicite ou implicikeLaisser implicite les tics et les tops dans la manipulation des
streams B2, prZsente de grands avantages
D e stream est dZcrit globalement, sans faire rZfZrence ~ un instant. On dZcrit doncele stigam C
et non pas via une de ses instantiations " un instamhe si cet instant est un instant gZnZrique.

D Puisque le seul opZrateardcalage dans le temps qui est permis est le retard, il nOest pas possible de
faire rZfZrence ~ un ZIZment futur dans le stream. Si au contraire il est possible dDaccZder explicitement
au rang dOun ZIZment, rien nOempsche alors de construire des expressions non cohZrentes avec un
interprZtation temporelle des streams.

b La dZpendance du prZsent par rapport au passZ est prise en charge par un opZratequitzmnalisZ
le meme statut par exemple qu'un opZrateur arithmZtique. Cette Ointernalisatisageddupas
temps dans les oerateurzBpermet une plus grande pmssance dOexpreSS|on Ainsi, c'est le
compilateur qui synthZtise les tics nZcessaires " la description dOun systeme, ~ partir des tics des sous
systemes (i.e. des instants pertinents dans |Qobservation desgeersess Par ailleurs, il est
possible de retarder toute une expression conspéexeonsidZrant IOexpress®ralors que si on
avait proposZ une notation faisant explicitement interueninstant courant, il aurait fallu
manpuler la dZfinition de (par exemple, en substituant toutes les occurrences detlQardice
1) dans la dZfinition d&g.

Contrairement " 82, Le langage ALPHA [MAU 89] permet de dZfinir des Zquatiomsniésuo+ des
ensembles dOindices apparaissent explicitement. Des opZrateurs permettent de manipuler ces ensemble
dOindices comme des touts. Cela permet de considZrer un programme comme la description dOun ensembl
de points (ou indices), une valeur Ztant attachZe ~ chaque point. Ce lasgageyrulili dZveloppement
dOalgorithmes systoliques, ne diffZrencie pas les indices qui reprZsentent I0Zcoulement du temps des indic
qui reprZentent des points de IOespace. Le programmeur ne raisonne donc pas en terme dOZcoulemen:
temporel, mais uniquement en terme dOespace dQindexation abstrait. Les indices qui, ~ IQimplZmentatior
correspondront ~ une exZcution sZquentielle (et donc au passage du temps) sont calculZs arbitrairement *
partir des espaces dOindexation, avec pour but, par exemple st haitémps dOexZcution. Comme le
langage ALPHA est destinZ au dZveloppement dOalgorithmes qui seront implZmentZs matZriellement (par
exemple sur un circuit VLSI), les ensembles dOindices que 10on considere sont restreints aux polysdres
convexes et les marlgions de ces ensembles sont restreintes aux transformations aféneses
restrictions, on dispose dOoutils permettant IQimplZmentation completement statique de ces systemes mais or
ne peut pas, par exemple, Zchantillonner un stream (ceiendraé ~ considZrer des OtrousO dans les
polyedres).
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I1.4. Définir des streams par des équations

I1.4.1. Systéme d’équations 81/2

Les opZrateurs que nous venons de dZfinir nous permettent de construire des expressions de streams qui
sont des fonctions sZquentielles et ~ mZmoire bornZe dOautres streams. |l nous reste maintenant ~ nommer
ces expressions et " les combiner de maniere dZclaratiggakinee la forme

identificateur = expression - de- stream
dZfinit un stream dont le nom édentificateur e dont IOhorloge et la valeur sont celles de
expression - de- stream . Un programmei® est constituZ par un ensemble dOZquations, par exemple
# A=5
@ , B=6 when Clock
" C=A+3B

Ces trois Zquations constituentywuze d'éguations qui dZfinit trois streards B etC. Ce systeme dOZquations
est aussi un programme dZclaratif @i spZcifie des relations entre les streams dOentrZe et les streams de
sortie.

Nous appelonsreams d'entréc les streams qui nOont pas de dZfinition et mgoondent ~ des donnZes
du programmedans IOexemple (2) il nOy en a aucun. Nous appelofiserre tous les streams qui sont
dZfinis par le programmiiA, B etC. Si on le dZsire, les valeurs successives des streams de sorties peuvent
stre imprimZes au cours de la simulation.

LOexZcution du programme (2) correspond " rZsoudre numZriqguement le systsme dOZiuahteons, c'est
~ ZnumZrer les valeurs des strégmBst C pour tous leurs tops successivement et dans IOordre croissant.

Le progamme (2) est un programmz28valide, qui peutre compilZ et ZvaluZ. Son Zvaluation
imprimera

AS$ <5<
BS$ <6; 6; 6 6E<
C$ < 9%11;11;11 E<

En fait, les streams constituent un cas particulier dOune structure plus gZnZrajei, éesnbinent dans

un cadre dZclaratif, le concept de stream et celui de collection. Pour simplifier, dans la suite de ce chapitre,
nous considZrons seulement des streams scalaires, i.e. des streams dont la valeur est de type entier, flottant ou
boolZen.

Remargons bien quei® ne permet pas dOZcrire nOimporte quelle Zquation. Par exemple, le systeme
suivant

#1=T+UU
2T =3

nOest pas un programme2 8valide car les Zquations ne sont pas donnZes sous la forme
identificateur = expression (1 et2*T ne sont pas des identificateurs de variable).
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11.4.2. La dZfinition par cas des streams

I1.4.2.a. Les Zquations quantifiZes

Il'y a des cas oe une seule unation ne suffit pas ~ dZfinir un stream. ConsidZrons par exemple le stream
du programméZ) ce stream nOest pas dZfini au tic¥B aedest pas dZfini au tic 0. Or on aimerait bien
pouvoir spZcifier une valeur initiale puPour cela, on utilise deux Zquatiamse Zquatiowalable pour le
premier tdpC et une Zquatioralable pour tous lestapsesC :

$ A=5

# B =6 when Clock
{ C@0=-27

" C=A+3%B

Le premier top est numZrotZ 0 et IOZquation dZfiBiggamtson premier top esC@0 = - 27 E. Le
symbole@0se lit Qu top CE. Attention ~ ne pas confondre lenZuo dOun top avec son rang en tant que
tic. Le premier top dOun stream peut tres bien survenir au tic 3673.

On dit que 10Zquatio€@0 = - 27 E estjuantifiZeour le top 0 par analogie avedZéinition par cas
dOune fonction f en mathZmatique
§ Q=1
f(n) = nf(n- 1), %>0
La quantification permet de prZciser le domaine de validitZ dOune Zquation.

Attention, la quantification ne porte pas sur les insantss rtagisne quantification correspond *
aiguillagen cha entre la valeur de plusieurs streams (pour le €reaanoix se fait entre le stream C
27 E et le streamAG $B E), la commande de cet aiguillage Ztant le numZro du prochain top attendu pour
produire le stream rZsultat (Cf. figure 11.6).

11.4.2.b. Pourquoi utiliser des Zquations quantifiZes plut™t qu'un opZrateur

Le lecteur qui se souvient de 1QopZrimgur(Clollowed byE) du langage LUCID, se demandera
pourquoi nous introduisons une notion de quantification des Zquations, plut™t querdOpilistaur
supplZmentaire permettant de combiner deux streams. LOapproche utilisZe en LUCID est aussi celle suivi par
LUSTRE et SIGNAL. Avec cette approche, IOexemple prZcZdent @evier27) foy (A + $B) . Cette
Zcriture est tres parlante, mais il devient difficile de faire des quantifications multiples comme par exemple

$ c@o= -27
# C@30 = 33
" C=A +3B

En effet, en LUCID, il faudrait Zcrire une expression qui comporteraitfBQ fois
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h l'aiguillage est
TRO = 10 v v commandZ par le
10/ @1 = A 17 numZro du prochain 4
- - 2B top attendu

tics
D i S e

lertop de T ce tic n'est pas un top de 2+me top de T 3eme top de T!
la valeur provient du Tlcar la dZfinition courante esi la valeur provient du la valeur provient du
stream10 celle du streama et ce tic streama stream2*B

n'est pas un top pour A

Figure I1.6 : La définition guantifiée des streams représentée comme un aiguillage entre différents streams. Les valeurs d’un stream en un top
sont représentées comme des jetons circnlant sur des arcs. Une définition quantifiée permet de choisir de quelle équation (i.e. de quel arc)
proviendra lavaleur an prochain top du stream. Ce choix dépend du numéro du prochain top attendu. On ne passe d'une équation de définition
a une antre, que quand un top s'est produit pour le stream défini par ['équation courante. Par exemple, an deuxiéme tic, ['équation courante est
celle qui définit le stream T comme étant égal an stream A\ Ce tic n’est pas un top de A et par suite, cette équation reste [équation de définition
courante de T jusqu'a ce gu'un top proviennent de A et déclenche le changement de définition.

Définition par des équations gardées

Cependant, I'inconvénient présenté par £by en LUCID n’est pas fondamental. Il existe une raison plus
profonde qui nous amene a préférer la définition par cas introduite par les équations quantifiées, a un
opérateur £by sur les streams.

La raison est que la quantification des équations correspond a une définition gardée et n’importe quel
prédicat! pourrait étre utilisé a la place du nombre qui suit le symbole @. Quand un nombre k suit le symbole
@, ce nombre correspond a un prédicat temporel qui est vrai quand le prochain top attendu a pour numéro Kk et
qui est a la valeur faux sinon. Le systeme suivant utilise les équations gardées de maniere plus complexe :

#x @0 = 10
3) | X @ ($X>5) = $X - 1 when Clock
X @ ($X!5) = $X + 1 when Clock

X$ < 10; 9; 8; 7; 6; 5; 6; 5; 6; 5 .. <.

Le systeme (3) définit un stream X dont le comportement est le suivant : sa valeur initiale est 10, chaque fois
que sa valeur est supérieure a 5 sa valeur est décrémentée de 1 (au rythme de Clock) et chaque fois que sa
valeur est inférieure ou égale a 5, sa valeur est incrémentée de 1 (au rythme de Clock).

Tie langage des prédicats autorisés et la stratégie de gestion des conflits (si deux prédicats valident deux équations simultanément) sont
en cours de recherche dans 81/2. Le programmeur doit actuellement se restreindre a un seul prédicat possible : « @n » qui a la valeur vrai
au néme top
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On ne peut pas traduire une définition gardée par un ensemble de définitions 81/2 non gardées. Par
exemple, la définition :

# X@g = a
X =b

ol g est un prédicat quelconque, qui se traduit par un stream booléen g$ ne se traduit pas par :
X = if g$then a else b

car les horloges des deux expressions sont différentes : 'expression conditionnelle a plus de tops que
Pexpression gardée (Cf. 11.3.2). Ainsi, il faut au moins rajouter un opérateur du type £by afin de pouvoir
réécrire expression correspondant a un prédicat @n en se passant des gardes.

1.4.3. Programmer avec des Zquations

Quand on programme avec des équations, 'exécution du programme correspond au calcul de la solution
du systeme d’équations. La question qui se pose donc a présent est de savoir si un systeme d’équations entre
streams admet une solution et si cette solution est unique :

— Si un systéeme d’équations entre streams 81/2 n’admet pas de solution, alors cela veut dire que le

programme 81/2 n’est pas valide : on ne peut rien calculer car il n’y a rien a calculer.

— Si un systeme d’équations entre streams 81/2 admet plusieurs solutions, alors il faudra choisir entre
calculer une solution particulicre (mais il faudra que nous la caractérisions d’une maniere ou d’une
autre dans 'ensemble des solutions), et calculer toutes les solutions (ce qui est fait par exemple en
PROLOG).

La réponse a la premicre question est : « oui, il existe toujours une solution a un systeme d’équations de
streams 81/2». Ainsi un programme 81/2 calcule toujours quelque chose de correctement déterminé. La
réponse a la deuxiéme question est : « si le systeme est récursif, la solution n’est pas unique ». Dans ce cas, on
peut compares solutions entre elles, 2 'aide d’une relation d’ordre, et s’arranger pour qu'un programme
calcule toujours la plus petiteces solutions.

En conclusion, I’évaluation d’un programme 81/2 calcule la plus petite solution du systéme d’équations.
Nous allons voir plus précisément ce que cela signifie.

1.4.3.a. Systeme rZcursif et syskouesiion

Un systéme d’équations est rZcursif une variable apparait dans sa propre définition, soit directement
(c'est le cas de la variable x dans le systeme (4) ci-dessous) soit indirectement (cas de la variable u dans le
systeme (5)) :

#Fu=v
w

(4) {X=$X+l (5)
w = $Sv

<
I

Dans les deux cas, la récursion se traduit par un CyCléans le graphe des dZpendances entre: lescvariables
x dépend d’une variable y si y apparait dans la définition de x (Cf. figure I1.7).

Si un systéme n’est pas récursif, alors il n’y a pas de cycle dans le graphe des dépendances entre les
variables. On dit que le graphe des dépendances est acycligu@n peut alors calculer trés simplement les
streams du programme : on commence par calculer les streams qui ne dépendent d’aucun autre stream, puis
on propage les calculs par un parcours en largeur dans le graphe des dépendances (Cf. figure 11.8. La situation
est analogue 2 celle d’'un systéme d’équations linéaires triangulairedans un systéme linéaire triangulaire, on
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peut ordonner les variables de telles sorte que le calcul de la valeur de la variable X ne dépende que des
valeurs des variables y qui précedent x.

Par conséquent, si le systetme d’équations n’est pas récursif, l'algorithme précédent nous montre qu'il
existe une solution unique au systeme d’équations.

systeme non-rZcursi b =

Qoo
T
O o \»n
+ +
oo
\/
o

systeme rZcursif direc systeme rZcursif indirect

u v
x=$x+l UX V= w
w = $Su

— = 4< ¢¢

Figure 11.7 : Systemes rZcursifsrécamsifs visualisZs gr¥ece " leur graphe de dZpendances entre les variables.

Ztapes de
I'Zvaluation
c c A 3
a=>5 \
b=6+a b \b @
c=a+b / %
a a — @
systsme d'Zquations grapheacyclique ordonnancement des calculs
non rZcursif (= non cyclique)

des dZpendances
entre variables

Figure 11.8 : Ordonnancement des calculs dans le cas @@uunrsifsteme non

11.4.3.b. La plus petite solution dOun systeme rZcursif

Cette situation n’est plus vraie pour un systeme récursif. Pour illustrer I'existence et la multiplicité des
solutions d’un systeme d’équations récursives, examinons le programme récursif suivant :

() {P=P+1

Rappelons que 'on cherche la solution de ces équations dans I’ensemble des suites temporisées. Si le systeme
(6) n’admet pas de solution dans I R, il admet une solution dans ’ensemble des suites : c'est la suite vide <<.
En effet, nous avons défini la suite vide << par :
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W< =< 1; 1; 1; .. <
h<< = < F; F; F; ..<

On vZrifie bien avec les regles de caleil @ue
<< + 1 = <<

pour sOen convaincre, il suffit de calculer le domaine de dZfisiienidet de sOapercevoir qu'il est vide.
Par suitep = << constitue bien une solution de (6). On peut montrer, en raisonnant par |Oabsurde, que c'est
la seule solution.

Cet exemple nOest pas une dZmonstration mais illustre le fait qu'on peut toujours trouver au moins une
solution ~ un systeme dOZquations entre stream&&gafons ~ prZsent un exemple dans lequel il y a
plusieurs solutions possihles

LR 5e

(7

Intuitivement, ce programme correspond ~ un OcompteurO qui compte ~ partedsysteme admet
pourtant une infinitZ de solutiartsut stream qU| a chaque top augmente He fait qu'il y ait une infinitZ

de solutions possibles, provient de ce que I0on nOa pagspleieam progressé peut progresser
tous les tics pairs, ou tous les tics correspondant = un nonmbier peéc. Par exemple, les streams suivants
(un espace laissZ blanc reprZsente un tic) sont solutions de (7)

Rl1 = <3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; .. <

R2 = <3; 4; 5; 6; .. <
R3 = <3<
R4 = <3; 4; 5<

ete.

Quand un systeme dOZquations admet plusieurs solutions, nous voulons nOen reteniugu'une
voulons que les programmes Soient dZterministesls doivent calculer toujours la meme solution,
indZpendamment du compilateue 8des conditions de IOexZcution, etc. Ledshtzixsolution calculZe ne
doit donc pas dZpendre dOun choix dOimplZmeiitdtdrprovenir dOun critere interne. Ce critere interne,
on le matZrialise par une relation dOordre, qui classe les streams solutions entre eux, et on choisit la plus petit
des solutions. Pour cela, il faut que la relation dOordre choisie permette de comparer les diffZrentes solutions
entre elles. C'est le cas si cette relation dOordre est un ordre total. Mais cette relation dOordre peut stre ur
ordre partiel si on montre gles diffZrentes solutions dOun systeme dOZquations sont toujours comparables.
C'est le cas avec IOordre choisi sur les streams.

La relation dOordre que nous avons choisie pour comparer les streams espAgvelation s, si
s; est un prZfixe de,. Le streans, est un prZfixe de, sOil existe un indiceel que les premisres
valeurs degy et de Is, coencident, de meme quetegremieres valeurs de yet \s,, et si IOhorloge sig
a toujours pour valeur le boolZ@ux pour un ZIZment dengasupZrieur ou Zgal."Par exemple

true ! Clock
cartrue etClock coencident sur IQinstant 0, puise nOa plus de tops (Cf. all.3.1).
Pour le systeme (7), le plus petit stream solRtisera le stream3. Tous les autres streams solutions
commenceront par la valeur 3 * cause de I0Zquation quantifiZe. RS stfeayant plus dOautres tops,
validera de facto I0Zquation non quantifiZe (puisque IOensemble des tops qui doivent la vZrifier est vide). Lt

streanR3 est donc une solution de (7) et il sefdixe de toutes les autres solutions. C'est donc ce stream
qui sera calculZ par8B
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En conclusion, le programme (7) ne dZfinit pas un compteur mais une constante. Que le lecteur se
rassure, il est possible de dZfinir des compteurg €(v8ir IOexemple (8) plus bas).

11.4.3.c. Vértfier que des streams sont solutions d’un systeme d’équations

LOobjet du chapitre V est de dZvelopper les techniques nZcessaires pour rZsoudre un systeme dOZquations
rZcursives entre streams. Pour le moment, nous nousteonte de vZrifier qu'un stream donnZ est
solution ou non dOun systeme dOZquations entre streams. Cette vZrification sOappuie sur le fait qu'on peut
associer une fonction ~ un systeme dOZquations. En effet, une Zquation de la forme

X = expression
peut se lire comme
x =f(x, Y, z, E)

o f est une fonction ex, y, z E sont les variables qui apparaissent dapsession . Plus
gZnZralement, les programmes@ennent tous la forme suivante

Xy =f (X1, X 2 E,X n)

Xz =f o(X1, X 2, B, X )

E -

Xn:f n(XlaX 21E1X n)
ce qui peut sOabrZger par

X=F( X)

avecF = (f ., f ,, E, f ) un vecteur de fonctions, ¥t= (x;, X », E, X ) un vecteur de
streams. Par exemple le programme

A=5

B = 6 when Clock

C@0=-27
C=A+%B

se traduit pak = F( X) oux = F '( X) suivant que IOon calcule le premier t@podeles autres tops,
avecx, F etF’ qui se dZfinissent comme suit

i -

5
6 when Clock ]
X+ $y

5 X
X = 6 when Clock Fly| =

-27 z

La solution dOun systeme dOZquatiofg x) est le vecteur de streaghqui vZrifieS = F(S) . Une
telle valeu est unpoint fixe de la fonctior-. Pour vZrifier qu'un vecteur de streams dShezt solution
du systeme dOZquations, il suffit donc de c&l@ilgret de vZrifier sQil est ZGl

Comme exemple, vZrifions que pour le programme suivant

X@0=3
(8) { X = $X + 1 when Clock

le streanT dZfini par

T =<3:4:;5 E<
hT =<V;V;V:E<
vT =<3;4;5; E<
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est solution du programme alors que le sftkam
U =<3;4;5E<
hU =<V;F;V;F;V;F;V;V;F; V;E<
vU =<3;3;4;4;5,5:6;7,7; 8, E<
nOest pas solution du programme (8). Le tabdessais calcule pas ~ BEE) etF(U) , o F est extraite

du programme (8). Dans ce tableau, une expression en gras comme paTexeIngiet «tre comprise
comme le rZsultat de IOapplication de la fokcifx+1l au streari.

tcs| 0|1/ 2|3 4|56 |7,8|9 E
T 3 4 5 6 7 8 9 [10 | 11 | 12 E
VT 3/4|5 |6 |7/|8]9|10|11]|12|E
HT ViV V| V| V| V| V| V|V | VvV|E
v | 3 4 5 6 | 7 8 | E
w 3 3 4 | 4 5 5 6 7 7 8 E
hu V| F| V| F|VI|F|V|F|VI | F E
Clock | V|V |V | V| V| V| V| V| V| V]| E
ST 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 E
SuU 3 5 6 7 E
ST + 1 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12
SU + 1 4 5 6 | 7 8
$T+1 when Clock 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12
$U+1 when Clock 4 4 5 5 6 7 7 8
(T@O = 3 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 | 12 E
$T+1 when Clock)
(u@o = 3 3 4 |4 |5 | 5|6 |7 |7|8]|E
$U+1 when Clock)

Nous nOavons pas fait explicitement figurer les suites de valeurs et les horloges de-chaque sous
expression, mais nous avons utilisZ la convention typographique de mettre des espaces sur un tic qui nOest pe
un top. On remarque, en comparant la imeelOavaderniere ligne du tableau que

T =FT) avedr fonction dZfinie paF(X) = (X@0= 3; X = $X+1 when Clock)
et en comparant la ligheet la derniere ligne du tableau, on peut voir que
U=#F ()

On vZrifie donc qud est solution en fait, le systeme (8) admet une solution unique. Remarquons la
diferenceVentre Ie~ systeme (7) et le syst-mpiz@&v)s la deirlition (8) @ela progression du stream solution
est imposZe par IOhorlog€ldek gr%.ce "~ I0opZration dOZchantillonnage.
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I1.5. Exemples de programmation avec
les streams 81,2

I1.5.1. Différences finies et sommes d’une suite
Soit un streany donnZ. On peut calculer le stredndes diffZrences entre deux de ses ZIZments
consZcutifs
du = U - $U
Le stream des diffZrences secondes, sOZcrirait
ddu = dU - $duU
On peut calculer aussi la somiruecourante de ses valeurs successives
iU = U + $iU

Mais cette dZfinition ne calcule pas ce que IQoauaurie valeur initiale nOZtant assignZEexpression
$iU nOest jamais dZfinie. Autrement dit, la solution de |OZquation prZcZdente est le stream vide. LOexpression
correcte de la somme courante du streast:

# iURO = U
''4u = U + $ivu

avec cette dZfinition, le premigr tiU a lieu en meme temps que le premier top eela valeur déU
est ” cet instant celle de Ensuite, chaque fois quechange de valeur, i.e. a un tapchange aussi de
valeur. A un top donnZ diffZrent du premier top, la valeils dst celle déU au top prZcZdent plus la
valeur daJ.

Le tableau suivant illustre ces dZfinitions pour un stréannZ (on figure les tics par des blancs)

U =<1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; <
du = < 1; 1; 1; 1; 1; 1; <
ddu = < 0; 0; O0; O0; O0; <
iv =< 1; 3; 6; 10; 15; 21; 28; <

I1.5.2. Equations récurrentes

Les exemples prZcZdents sont des exemples simples dOZquations rZcurrentestiguresnoihs

prZcisZment, nous nous intZressons aux suites mathZmatiques dZfinies par des Zquations du type

# X, = % une condition initiale

X,41 = F(X,) |0Ztat courant dZpend de IOZtat passZ par une fonction dOZvolution

Ce type de dZfinition se traduit immZdiatement/2pa& un systeme dOZquations qui peut, paplexem
prendre la forme suivante

# X@O = XO

' X = F($X) when Clock

On voit que le programme/8a une forme tout a fait comparable, exceptZe la prZsence de I0Zchantillonnage
Cwhen Clock E qui est I" pour fixer le rythme dCNJZvvqution de lalssiteps delock correspondent ”
IOZnumZration des indices de laxguitdous avons dZj” vu dans IOexemple (7) que |IOabsehesmde C
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Clock » résultait en la définition d’un stream ne possédant qu'un seul top (provenant de la définition
quantifiée, i.e. ici« X@0 = xq»).

[1.5.2.a. Multiples conditions initiales

Les équations récurrentes possedent souvent des conditions initiales qui portent sur les k premieres

valeurs de la suite :

Xo = X
Xl = X5
Xk = Xk

Xntk+1 = F(Xpsxr Xpik-1r w0 Xp)

Ce type de systeme se traduit en 81/2 par :

X@o X
X@1l = x; when Clock

X@k = x; when Clock
X = F($X, $S$X, .., S.kfis-SX) when Clock

La présence de « when Clock » dans les équations quantifiées @1, ... @k, peut surprendre. Afin d’éclaircir

le pourquoi de cette définition, examinons la définition suivante :

X@0 = x,
Xl = x;
X@k = xy
X = F($X, $8X, .., S.ifois-3X) when Clock

qui différe de la précédente par I'absence des « when Clock » dans les définitions quantifiées. Regardons

comment se comporte ce dernier systéme au cours du temps :

au ticO
Les expressions X, ..., Xy sont supposées ctre des streams constants correspondant a des constantes
scalaires. Pour de tels streams, le tic 0 correspond a un top. Les expressions $X, ..., $..$X ont une

valeur indéfinie. Par suite, 'expression F ($X, .., $..$X) aune valeur indéfinie, ainsi que F ($X,
wys $..8X) when Clock.

La définition quantifiée de X sélectione le stream de I’équation quantifiée @0 pour calculer le premier
top de X. Il se trouve que le stream X, qui correspond a cette équation a justement un top au tic 0. La
valeur de X devient donc aussi la valeur de X.

au tic 1

Le tic 1 ne correspond pas a un top pour les streams constants X, ..., Xx. En fait, ces streams
n’auront plus jamais de top.

La valeur de $X n’est définie qu'a partir du deuxiéme top de X (Cf. §11.3.3). Le tic 1 est donc un top
de $X que si ce tic est aussi un top de X. Dans ce cas, la valeur de $X sera la valeur de X au top
précédent, i.e. au tic 0. Si le tic 1 n’est pas un top pour X, la valeur de $X n’est pas définie.

La définition quantifiée de X agit comme un aiguillage et la valeur du stream X doit provenir a présent
de ’équations quantifiée @1, puisqu'on veut élaborer la valeur du deuxieme top de X. Par conséquent,
le tic 1 est un top pour X si c'est un top pour X; (auquel cas la valeur de x; devient la valeur de X).
Mais, le tic 1 n’est pas un top de X;.

En conclusion, le tic 1 est un tic pour X, la valeur de $X est indéfinie et on peut passer au calcul du tic
suivant.

_33_



+ autic2
En fait, la méme situation se reproduit : 'équation qui définit X est 'équation quantifiée @let cela
sera vrai, jusqu'a ce qu'un top provienne de cette équation, auquel cas, ’équation de définition de X
deviendra I’équation quantifiée @2
Mais, le stream X7 n’aura plus jamais de top. Aucun des tics a venir n’amenera de top qui débloquera

la définition de X. Aucun des tics a venir n’est donc un top pour X.

La définition précédente ne réalise donc pas le calcul d’une suite récurente : il faut forcer le passage de X
d’une définition 2 une autre. L’utilisation de when Clock permet d’imposer des tops aux constantes X; et

donc de faire progresser le systéme. En effet, une expression comme « C Wh en Clock  » a pour horloge et
valeur :

h(c when Clock) = <V; V; V; V; V; V; E <
v(c when Clock) = <c; ¢; ¢;c; c; ¢, E <
Quand donc on attend, 2 pattir du tic 1, le prochain top de X sur la définition quantifiée @1 cette définition

produit un top (au méme instant) et fournit la valeur X; comme nouvelle valeur de X (au tic 1). Et ainsi de
suite : le top suivant de X se produit au tic 2 et a pour valeur X3, etc.

Pour obtenir une écriture “plus symétrique” du systéme, on aurait pu écrire « X@0= Xg when Clock  »,
ce qui n’aurait tien changé au résultat : les tops supplémentaires de « X When Clock » par rapport 2 « Xg »
cortespondent 2 tous les tics strictement supérieurs a 0 et ceux-ci ne sont pas utilisés par la définition de X:
seul le premier top de 'expression quantifiée @0est utilisé.

11.5.2.b. Systemes d’équations récurrentes

Les streams peuvent se définir récursivement les uns en fonction des autres. Par exemple :
$U=0
H U1 =U +1
'I' VO =1
Vn+l:V n*U n+l

Ce systéme définit les suites Uy = N et V,, = Nl et il se traduit en 81/2 en utilisant le schéma précédent :

$ v@o=1
# U =8$U + 1 when Clock
i V@0=1

V =%V * U when Clock

En fait ici, un seul « when Clock  » serait suffisant, par exemple sur la définition de U. En effet, I’horloge
de «$V * Uy est, sur le domaine de définition cortect, I'union des hotloges de $V et de U. Cette hotloge
contient donc au moins les tops de U, qui sont ceux de Clock . L’adjonction de « when Clock » sur la
définition de V est donc inutile, mais garde une forme symétrique aux définitions de Uet V.

11.5.2.c. Systemes d'équations récurrentes partielles

11 arrive parfois que 'on définisse des suites dont 'ensemble des indices n’est pas | N, mais un sous-
ensemble de | N. Par exemple, dans le cas des méthodes numériques de relaxation dites « rouge et noite », on
est amené a calculer une suite U, (litération « rouge ») et une suite V,, 4 (itération « noire »). On aboutit

ainsi a une définition qui prend par exemple la forme suivante :

§ Uiz = F (Vani1)
V2n+1 =G ( U2n)
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En 81/2, on peut générer une hotloge pour les tics paits et une hotloge pour les tics impairs de Clock |, par
exemple a partir d’un compteur, et utliser ensuite ces hotloges pour définir U et V de la maniére suivante :

$ cpt@0 =0
cpt = $cpt + 1 when Clock
n
Hpair =0== (cpt%n 2 )
# Himpair = not Hpair

n U@0 =u, when Hpair
U =F (V) when Hpair

« V@O0 =v 4 when Himpair
V =G (U when Himpair

Le compteur CPt compte les tops de Clock ; le stream Hpair est un stream de type booléen qui a pour
valeur vrai  quand CPt est un multiple de 2 (Popérateur Y%est Popérateur modulo et == est I'opérateur
d’égalité, comme dans le langage C). Contrairement 2 Clock ou a true , la valeur de Hpair n’est pas
constante : elle vaut faux quand Cpt prend une valeur impaire. Les tops de Hpair sont ceux de Cpt qui
sont ceux de Clock . Les tops d’une expression « X when Hpair  » sont, sur Iintersection des domaines
de définition de X et Hpair , les tops de Hpair sur lesquels Hpair prend la valeur vrai . Ces tops sont

donc ceux pour lesquels CPt  prend une valeur paire. On peut faire le méme raisonnement pour Himpair

On remarque qu'on n’utilise pas de délai dans les expressions générales de U et de V: les tops de Uet de
V étant entrelacés, la valeur de V nécessaire au calcul de U est celle disponible 2 linstant courant et
réciproquement.

A titre d’illustration, si on prend F(X) = G(X) =x+1,etug=0,V; =1, on obtient les streams Uet V
suivants :
hU = <v; FViFV, RV, FE-«<
vU = <0; O0; 4 =

hv = <F; V. F V:;F, V. F V; E<
VV = <% 1 . 3 3 . .

11.5.2.d. Compter les tops dOun stream

La suite des entiers naturels, énumérés au rythme de Clock | est définie en 81/2 par exemple par :

§ n@0 = 1 when Clock
n =1+ $n when Clock

Si on veut compter les tops d’un stream X, il suffit de construire un stream booléen qui vaut vrai  pour
chaque top de X et de remplacer Cl 0CK par ce stream dans les équations précédentes. Un stream qui vaut
vrai et a pour tops exactement les tops de X, est donné tout simplement par « X == X». Par suite, un
compteur de tops du stream X est donné par :

§ tops_de X@0=1when (X==X)
© tops_de_X =1+ $tops_de_X when (X==X)

Comme l'expression « when (X == X) » est fréquemment utilisé, il existe en 81/2 un opérateur
d’échantillonnage analogue 2 When mais qui n’est commandé que pat ’hotloge de son deuxiéme argument ;
c'est synchro

§ tops_de_ X@0 = 1 synchro X

© tops_de_X =1+ $tops_de_X synchro X
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Remarquons que le premier top de X ne se produit pas nécessairement en 0, il est donc indispensable de
conditionner la constante 1 par « Synchro X» sinon on introduirait un top parasite au tic 0. L’expression
«csynchro  X» a pour tops exactement les tops de X et a pour valeur C. Par exemple (les tics qui sont des
tops de X sont en gras) :

hX= <F FF V;F, Vi VVFF,  VIE<
h(c synchro X) = <F,F; F; V:F: V. V. F F: V: E <
v(c synchro X) = <1l: 1:1: ¢cic. <¢C c.cc cE<

11.5.2.e. Deux suites récurrentes bien connues

La suite de Fibonacci peut étre construite au fil des tops de Clock par :

fib@0 = 1 when Clock
17 fib@1 = 1 when Clock
fib = $fib + $$fib when Clock

La suite des factorielles, se programmera par exemple par :

$ n@0=0
#

n = $n + 1 when Clock

" fact@0=1
fact = n*$fact

dans cet exemple, le stream N impose ses tops au stream fact

I1.5.3. Modélisation d’une file d’attente

Une file d’attente est un processus qui sert de Zampon entre des clients et un serveur. Nous voulons observer
la longueur d’une file d’attente.

Nous supposons que la probabilité %de recevoir une demande de setvice est constante. Le nombre %
correspond 2 la probabilité de recevoir une demande de service entre les instants t et t+1 . Nous
supposerons aussi que les demandes de service sont séquentielles : entre deux instants consécutifs, il y a au
plus une seule demande de service. Le serveur est défini par une probabilité U de fin de service : cette
probabilité est constante et correspond a la probabilité que le service en cours de traitement s’achéve entre les
instants t et t+1 .

La file d’attente, décrite par un nombre représentant le nombre de clients en attente, peut évoluer de
quatre manieres différentes :

— ¢’il y a une arrivée de client et une fin de service, la longueur de la file d’attente reste la méme ;
— ¢’il y a une arrivée et pas de fin de service, la longueur de la file d’attente augmente de 1 ;

— ¢l y a une fin de service et pas d’arrivée de client, le nombre de clients en attente diminue de 1, ou
restea 0 ;

— ¢l n’y a ni arrivée, ni fin de service, le nombre de clients en attente reste constant.

Par ailleurs, la file d’attente est initialement vide, et il n’y a un service que s’il y avait précédemment un client
dans la file d’attente.

Le systeme 81/2 correspondant a la simulation de la file d’attente peut donc s’écrire de la maniére
suivante :
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$ arr ivZe = Clock -(1/%

service = $file 11
fin_de_service = service & Clock (1w
file@0 =0
n file =if arrivZe & fin_de_service then $file
I else if arrivZe then $file + 1
. else if fin_de_service then $file -1
else $file
On peut remarquer que file  a un top chaque fois que arrivZe  ou que fin_de_service a un top, ce

qui est bien en accord avec le fait que la longueur de la file d’attente est modifiée soit par 'arrivée d’un client,
soit par une fin de service.
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III. Les collections 81/2

IT1.1. Introduction

Avec la notion de stream nous avons modélisé I'aspect fempore/ d'un systeme dynamique. Mais les
systemes dynamiques présentent aussi un aspect spatial a travers la structure d’un état. Un état est une
fonction d’un ensemble de points, les points de I'espace, dans un ensemble de valeurs. Les points de 'espace
peuvent avoir un nom explicite : c'est le cas d'une variable d'état a valeur scalaire. Mais ils peuvent aussi avoir
un nom implicite : si on s'intéresse a une image de télévision (Cf. exemple développé au §1.4.2.2) une
variable d’état correspond alors a un ensemble de points (les pixels) qui eux n’ont pas de nom explicite, mais
qui peuvent étre désignés implicitement ; par exemple, le premier pixel en haut et a gauche de Iimage. En
accord avec cette analyse, on peut désigner dans le langage 81/2 les points d’un espace de deux manieres
différentes :

— par un identificateur alphabétique (un nom de variable),

— par un index entier pris dans lintervalle [0, n] .
Dans ce chapitre, nous étudierons essentiellement la désignation par un index, le nommage par un
identificateur alphabétique constituant une commodité qui peut toujours s’y ramener. Nous verrons dans le
prochain chapitre comment donner un nom 2 un point. Soit S un ensemble de valeurs appelées scalaires :
booléens, flottants, entiers, etc. Un ensemble de valeurs prises dans S et indexées par un entier pris dans
lintervalle [0, N] correspond 2 un vecteur de N+1 élément de S. L’ensemble S" des vecteurs de N
éléments pris dans S est défini par le produit cartésien S X ... n fois ... X S.

L'objet cortrespondant aux variations d'une valeur dans l'espace, un champ, est donc un élément de S".
Une trajectoire dans S" est un #ss# : c'est un stream de vecteurs. Mais de maniére duale, on peut voir un tissu
comme un vecteur de streams. Le tissu est 'objet défini par une équation 81/2. Les équations que nous avons
vues dans le chapitre précédent définissent des streams de scalaires, qui sont un cas particulier de tissus (en
prenant N = 1). Nous pouvons aussi voir un champ ¢ comme un cas particulier de tissu en considérant un
stream ayant un seul top et dont la valeur en ce top, est le champ ¢ Ainsi, dans ce chapitre, “tout se passe en
un seul top”.



11.2. Manipuler des ensembles de valeurs
OcommedestoutsO

Rappelons (Cf. §1.4.2), que nous voulons manipuler les champs comme des .t0Mt& caractéristique est
nZcessaiser plusicurs raisons :
— Taille du moddler’est pas possible d’expliciter les relations entre chaque point de Pespace.

— Invariance des lois dOZugliitiod’évolution d’un systéme dynamique sont les mémes en tout point
de Iespace (et a tout instant du temps).

— Approche unifoetnglobalgous voulons traiter uniformément espace et le temps.

— EfficacitZe traitement déclaratif des ensembles doit se faire globalement afin d’étre efficace.

Nous devons donc développer un langage permettant de manipuler des vecteurs comme des touts. Pour
marquer qu'on les manipule globalement, nous utiliserons le terme de collectiotine collection présente les
caractéristiques suivantes :
— une collection a un nombre borné d’éléments. Cette condition est plus forte que la condition d’un
ensemble discret d’instants, car les éléments d’une collection devant étre disponibles tous
simultanément, il faut pouvoir les loger dans la mémoire bornée d’un ordinateur.

— Les points de I’espace sont indépendants du temps (Cf. {1.4.2). Par suite, le nombre d’éléments de la
collection ne dépend pas de I'instant considéré ou de la trajectoire particuliére suivie par le systeme.

111.2.1. Collections et reprZsentations des champs associZs ~ une Ztendue physique

Souvent, un champ correspond 2 la variation d’une valeur sur une étendue physique (par exemple une
image photographique). Une collection correspond alors a une discrZtisation sidepte champ : la structure
méme de cette discrétisation est posée a priori par le programmeur et elle n’évolue pas au cours de la
simulation.

Dans ce document, nous avons décidé de simplifier le traitement de I'espace et par conséquent nous
n’envisageons pas la notion de voisinage. Cela se traduit pour les collections pat le fait que I'indexation des
éléments d’une collection est arbitraire et ne refléte pas la structure de I’espace sous-jacent a un champ. La
figure II1.1 indique a titre d’exemple plusieurs fagons, utilisées dans la littérature, pour représenter les points
d’une surface par une collection [MIL 89].

Bien que l'on puisse représenter tout champ discret par une collection, en numérotant de maniére
arbitraire les points du champ par un entier et en considérant le vecteur des valeurs indexées par ces entiers, il
est bien commode de pouvoir désigner des portions de 'espace et non plus seulement des points. En fait,
c'est indispensable si 'on veut désigner des régions de I'espace et des portions de champ comme des touts.
Cela conduit a hiérarchiser les points de I'espace en considérant qu'une région de I'espace peut se voir comme
un point dans une structure d’espace d’ordre supérieure ; nous avons déja fait cela quand nous avons donné
un nom @ 2 une image de cinéma (Cf. §1.4.2.2), 'image désignait alors 'ensemble de ses points (X, Y) .
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Figure L1 : Plusienrs discrétisations possibles d’un champ a dense dimensions par une collection. Le probleme est d'associer un élément de
la collection a un point de la surface discrétisée. On a représenté la surface par un grand rectangle et les points discrétisés de la surface par les
petits rectangles. Une collection étant un vectenr, il suffit de savoir numeéroter les points d’une surface par des entiers pris dans l'ensemble {0,
ey D} pour obtenir la collection associée. On pent attribuer un numéro arbitraire a chaque point mais il'y a des numérotations qui sont plus
usitées que d'antres. Cette figure présente quatre numérotations courantes : les numeéros de chaque petit rectangle correspondent a l'indice du

point dans la collection associée.

Cela conduit donc naturellement a izbriguer les collections. Une collection imbriquée peut se voir comme un
arbre: les feuilles de I'arbre correspondent aux points atomiques de l'espace et les nceuds intérieurs
correspondent a des régions de I'espace. Le nombre d’imbrications s’appelle la dimension de la collection (Cf.
figure I11.2).

Dans ce chapitre, nous ne considérerons que des imbrications homogénes. Une imbrication de collections
est homogene si toutes les régions de 'espace définies par les imbrications sont semblables. Autrement dit,
les éléments d’une collection homogene ont tous la méme dimension et si on considére la collection
homogeéne comme un arbre, le nombre de fils d’'un nceud de P'arbre est le méme pour tous les freres du
neeud. La figure 111.2 donne un exemple de collection homogene et de collection non homogene. Nous

verrons les collections non homogenes dans le chapitre I'V.
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/’\ dz’mm;:';
AN

L]

ARG WAN %\/N

oo AQ
collection hétérogene B collection B vue comme un arbre
Figure II1.2 : Imbrication | ene et non-homogéne de collections. I\ est homagene car chagque élément de A a la méme dimension et chaque

élément de A\ a le méme nombre de frérves dans la structure. Ce n'est pas le cas de B : les éléments de B n'ont pas tous la méme dimension (on
ne pent donc parler de \a dimension de B) et le nombre de fréres d'un élément, a un nivean donné, n’est pas constant.
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Figure 1.3 : Quatre manicres classigues (parmi d’antres) de représenter nne surface par des imbrications de collections. Les ronds
représentent les éléments de la collection. 1es ronds blancs sont des scalaires et correspondent aux points de la surface. Les ronds gris et noirs
correspondent a des collections et sont des éléments dans une collection d’ordre supérienr. On a délimité sur le H-tree et le Quad-tree par nne

bordure de méme grisé, les régions de l'espace gui correspondaient a un élément de I'imbrication des collections.
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La figure II1.3 donne plusicurs exemples classiques de représentation d’un champ sur une étendue
physique a deux dimensions (pat exemple une image) par des collections imbriquées. Ces représentations ont
des propriétés différentes qui font que dans un cas donné, on utilise une représentation plutdt que telle autre.
Par exemple, dans le cas d’un H-tree ou d’un Quad-tree, le nombre d’imbrications est dépendant du nombre
de points de la surface alors que dans le cas d’une représentation par hyperplan (vecteur de lignes ou vecteur
de colonnes) le nombre d’imbrications dépend de la dimension de 'espace physique a représenter.

Les exemples de la figure I11.1 et IT1.3 nous montrent que la représentation de l'espace par une collection,
ou par une imbrication de collections, est largement arbitraire et qu'il n'y a pas une représentation “naturelle”
qu'une autre. En particulier, la dimension d'une collection ne correspond pas nécessairement 2 la dimension
de l'espace a représenter (Cf. figure II1.1 et le H-tree et le Quad-Tree dans la figure I11.3).

[11.2.2. GZomZtrie dOune collection

Dans tous le reste du document, le terme de collection désignera aussi bien une collection d’éléments
scalaires qu'une collection imbriquée. Dans ce chapitre, les collections sont toutes des collections homogenes.
Puisque nous permettons les imbrications homogenes de collections, nous allons devoir parler de la structure
de ces collections. Nous nommerons cette structure gZomZtrie

D'un point de vue purement informatique, en termes de structure de données, la géométrie d’une
collection correspond au type d’un vecteur. On peut décrire plus ou moins précisément le type dune
imbrication de vecteurs. Dans le langage C par exemple, le type d’un vecteur fait intervenir le type des
éléments et leur nombre!, mais dans le langage ML la description du type d’un vecteur se réduit au seul type
de ses éléments.

la géométrie de la collection T est int[3, 2]
% dinal
iéme cardina o T={{12}, (3. 4} {5, 6}}
—
_
_
_

. A

P 3 — T.0 T wltction T2 ——

T2 4¢—| |T.00 T.0.1 T.1.0 T.1.1 T.2.0 T.2.1

l 1 2 3 4 5 6

valenrs scalaires de
[31 2] la collection T.2

Figure I1l.4 : La gZomZtrie des collections imbriquZesihomogenes de 8

En 81/2, on décrira la géométrie des collections homogenes comme le type des éléments des collections
feuilles, suivi par une liste de nombres entre crochets, le ™ nombre représentant le nombre d’éléments

1 Sauf éventuellement pour la premiére dimension : int A[][5][2] est une déclaration valide de vecteur en C. Elle correspond a un
vecteur dont le nombre d'éléments est inconnu, ces éléments étant des vecteurs de 5 éléments de 2 entiers.



contenus dans l&"¢ niveau dOimbrication (Cf. figure I11.4). Ce nombre sera dZsignZ sous le™om de i
cardinal

[11.2.3. Notations

111.2.3.a. fnumZration et dZsignation des ZIZments dOune collection
Nous allons noter les ZIZments dOune collectiof etire Les ZIZments dOune collectianssnt
indexZs ~ partir de 0. Par exemple la collection de 4 ZIZments"#afiZment vaut i sOZcrit
{0, 1, 2, 3}

Si on suppose que la collection correspond " la discrZtisation usuelle dOun espace unidimensionnel, alors les
virgules correspondent ~ IOadjacence spatiale, de la meme manisre queirtpilpoatrrespond ~ la

succession temporelle des ZIZments dOun stream. La collection vide est celle qui ne comporte aucun ZlZment.
Elle se note

{}
LOZIZmeptde la collection se note
V.

Par exempl¢0 1 2 3}.2 I 2. LOimbrication des collections se note "~ travers IQimbrication des
accolades (Cf. figure I11.4).

111.2.3.b. GZomZtrie dOune collection homogene

La gZomZtrie dOune collection dZments de typesOZcrit
" [n]

Par suite, si nous avons besoin de dZnoter la gZomZtcelldedDs de collections denentiersE, nous
Zcrirons

(intfm])[n] ou sans les parenthesest[m][n]
Cette Zcriture se simplifie en
int[n, m] (attention, remarquez 10invetsitas cardinauy

Si la valeur de et demest laissZe indZterminZe, alors cette gZomZtrie dZsigne toutes les collections qui
correspondent ~ I0imlation homogene "~ deux niveaux dOentiers. On peut aussi gaftdlkEmante
gZomZtrie, en omettant le type scalaire

[n, m]

dZnote la gZomZtrie dOune collectioncdiections denscalairele type de ces scalaires (entier, boolZen,
E) Ztant indZterminZ. Le contexte doit permettre au compilateur de rZtablir le type scalaire manquant.

[11.2.3.c. Fonction

Nous aurons besoin dans la suite de pouvoir spZcifier des fonctions. La dZfinition dOune fonction
correspond simplement ~ une expression patéenditi dZbute par le mofiffunction

1 La liste dZcrit ainsi naturellement les isme cardinaux dans l'ordre des imbrications.
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function incr(x) = x+1
function f(x, v) x+y

On ne peut pas dZfinir de type pour une fonctamn nOindique ni le type des arguments, ni le type du
rZsultat. Les fonctions sont des exprespmiysorpligs peuvent sOappliquer ~ toutes sortes de collections.
Par exemple, la fonctidmer prZcZdente peut sOappliquer ~ des vecteurs de tailles diffZrentes. Ainsi, avec
les dZfinitions prZcZdentes, on peut Zcrire

float a[2] = 33.0

int b[4] = 2

incr(a) ! {34.0, 34.0}
incr(b) ! {3, 3, 3, 3}

LOapplication dOune fonction se note commeoarbien, sans parentheses ni virgules pour la liste des
arguments

£(1, 2) ! 3 oubien £ 121! 3

Mais pour les fonctions prZdZfinies usuelles (fonctions arithmZtiques, E, prZicatais utiliserons les
conventions infixes habituelles et nous Zcriwh3 E plut™t que ¢2, 3) E.

111.3. Les opZrations sur les collections

Jusqu” prZsent, les collections ne se distinguent pas des geoteutss tableaux PASCAL. Ces
langages nOoffrent comme opZration primitive sur les vecteurs, que IQacces ~ un ZIZment. Les opZrations qu
operent globalement sur les ensembles doivent alors stre reconstruites (sZquentiellement) ~ partir des
opZrations sur les donnZes ZlZmentaires. Dans cette section, nous allons examiner les opZrations qui
permettent de manipuler des vecteurs comme des touts, ce qui justifie leur renoneo kg @mde

Au passage, et bien que cela ne soit pas la prZoccupation de ce chapitre, il faut remesquer que |
opZrations qui manipulent des ensembles comme des touts sont au fondement de la programmation data
parallsle. En effet, les opZrations sur les collections encapsulent un ensemble dOopZrations ZIZmentaires
concurrentes et coordonnZes sur les ZIZments de la collection, ensemble dOopZrations qui pourront etre
implZmentZes de maniere parallsle sur une machine cible. Les ZIZments de la collection seront rZpartis dans la
(les) mZmoire(s) de la machine parallsle et les opZrations sur les collectionsrseptnadeisocalculs
rZpartis entre les processeurs de la machine parallsle. Cette approche du parallZlisme de donnZes sera
dZveloppZe dans le chapitre V.

111.3.1. Les trois extensions dOune fonction ~ une fonction sur les collections
Si £ est une fonction qui prend des arguments dettyjleexiste traditionnellement trois fasons

dOZtendfepour la faire agir sur des vecteurs dOZIZmentstdettgipeaille quelconquidalpkextension,
la betarZduction et le balayage.
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HI.3.1.a. Alpha-extension

A

L’alpha-extension!, notée " en 81/2, est un opérateur qui permet de transformer une opération sur des
éléments de type S en une opération sur des collections de a, en appliquant la fonction élément par élément

(Cf. figure II1.5). La forme la plus simple est sans doute I’alpha-extension d’une fonction unaire :
function f(x) = - X
7~ {0, 1, 2, 3}

= {f(0), f((2), f(2), f(3)}
= {0, -1, -2, -3}

L’alpha-extension d’une fonction unaire correspond a opérateur map en Lisp et consiste a appliquer la
fonction a chaque élément de la collection.

|
| |
\ v v v v v
. (

f estdetyge ! " # £~ estdetyge ! [n] " #[n]

Figure 115 : Schéma de principe d’une alpha-extension : ™ est un opératenr qui prend une fonction ¥ et qui renvoie une fonction ¥ qui

agit sur des collections.

Cette définition se généralise pour des fonctions a plusieurs arguments :

+7 {1, 2,3} {4, 5, 6}
= {1+4, 2+5, 3+6}
= {4,7,9}

Un autre exemple avec une fonction a trois arguments :

function g(x, y, z) = if (X) then y else z fi;

g” {true, false, true} {1, 2, 3} {100, 200, 300} = {1, 200, 3}

HI.3.1.b. Alpha-extension explicite et implicite : ambignité

L’alpha-extension peut étre explicite, comme dans les exemples précédents, avec 'opérateur ”*, ou bien
implicite pour certains opérateurs courants, ce qui permet d'alléger les écritures. En effet, pour étendre une
fonction scalaire afin d’agir sur une imbrication 4 N niveaux, il faut udliser N fois le signe *, patr exemple :

+M {1, 2}, {3, 4}} {{10, 20}, {30, 40}}

e nom provient de la communauté APL et n'a rien a voir avec le lambda-calcul, et il en va de méme pour la béta-réduction.



ce qui est une Zcriture inutilement lourde, |@atehaion correcte pouvant stre dZterminZe " pasir d
arguments. C'est pourquoi, ere 8Oaphaxtension est implicite pour tous les opZrateurs arithmzZtiques (
*, E), les opZrateurs relationnels, {, E), les opZrateurs logiquess( | |,E) et la conditionnelle
if..then..else..fi. On utilise aussi la notation infixe usuelle pour les opZrations standards.

LOalpheaxtension de IQaddition des collections prZcZdentes sOZcrit alors:simplement

{1, 2}, {3, 4}} + {{10, 20}, {30, 40}}

|QopZrateurE Ztant surchargZ afin dOopZrer aussi bien sur lesgseatairedes collections de gZomZtrie
guelconque.

Cependant e, |Qalphextension nOest implicite que pour les fonctions dZfinies initialement sur les
scalaires. Pour les autres fonctions, qui agissent des le dZpart sur des collectiexenatptiait stre
explicite. En effet, [Oakhxdension implicite des fonctions peut stre ambigu' lorsqu'on applique " des
collections imbriquZes une fonction qui agit dZj~ sur des collections.

Pour illustrer ce probleme, prenons I0exemple de la farstiense qui inverse l'ordre des ZIZments
dOune collection
reverse { {1, 2}, {3, 4} } = { {3, 4}, {1, 2} }
correspond " IQapplication usuelle de la fometicsrse sur une collection, alors que

reverse” { {1, 2}, {3, 4} } = { reverse{l, 2}, reverse{3, 4} }
= { {2, 1}, {4, 3} }

correspond " IQalplstension de la fonctiareverse. On note bien que le rZsultat nOest pas du tout le
meme. Visuellement, en reprZsentant les collections de collections de scalaires pax des tablea

12 34 112 21
reverse | 3 4 =112 alors que reverse 34 =14 3

Autrement dit, suivant qu'on appliquererse ou IQalpkextension deeverse, on inverse les lignes ou

les colonnes du tableau. Si IGalgthtion reste implicite, on ne peut plus exprimer les deux fonctions. Une
autre illustration de ce probleme est donnZe par la fopetiaiil qui retourne le nombre dOZIZments au
OtoplevelO dOune collection

cardl { {a, b, ¢}, {d, e, £} } = 2
cardl” { {a, b, ¢}, {d, e, £} } = {3, 3}

l11.3.1.c. Alphextension des constantes scalaires

Par ailleurs, pour allZger les Zcritures, les constantes scalmmglicéemestrchargZes afin de dZnoter
une collection de dimension quelconque dont tous les ZIZments ont pour valeur ce scalaire.:Par exemple

1+ {2, 3} = {1, 1} + {2, 3}$ = {3, 4}
2 + {{10, 11}, {22, 33}}

= {{2, 2}, {2, 2}} + {{10, 11}, {22, 33}}
= {{12, 13}, {24, 35}}

Suivant le contexte, le compilat@irle programmeur) est capable de transformer les constantes scalaires
dont le type ne correspond pas aux contraintes imposZes par le contexte, en une collection de gZomZtrie
correcte.
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111.3.1.d. BeteZduction

La betarZduction, notZe en 8/2, est un opZrateur qui transforme une fondticie deux variables
scalaires en une fonction sur les collectiarf®nctiorf est utilisZe pour combiner tous les ZIZments dOune
collection (Cf. Fig 111.6)

+ {1,2,3} = 1+(2+3) = 6

max\ {1, 2, 3} = m ax 1 (max 2 3) = 3

(@0 0009
O O b L
72\

> f\ Lf/
f S
festdety}g Lo "/

’ A estdetype: ![n] " !

Figure I1L6 : SchZma de principe d@ddediia.

LOordre de rZduction nOZtant pas prZcisZ, la fodoiiosire associative si IOon veut obtenir un rZsultat
bien dZterminZ. Em/8, cet ordre est dZpendant de lIOimplZmentation et il est de la responsabilitZ du

programmeur de nOutiliser que des fonctions assécRdivesemple, en utilisant la division (HotZen
obtiendra

I\ {1,2,3,4) =12) | (34 =

=

2
3

-bloo| N~

ou bien =1 /(23 [4) =

SIEEINE

etc.

Si la collection est imbriquZe, la-b#duction sOapplique aux ZIZments (scalaire ou collection) du top
level de la collection. Ainsi (en figurant la premiere dimension suivant une colonne)

7 12 14 8
max | 16 10 11 10

1 si on fixe un ordre d'Zvaluation, comme en APE, sera plus possible d'implZmenter cette opZ[ation de maniere parallsle. Si la
fonction de rZduction est associative, on peut organiser les calculs en un arbre binaire balancZ de profartieardog 'on

rZduira en parallsle, ce qui est ~ comparer ave&tapes du calcul sZquentiel. Un compilateur ne peut pas dZterminer si une fonction
quelcongue est associative.
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I [max(7,16 ) max (12,10 ) max (14,11 ) max (8,10 ) |

! 16121410

Si on veut béta-réduire chaque ligne, il faut bien sar utiliser une alpha-extension. Par exemple :

A 7 12 14 8 | . |
(max\) 16 10 11 10 ! Erreur !! Erreur!

Pour obtenir la somme de tous les éléments de la collection, il suffit de béta-réduire deux fois,
indifféremment suivant les colonnes : (Max\ ) \' ou bien suivant les lignes : (((Max \ )*) \ )" .

Comme la réduction suivant une dimension autre que la premiere est une opération courante, on
introduit I'abréviation : f  n\ qui est définie récursivement par

f1\ =f \
fn\ = (f(n -1\~

Par exemple, avec une collection de géométrie int[1 3 2]

+3\ {{{111, 112}}, {121, 122}}, {131, 132}} }

Lo(+2 \)N {111, 112}, {121, 122}, {131, 132}}}

Lo+ \) M{{111, 112}, {121, 122}}, {131, 132}}}

Po{(+ \)N{111, 112}, (+ \)N{121, 122}, (+ \ M{131, 132}}}
Do+ \ {111, 112}, {+ \ {121, 122}}, {+ \ {131, 132}}}

| {{223}, {243}, {263}}

I11.3.1.e. Opération de balayage

La béta-réduction se généralise grice a I'opérateur de balayage, nommé aussi préfixe ou scan et noté \\ en
81/2: cette opérateur retourne une collection dont ’élément i a pour valeur la réduction des i premiers
éléments de la collection de départ :

+\\ {1,1,1,1} I {1, 2,3, 4}
+\\ {1, 23,4} I {1, 3,6, 10}
* \\ {1, 2,3,4} I {1, 2, 6, 24}
max \\ {1, 3, 2, 4} I {1, 3, 3,4}

On peut bien sar appliquer le balayage a des collections imbriquées, et le comportement est le méme que
pour la béta-réduction :

7 12 14 8
maxi\ | 16 10 11 10
1 2 3 20
7 12 14 8

| max(7,16 ) max(12,10 ) max(14,11 ) max(8,10) !
max(16,1 ) max(12,2) max(14,3 ) max(10,20 )

7 12 14 8
16 12 14 10
16 12 14 20
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max\\ A

7 12 14 8
16 10 11 10
1 2 3 20

max \ {7,12, 14, 8}

7 12 14 14

| max {16, 10, 11, 10} | 16 16 16 16
max\ {1, 2, 3, 20} 1 2 3 20

111.3.2. OpZrations gZomZtriques

Les opZrations gZomZtriques sont celles qui touchent ~ IQorganisation dOune collection, indZpendamment
des ZIZments qui la composent. Nous avons dZj” rencontrZ de telles opZrations quand nous avons mentionnZ
la fonctionreverse  dans les exemples prZcZdents. Nous considZrerons ici principbemiencation, la
projection, la concatZnation et les sZlections.

[11.3.2.a. Imbrication

LOimbrication permet de crZer une collection en donnant la liste de ses ZIZmentenCiestaire
qui correspond ~ la notation que nous avons dZj~ adoptZe pour noter les collections. Par exemple

{1, (2+3), 6 -2}
est unexpressigui sOZvalue en la collection
{1,5, 4}

LOopZrateuraire{ E , E } correspond " la fonctiolist en Lip. Notons que si IQopZrafetir, E }
existe en B2 et permet de crZer des collections par I0ZnumZration des ZIZments, |OopZrateur Zquivalent
nOexiste pas sur les streams et on ne peut pas crZer un stream par |0ZnumZrationlde ses ZIZments

[11.3.2.b. Projection

LOimbrication permet de construire des collections, les projections correspondent ~ IQopZration inverse et
permettent d'accZder ~ un ZIZment dGindares une collection

{1,2,3} .11 2

LOopZrateur de projection utilise la notation dZj" iterquuir dZsigner 10ZIZment dOune collection.
Rappelons que le premier ZIZment dOune collection est indicZ par 0.

l11.3.2.c. La composition des collections

Une collection correspond ~ la reprZsentgtion dOun chamgjieesta variation dOune valeur sur un
espace de points. La considZration simultanZe de deuxtgspdteeprZsente un nouvel espégeé E,)
contenant IOunion des point& det deE,. Sur ce nouvel espace, on peut construire un chapatir de
la donnZe dOun champsurE; et dDun champ, surE, . SiA est la collection correspondat;“etB la
collection correspondanty, la collection correspondant sera notZa#B (Cf. figure 111.7) et appelZe la
compositideA et deB.

1 Rappelons que la notatief; 2; E<du chapitre Il ne correspond pas ~ un opZratezis8r les streams. |l s'agit d'une notation
utilisZe dans ce document pour figurer ce qui Ose passe dans le tempsO lors de la production des valeurs d'un stream.
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Il y a de multiples fasons possibles de composer deux collections sans toucher ~ la valeur de leurs
ZIZments (on ne fait que considZrer les deux collections simultanZment). Par exemple, ~ partir de

A={xy, z} et B={a, b, c}

on peut construire

{x,v,2z,4ab,c} on bien {X, a,Vy, Db, z, c}
on bien {{X, Yy, 2}, {a, b, c}} on bien {a, b, c, X,y, 2}
on bien {{X, a}, {y, b}, {z, c}} on bien  {X, ¥, z,{a, b, c}}

etc.

La construction pertinente est celle qui permet de conserver la structure de IOespace de dZpart quand on
restreintA#B au points d'une des collections de dZpart. Autrement dit, |IQofpZalatewonserver les

voisinages. Cependant, nous avons dZcidZ dans la version2ldedendplifier le traitement de IOespace et

nous ne tenons pas compte de la notion de voisibelgese traduit sur les collections par le fait que
IGindexation des ZIZments dOune collection est arbitraire et ne reflste pas la structure dgatdespace sous

Par consZquent, IQindexation des ZIZma#B elet aussi arbitraire.

valenr

pace_.~ e
o

A#B

Figure IIL.7 : Représentation de I'nnion de denc champs. Les fléches en gras symbolisent les valenrs du champ en chague points ede l'espace.

Pour le moment, nous choisissons donc arbitrairement |QinterprZtation suivante pour |QopZration de
composition (cette interprZtatisera complZtZe dans le chapitre V). LOopZrevegspond, pour ce qui
est de IQindexation des ZIZments des collections homogsmeszda: des collections. ConcatZner deux
collections consiste simplement " les mettre Obout “:boutO

{1,2,3#1{4,5,6, 7} ={1,2,3,4,5,6,7}

C'est donc IOopZration analogue " la foragtipend en Lisp pour les listes. Mais nous verrons dans le
prochain chapitre, que la composition ne se rZduit pas " la seule concatZnation des ZIZments des collections
homogenes.

La composition utilisZe conjointement avec |@atenaion permet dOordonner les ZIZments suivant
dOautres dimensions que la premisre dimension
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#0{{0, 1, 2, 3}, {10, 11, 12, 13}} {{6, 7, 8, 9}, {5, 4, 3, 2}}
! {{0, 1, 2, 3}#{6, 7,8, 9},
{10, 11, 12, 13} #{5, 4, 3, 2} }
! {{0, 1, 2, 3,6,7,8, 9},
{10, 11, 12, 13, 5, 4, 3, 2} }

Visuellement, en représentant arbitrairement la premiere dimension suivant une colonne :

01 2 3
0 1 2 3 6789 10 11 12 13
10 11 12 13| # | 543 2| ! 6 7 8 9
5 4 3 2
A 01 2 3 6789 | 0 1 2 3 6 7 89
# 10 11 12 13 5432 10 11 12 13 5 4 3 2

I11.3.2.d. Relations entre imbrication, projection et composition

Composition et projection sont liées : si N est le 1-cardinal (i.e. le nombre d’éléments eu top-level) du
vecteur A alors

si i<n (A#B). i "A. |
siiln (A#B). i " B. i-n)

Composition et imbrication sont liées par I’égalité suivante :

{a, b, E, d}#{x,v, E, z} "{a, b, E dxV,E, 7z}

111.3.2.¢. La sélection simple

En 81/2 on dispose de deux opérations de sélection, la sélection simple et la sélection composée. Elles permettent
de choisir parmi les éléments d’une collection pour composer un nouvelle collection. Pour cela, on donne la
collection de départ et la collection des indices des éléments a sélectionner :

A={1,2,3,4,5, 6} /* collections de départ */
| = {0, 0, 2, 1} /* collection des indices des éléments a prendre dans A */
A ' {1,1,3, 2}

La sélection simple se note avec des parenthéses () . On remarque que le résultat est une collection qui a
autant d’éléments que la collection des indices | . Chacun des éléments de la collection-résultat est obtenu en
sélectionnant sa valeur dans la collection de départ grace a 'indice donné par I’élément correspondant de | .
Autrement dit,

AD. 1 =A(. i)
Voici un autre exemple, ou les éléments de | ne sélectionnent pas des scalaites, mais des collections :

B={{1, 2, 3}, {4,5, 6}, {7, 8, 91}
B() ! {{1,2,3}{1,23}{7 8,09} {4,5, 6}}
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LOopZration de sZlection est donc Zquivalente "~ ce qu'on appefrat®rCgathd enFORTRAN
parallslé.

111.3.2.f. GZomZtrie de la sZlection simple

En fait, IOopZration de sZlection simplezesd un peu plus gZnZrdiecollection des indices peut stre
une collection imbriquZéa gZomZtrie de cette collection devient alors la gZomZtrie aux premiers niveaux du
rZsultat. Reprenons les memes collecli@i8 et soit] une collection imbriquZe dOindices

J= {0 1}1{ 2,0}

AQ ' {1 2}{ 3 1}
BW ! {{{1,23 {456 }{ {7.89 ,{,23 }

Les accolades en gras sont les imbrications qui proviennent de la hin]arahiesdwe les accolades en
maigre proviennent de la structure des ZIZmeMSLdéeB En termes de gZomZtrie, on peut dire que si
a pour gZomZtrjg |, E , x p] etl apour gZomZtrje 4, E i ql alorsX(l) a pour gZomZtrje l, ,

g X 2, E, x o] . Cette anZrallsatlon se comprend rfamlben termes de substitution dOarme
remplace leiguillege la collection des indices par les ZIZments sZlectionnZs (Cf. figure 111.8).

collection des valeurs

B.0 i \ )
(] / i\ / i\ structure des

112 3 5 6 8 ZlZments de B

AN
b ’ NS
° 1200 /IN /N /N

12345678 91 3

9
collection des rZsultat
indices =] =]
~ | structure de J

structure des
ZlZments deB

(r)g ap 21monns

Figure 111.8 : lllustration de la sZlection simple ~ partir dOune reprZsentation en arbre des collections.

111.3.2.9. La sZlection composZe

LOopZration de sZlection simple est une opZration qui rZalise un ensemble de projections. Chaque

projection correspond ~ une des valeurs stockZes dans la collection des indices. La structure de IOensemble

des projections esibnnZe par la structure des indices. Si la collections des indices se rZduit ~ un seul
ZIZment, la sZlection simple redevient une projection

1 pans un langage impZratif comme C, o« on ne peut pas manipuler les vecteurs comme des touts, on aufai(idB;Zcrire
i<max; i++) Resultat[i] = A[ Il I
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sil={p} alorsA(l) =Ap
Cela est vrai quelque soit la structurd. &A est une collection a plusieurs dimension, on peut appliquer
des projections successives, par exemple

(A.p).q ou plus simplementA.p.q

LOexpression Zquivalente en utilisant des opZrations de sZlection simple est obtenue comme pour la
projection, par application successive, i.e.

sil={p} etJ={q} alors(A(1))(J) =A.p.q

Ces applications successives sont malcommodes car elles obligent ~ sZparer les indices qui dZsignent un point
ou une sousollection d&\ en plusieurs collections (autant de collections que de projections successives).

C'est pourquoi on introduit $lection com@ogJeE qui utilise la collection des indices successifs pour
atteindre un ZIZment

si 1J ={p, q} alorsA . (IJ ) =A.p.q

Cette opZration, qui coencide avec une succession de projectiona quhectibn des indices est un
vecteur de dimension 1 (une projection dans chaque dimension), se gZnZralise, afin de reprZsenter des
Censembles de projections succedsives

Plus prZcisZment, uneoflection feuill& de la collection des adresses (et non plus cette feislaire
feuilleE comme dans le cas de la sZlection simple), correspond ~ la liste des indices nZcessaires pour
sZlectionner I0ZIZment du rZsultat dans le vecteur de dZpart. Par exemple

B={{1,2 3}, {4,5, 6} {7, 8, 9}} /* collection de dZpart */
K= (o0 ,{11 ,{22} } /* une collection d'indices */
L= {{{0,04 ,{0,1} 3}, ({0,1} ,{1,1} ¥} /* une collection d'indices */

B.(K) = {B.0O , B11 , B22 }
= {1,5,9}

B.(L) = {{B.0.0 , BO1 3} {B.O1 , B1ll }}
= {{1,2}, {2,5}}

Nous avons figurZ en gras la structure hZritZe de la collection des indices. Il sQagit de toute la structure des
indices moins la derniere dimension. Les ZIZments de la derniere dimension correspondent aux collections
qui reprZsen}ent@ite des indices successifs ~ appliquer ~ la collection argument. En termes de gZomZtrie,
sivX a pour gZo'mZtr[):e . E )X p]l etl apourgZomZtije 1, E,i g, r] avea =p, alorsX.() a pour

gZomZtri@ 1, E,i q.X 41, E, Xp] .

LOopZration de sZlection composZe sOinterprete facilement en termes de substitutides dOarbres

vecteurdeuilles de la collection des indices reprZsdagerhemin dOauxesonnZes stockZes dans la
collection source (Cf. figure 111.9).
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. . collection des valeurs
chemin d'acces spZcifiZ par B

la collection feuille de K

collection des rZsultat W
indices K

B.(K)

A g

SVANEAN A

SIS N
01

structure des ZIZments sZlectionnZs

dans B par le chemin d'acces spZcifiZ
par une collection feuille de K

structure de
K sauf pour
la derniere
dimension

(M) g ap aimonus

une collection feuille

Figure II1.9 : Llustration de la sélection composée en termes de substitution d'arbres. La collection des indices correspond a un ensemble
structuré de chemins d'accés a une valenr on a une sous-collection de la collection source ; un chemin d'accés est représenté par une collection

d'indices qui correspondent anx projections successives dans des dimensions successives.

111.3.2.h. Construction d’une collection d’indices

Afin de faciliter la construction des collections dOindices pour les opZrations de sZlection, (Cf. les
exemples dOutilisatides sZlections dans la section suivante), nous avons introgitueno®Zrateur
semblable " IQopZratear en APL: IQopZrateur notZ E en 82 prend un scalaire et construit la
collection desa premiers entiers

'n! {0, 1, 2, .., (n-1)}

La valeur dume ZIZment de cette collection est Zgal ~ la valeur de son indice. SZlection simple et iota sont
reliZs par IQidentitZ

A('n) " A avem le premier cardinal de

Afin de faciliter IQutilisation de la sZlection composZe, on Ztend |QujpZaditeuquiil accepte une
collection en argument. LOopZrateur iota gZnZralisZ prend une collection et retourne la collection des indices
correspondant ~ la gZomZtrie de IOargument (si on parle en terme de coordonnZes d'un point pour dZsigner la
suite des indices permettant d'accZder ~ un point, alors I'opZrateur iota gZnZralisZ permet de construire la
collection des coordonnZes). Par exempl@ssiune collection de gZomZtde 37 :

‘B ! {{{0, 0}, {0, 1}, {0, 2}}
{{1, 0}, {1, 1}, {1, 2}}}

La gZomZe de'B est[2, 3, 2]. Visuellement
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. . . . , {0, o} {o, 1} {0, 2}
si B = . . . alors 'B = {1, 0} {1, 1} {1, 2}

La sZlection gZnZralisZe et le iota gZnZralisZ sont reliZs par:la relation

X.('X) = X

Enfin, I0opZrateurdina appliquZ ~ une collection homogaee dimensiom, renvoie une collection
den entiers, dont l&*™® ZIZment a pour valeurif&® cardinal d&. LOopZrateur cardinal se note/erdé

maniere infixe paf - | ; par exemplepgliquZ " la collectioB dZfinie cdessus
|B] = {2, 3}

LOopZrateur cardinal erz @st I0Zquivalent de 10opZatenrAPL donnant le OrankO d'un tableau. La
dimension dOune collection homogene peut sOobtenir en appliquant deux fois

| [B]] = 2

I11.3.2.3. Coercion d’une collection par troncature et duplication

SZlection simple et sZlection composZe permettent dOexprimer nOimporte quelle OdZcoupeO dans une
collection. On introduit cependant une syntaxe spZciale pour la troncature/duplicatite ,opairaton

intervient souvent. Cette opZration, appliquZe " une collectsnnote::[+] en 8/2. SoitA une
collection O dZcouperO,

A:[Cl, Cor vy cn]

produit une collection dont la gZomZtrie rZsultantecgstc,, .., c,]. Cette opZration permet de
modifier le nombre dOZIZments dans une dimension, mais ne permet pas de modifier le nombre de
dimensions. En termes de gZomZtrie, si

|[a| = {ai, a;, ., ap}
alors
| A:[cy, €3y w 3] | = {c1, €2y s Cp}

Sic; < a;, on ne retient dans 1ame dimension d& que lesc; premiers ZIZments.cSi> a;, on rZpete
cycliquement les ZIZmentadkans lai*me dimension jusqu” en compter. Par exemple

A= {1, 2, 3, 4}

A:[2] = {1, 2}
A:[6] = {1, 2, 3, 4, 1, 2}

B = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}

B:[2, 3] = {{1, 2, 1}, {3, 4, 3}}

Pour la collectiom, il y a troncature suivant la premiere dimension et duplication suivant la deuxieme
dimension.
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111.3.3. Quelques exemples dOexpressions de collections

HI1.3.3.a. Somme et produit sur un ensemble de valeurs

Les expressions +\ et *\ correspondent aux symboles Y et [] utilisés en mathématiques. Par exemple :

I ™ (j) devient + \ (f*'n) et "on-If () devient * \ (f*'n)
j=0 j=0
Si nous voulons calculer ]_[,nzl i, la factorielle de N, il suffit donc d’appliquer une béta-réduction sur la

collection {1, E, n} :
function fact(n) = * \ (n+1)

Supposons que nous n’ayons pas I'opérateur iota a notre disposition. On peut alors obtenir la collection des
valeurs de 1 2 N comme un balayage sur une collection de N éléments ayant tous la valeur 1 :

1:[n] # {1, E n fois E, 1} /* on construit une collection de 1 */
+\\ {1, E n fois E, 1} # {1, 2, E, n} /* le balayage génére la collection des entiers */
*\ {1, 2,E, n} # 1*2* E *n /* le balayage permet de faire le produit des entiers */

et donc, on peut aussi écrire fact sans opérateur iota :

function fact(n) = * \ (+ \\ L:n]D

HI.3.3.b. Quantification sur les éléments d'une collection

L’utilisation de la béta-réduction conjointement avec les opérateurs logiques permet d’implémenter une
quantification existentielle ou universelle sur les éléments d’une collection :

$Xx9X P(x) devient && \ (PN X)
&x %X P(X) devient [1 \ (P*X)

ou P est un prédicat booléen, && dénote comme dans le langage Cle « ET logique », || dénote le « OU
logique » et X est la collection dans laquelle X prend sa valeur.

HI1.3.3.c. Aplatissement

La composition se réduit sur les collections homogenes a la concaténation. La concaténation est une
opération associative. On peut donc patfaitement lutiliser comme opérateur dans une béta-réduction.
Tutilisation de la composition dans une opération de béta-réduction permet alors “d’aplatit” le premier
niveau d’une collection homogene (en anglais flattening). Par exemple :

#\ {1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9} {10, 11, 12}}
# {1,2, 3} #{4,5,6}#{7,8, 9} #{10, 11, 12}
# {1,2,3,4,5,6,7,8,09,10, 11, 12}

I11.3.3.d. Produit scalaire, produit matriciel

La béta-réduction permet d’écrire simplement le produit scalaire de deux collections de dimension 1 :
function scal(A, B) = + \ (A*B)

La multiplication de matrices, demande que l'on choisisse d'abord une représentation des matrices en termes
de collections. Par exemple, on peut décider de représenter une matrice X de dimension (n, m) par la
collection X de ses colonnes :
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X=' E E E L X=(x oo E Xndh {x E, X E, {x E, X}
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La géométrie de la collection X est [N, M] . La multiplication XY de deux matrices peut alors s'écrire en
terme de produit scalaire des vecteurs ligne et colonne de la matrice. Il faut transposer la matrice Y, puis
dupliquer chaque élément de cette matrice autant de fois qu'il y a de colonnes, puis faire le produit scalaire.

En 81/2, il existe une opération de produit exter&reune opération de produit inters@mblables au

opérations APL de méme nom, et permettant de réaliser simplement le produit matriciel et plus généralement
des opérations de calculs tensoriel (Cf. le manuel de référence).

111.3.3.e. Les dZcalages

Donnons quelques exemples de réarrangement des éléments d’une collection : les décalages. Un dZcalage
circulair@ers la droite des N éléments d’une collection A peut s’écrire de la maniére suivante :

function RightCshift(A) = A(('n - 1) %n)
Popérateur Yoreprésente le modul®.’expression (‘N - 1) %n génére la collection :
{n-1,0,1,E,n -2}

qui permet de faire la sélection correspondant a un décalage circulaire vers la droite. Un décalage circulaire
vers la gauche s’écrirait :

function LeftCshift(A) = A(('n + 1) % n)

Le décalage vers la droite avec l'introduction d’une valeur C en téte peut s’écrire sans sélection en utilisant la
composition et la troncature :

function RightEoshift(A, c) = (c#A):[n]

ou bien encore : function RightEoshift(A, ¢) = ¢ # (A:[n -1]) en tronquant avant de
faire la concaténation.

Les décalages circulaires sur des collections imbriquées le long d’'une dimension spécifique utilisent la
sélection généralisée. Par exemple, les décalages circulaires Nord , Sud, Ouest et ESt d’une collection de
géométrie [N, M] , s’écrivent :

function Nord(A) = A (CA+H{{ -1, 0}k [m, n, 2]) % n)
function South(A) = A (CA+ {{{+1, O}}}:[m, n, 2]) % n)
function West(A) = A . (CA + {{{0, - 1} Im, n, 2]) % m)
function East(A) = A . (CA+ {0, +1}}}:[m, n, 2]) % m)

Le principe de ces fonctions est simple : il s'agit de générer la bonne permutation des indices d'un point.
Celle-ci s'obtient en ajoutant un déplacement aux coordonnées d'un point. Par exemple, le déplacement vers
le Nord est pris ici par convention égal 2 un déplacement de - 1 sur la premiére coordonnée.

1 En FORTRANYO, l'opération de décalage circulaire se nomme CSHIFT et le décalage avec introduction d'une valeur se nomme

EOSHIFT.
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IT1.3.4. Les algébres de Bird-Meertens

Les opérations que nous avons introduites définissent un calcul sur les collections. Ce calcul a été étudié!
par R. S. Bird et L. G. L. T. Meertens du point de vue des identités algébriques, i.e. des expressions qui sont
équivalentes.

AN de réduction\ et de

concaténation # sut les collections 81/2 et donner quelques résultats. Nous nous restreignons a ces trois

Nous allons nous restreindre aux opérations d’alpha-extension explicite

seules opérations, car, l'alpha-extension et la réduction comptent parmi les principales opérations qui
permettent de manipuler des collections et I'opération #, qui coincide ici avec la concaténation, permet de
construire des collections a partir de scalaires et d’autres collections®. Ces trois opérations constituent donc le
noyau d’une algebre sur les collections batie a partir de I’algebre des scalaires.

Cette présentation rapide a pour but :

— de caractériser les collections que 'on peut construire a partir de ces trois opérations de base : c'est la
notion d’homomorphisme de concaténation ;

— d'illustrer les manipulations algébriques permises par la manipulation d’une collection comme un
tout : a travers 'exemple de la construction de la fonction reverse

Plus généralement, une algebre de collections permet de simplifier des expressions entre collections et de
les implémenter en termes d’gpérations plus élémentaires. Pour les homomorphismes de concaténation (Cf. ci-
dessous), qui contiennent en particulier toutes les fonctions injectives sur les collections, le noyau minimal
des opérateurs nécessaires a leur calcul est constitué seulement par la béta-réduction et 'alpha-extension.

Remarquons que sur une machine paralléle, 'alpha-extension a un cout unitaire alors que la réduction a
un cout logarithmique en la taille de la collection a réduire, si 'on suppose que le calculateur a autant de
processeurs que les collections ont d’éléments (Cf. le chapitre V). Les algébres de Bird-Meertens sont une
voie que 'on peut suivre pour la formalisation d’un calcul data-parallele fondé sur le concept de collection.

111.3.4.a. Identités remarquables

Des identités remarquables relient entre eux les trois opérateurs *, \ et #. On note par f et g des
fonctions quelconques et par, A et B des collections quelconques. Alors,

¥ |Qalpha - extension se distribue par rapport ~ la concatZnation
fA(A#B) = fAA # B

* la composition © des fonctions est distributive par rapport a I’alpha-extension

(feg)"A =(f* < gMA

1

* I'alpha-extension et opérateur inverse d’une fonction, noté « ~+ », commutent

() -1=(f -1)/\

o3 par exemple [BIR 87] dont les exemples de ce paragraphe sont tirés. Pour une introduction aux relations entre les algebres Bird-
Meertens et le parallélisme, Cf. les travaux de Skillicorn [SKI 90].

20n suppose ici que si S1 et Sp sont des scalaires, et Cune collection {C, E} , alors S1#S2! {S1,S 2} ets1#C ! {s 1, ¢,

E}. En  81/2 ce probléme ne se pose pas car les scalaites sont identifiés avec les collections de géométrie [1] . Dans les algebres de
Bird-Mertens, les scalaires sont soigneusement distingués des collections, ce qui amene a étendre naturellement la définition de la
concaténation.
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¥ la betaZduction se distribue par rapport ~ la concatZnation
f \ (A#B) = f(f \A f \B)
sous la condition queetB soient des collections non vides etfgseit une
fonction associative.

I11.3.4.b. Collections ayant 2éro ou un élément

La betarZduction dOune collectfgh "~ un seul ZIZment est dZfinie Pafa} = a . Si on veut
Ztendre la dZfinition de la bsZaluction ~ la collection @@} qui a0 ZIZment, il faut alors poser

f\}=e

o* e est I0ZIZment neutrd dPar exemple pour I0additiar{} = 0 . Sif nOa pas dOZIZment neutre, la
betarZduction nOest pas dZfinie sur le vecteur vide. La raison de cette extension est de prZserver la
distributivitZ d& par rapport # dans le cas o un des arguments est la collection vide. Cette collection est

en effet IOZIZment neutr#,det par suite

f o\ ({ap#}) = f(f \{ah f \{h)=f({a}, f \{h
par distributivitZ. Mais

f\ ({apd) =f \{a}={a}

car{} est ZIZment neutre#elLes deux expressions ont une valeur identique poardioh prend pour
valeur dé \ {} , I'ZIZment neutre fe

Cependant, dang/8, nous Zviterons la manipulation de la collection vide etgrarpnoe 82 qui a la
collection vide pour solution est un programme dZtectZ comme incorrect ~ la compilation (Cf. le manuel de
rZfZrence du langage).

111.3.4.c. Homomorphisme, réduction et alpha-extension

Par dZfinition, une fonctidnsur les collections est un homomapie de concatZnation (ou encore un
#-homomorphisme, ou tout simplement un homomorphisme), sOil existe une fonction dghdjgae

h(x#y) = h(x) L h(y)
Sih est un homomorphismie,est dZfini de maniere unique paet par sa valeur sur les collections ayant
un seul ZIZment (les singletons). Autrement dit, si onfdginit

function f (a) = h {a}

la fonctionh est dZfinie par la/e donnZe dé et def .

Le qualificatif d@@momorphism& appliquZ ~ une fonctidn signifie queé conserve une ceriai
structure entre son domaine de dZfinition et son ensemble dOarrivZe. La structure qui est conservZe ici est
celle de la concatZnatiame collection peut sOZcrire comme la concatZnation de exmlbestmiss et on
peut donc dZcomposer une collection quelconque en la concatZnation canonique des singletons construits *
partir de ses ZIZments. La dZfinition de ce qu'est un homomorphisme de concatZnation intligse que si
un homomorphisme, alors I0Zvaluatibredecompatible avec cette dZcompasitinonique.

Le thZoreme suivant exprime que chaghemiomorphisme est la composition dOuneZutation et
dOune alplextension et inversement

thZoreme: Une fonction h est un-fomomorphisme si et seulement si
h=( 1\) ()
pour un certain opZratduret une certaine fonctién
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Beaucoup de fonctions que nous avons rencontrZes sonha®rtorphismes. Par exemple, une
beta-rZduction ou bien une alpketension sont des-ifomomorphismessig est la fonction " alpha
Ztendre, ét la foncton dyadique ~ betaZduire, posons

function identitZ(x) = x
function gg(a) = { g(a) }
alors

I\ =( !'\)¥identitZ")
gh=@# \)¥o9")

pour toutg et tout! , ce qui montre que et\ sont des thomomorphismed.a fonctioncardl qui
retourne le nombre dOZIZments dOune collection, et qui peut se dZfinir par

function card1(x) = |x|.0
est aussi un-4omomorphisme puisqu'on a 10ZgalitZ
cardl=(+ \)¥un®) avecfunction un(x) = 1

En effet, la fonctiomn alphaZtendue va donner une collection de meme tailleacgieniént et dont tous
les ZIZments sont Zgauk. La betarZduction avec |Oaddition permet ensuite de compter le nombre des
ZIZments.

[11.3.4.d. Homomorphisme et fonction injective

Quelles sont les fonctions qui sont ddsomomorphisme?® Toutes les fonctions sur les collections ne
sont pas des homomorphismes. Nous allons montrer que les fdnatiecsives, i.e. telles quex) =
h(y) " x =y, sont des homomorphismes. Les homepitiemes ne se rZduisent pas aux fonctions
injectives, comme le monlifexemple de la fonctiandl .
Sih est injective, la fonctidn?® est dZfinie sur le domaine image de la fortct®asons alors
u! v=hh -tu#h -lv) 1)
Il s®en suit que
h(x#y)=hth  -Y(hx)#h -1(hy)) = hx I hy

ce qui montre que est un homomorphisme et que la fondtide caractZrisant est donnZe par (1).

111.3.4.e. Un exemple dOapplieafioogrammation de la f@vetisa

Donnons une application du rZsultat prZcZdefonctiorreverse  est clairement injective et est son
propre inerse. Par suitegverse est un#-homomorphisme et on peut utiliser (1) pour construire la
fonction! en8i/2. La fonctiorreverse satisfait

reverse = ( FV) |
avec

x ! y=reverse(reverse x # reverse y)
fa =reverse {a} = {a}

Il est facile de voir que

X 1 y=y#Xx
fa=1{a}

et par suite, enL@ on peut dZfinireverse par
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function rcat(x, y) =y # X
function singleton(a) {a}
function reverse(x) rcat \ (singleton”x)

111.4. Collections dZfinies par des Zquations

Nous disposons ~ prZsent pidations qui nous permettent de manipuler les collections comme des
touts. Nous allons utiliser ces opZrations pour Zcrire des Zquations. Une Zquation entre collections prend une
des deux formes suivantes

identificateur = expression - collection
ou
identificateur spZcification -gZomZtrie = expression - collection

Dans le premier cas, la gZomZtrie de la collection est implicitement dZfinie. Dans le second cas, la gZomZtrie
dZclarZe par le programmeur " dfoile identificateur et avant le signe dOZgalit;ifispZ
explicitement la gZomZtrie de la collection dZfinie.

En fait, les Zquations prZcZdentes sont des Zquations qui dZfinissent desstieanie Baleur a un
instant donnZ est une collection. Mais les streams correspondants ont un seul top. Lors de IOexZcution du
programme 82, la construction effective des valeurs des ZIZments de la collection met en fuvre des calculs
dont IOorganisation est prZvue par le compilateur, et qui prendront un certain temps. Mais pour le
programmeutyus se passe comme si la construction d'une collection est instantanée €t prend place en un seul top.

Dans le paragraphe suivant nous allons dZcrire comment le compilateur calcule la gZomZtrie de chaque
collection. Puis dans le reste de cette section, nous verrons comment on peut calculer les valeurs des
ZIZments dOune collection rZcursive dont la gZomZtrie est connue.

111.4.1. InfZrence des gZomZtries par le compilateur

LOinfZrence des gZomZtries est une caractZristique tres importante duvtangagsu@harge
systZmidue des constantes simplifie considZrablement 10Zcriture des expressions et offre beaucoup de
confort au programmeur. Elle permet aussi et surtout la dZfinitfonzide gnérignes, c'est-dire de
fonctions qui sOappliquent ~ des arguments indZpendamment de leur gZomZtrie (c'est le cas de la dZfinition de
la fonctionreverse donnZe en exemple au alll.3.4.€). En contrepartie, le compilateur doit «tre capable
dOinfZrer la gZomZtrie exacte de chaque collection (Cf. le chapitre V et [GIA 92]).

I11.4.7.a. Le probleme posé par les géométries implicites

En 812, le compilateur est capable dOinfZrer la gZomZtrie dOune expression dans la plupart des cas. Cela
permet de libZrer le programmeur de IQobligation de spZcifier la gZomZtrie de chaque collection. Par exemple

A="'5 1)

1 En praique, en 82, la spZcification de la gZomZtrie complete, incluant le type scalaire des ZIZments, utilise une notation infixe ~ la
on Zcrira par exempfdoat A [2 3] pour indiquer une collectiande deux collections de trois flottants. L'indication du type
scalaire aussi bien que de la structure de la gZomZtrie est optionnelle.
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dZfinit une collectioA dont la gZomZtrie, calculZe par le compilate(] est OZquation (1) est donc
Zquivalente " la dZfinition suivante

Al5] =

qui spZcifie explicitement la gZomZtrie de

Cependant beaucoup dOZquatiomessseollections admettent une infinitZ de solutions qui ne different
que par la gZomZtrie

B=3 3

admet pour solution toute collection dont tous les ZIZments feuilles ont polB. Vadesituation est

similaire " celle rencontrZe lors du chapitre prZcZdent pour les horloges des streams. Cette infinitZ de
solutions provient ici de la surcharge des constantes scalaires en constantes collections (notons cependant
que |Oexpressif8} dZnote sans ambiguetZ une collection de un seul scalairer &.\v@leand une

solution admet plusieurs gZomZtries, le compilateumﬁporte ce fait au programmeur et choisit une
gZomZtrle par dZfaut. Dans le cas de IOunat|on (2), la gZomZtrle choisie par le corfiilateur sera
LOZquation (1) est donc Zquivalente ~ I0Zquation avec gZomZtrie explicite

B[1] =

111.4.1.b. InfZrence par le compilateur des gZomZtries dOun systeme dOZquations

Par contre, si la collectiBrest dZfinie dans un systeme dOZquations et appara”t dans une autre Zquation

#B=3
' c=5+B

le compilateur aurait infZrZ sans aucune ambigustZ que la gZoB&stfSde cela Ztant imposZ par le

contexte dOutilisation BeOn voit donc qu'une Zquation considZrZe isolZment peut stre ambigu’ (i.e.
admettre plusieurs solutions), alors qu'elle nOest plus ambigu’ quand elle est considZrZe ~ I1QintZrieur dOu
systeme dOZquations. Un systeme dOZquati¢ins. 8in programme) dZfinit un Ocontexte dOutilisationO des
collections qui permet au compilateur de lever certairigs «rsh

Trois mZcanismes permettent au compilateur de calculer les gZomZtries de toutes les collections qui
apparaissent dans un programmoe: 8

D La gZomZtrie de la collection peut stre dZclarZe explicitement par le programmeur, lors de la
dZfinition de la collection. C'est le cas par exemple Bgis € 3 E. La spZcification de la
gZomZtrie suit la notation exposZe au paragraphe 111.2.3.b.

P La collection intervient dans un contexte qui impose une gZomZtrie. C'est le cas de la dZfinition (1)
qui impos la gZomZtrie §8] pourA. Toute expression impose des contraintes sur la gZomZtrie
des arguments et du rZsultat. Par exemple, |IOexpresBignii§pose qua et queB et que le
rZsultat aient la meme gZomZti®expressidn[n] dZnote sans ambigu+tZ une collection de
gZomZtrign] , etc. Le compllateuuls utilise ces contraintes pour infZrer la bonne gZomZtrie de
chaque coIIectlon Nous nOexposerons pas ces regkes ZtahieZvidentes.

D La synthese des gZomZtries des collections dOur si@Rquations par le compilateur peut
nZanmoins laisser subsister une infinitZ de solutions, exactement compitecapr£badent dans
lequel nous avions des Zquations entre streams qui admettaient une infinitZ de solutions. Par exemple,
le programme suivant

#A=1
p B=2 @)
C=A+B
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admet comme solutions tous les triplets de colle¢tignsy, z) de meme gZomZtrie et dont la

valeur des feuilles est respectivement 1, 2 et 3. Dans ce cda, gestptite solutida qui sa

calculZe par le programme. On retiendra lgupl @@ petite solutidh est celle qui compte le moins

de dimensions (mais au moins une) et dans chaque dimension, celle qui compte le moins dOZIZments.
Dans I0exemple (3), le programme calculera donc comme AZsufta}, B = {2}, C = {3}.

Cette regle revient ~ choisir la collection qui a la structure la plus simple possible (et non rZduite " la
collection vide).

Il faut noter que

D il est toujours possible pour le programmeur de lever IOambitgetgZsunZtries introduites par la
surcharge des constantes scalaires, en spZcifiant explicitement la gZomZtrie de chague collection

b la spZcification complste de la gZomZtrie inclut le type scalaire des ZIZments feuilles de la collection.
LOinfZrence du type scalaire par le compilateur ne prZsente pas dé difficultZs

111.4.2. La rZcursion spatiale

Mise ~ part IQindication optionnelle de la gZomZtrie, la dZfinition des collections par des Zquations est tout
" fait analogue " la construction des strgaansdes Zquations (Cf. le chapitre II). Nous passons donc les
dZtails et nous examinons directement quelques exemples dOZquations rZcursives sur les collections.

111.4.2.a. La dZfinition de 'n par une rZcursion spatiale

Nous voulons Zcrire la dZfinition dOun vecteur do¥itel&lZment vaut. Bien szr, on peut utiliser
IOopZrateur iota mais nous voulons IOZcrire ici en termes dOopZrations ZIZmentaires. Une dZfinition simple et
efficace fait appel au balayage

iota[10] = (+ \\ 1) - 1 (4)

jota ! {0, 1, .., n-1}

Le nombre dOZIZmentd dea est spZcifiZ en partie gauche de 10Zquation, par la gAdmZ8&ns cette
indication, il y aurait une infinitZ de solutions " cette Zquation et le compilateur choisirait lagg4amZtrie

(+ \\ 1) - 11! {0}

La dZfinition (4) déota nOest pas une Zquation rZcursive. Si les Zquations rZcursives sur les streams
correspondent "~ unerZcursion temporelte o« la valeur dOun ZIZment dOun stream fait intervenir la valeur
des ZIZments prZcZdents du stream, les Zquatioee sur les collections correspondent ~ une
CrZcursion spatiate o+ la valeur dOun ZIZment de la collection dZpend de la valeur dDautres ZIZments de la
collection. La dZfinition suivanteideta est une dZfinition rZcursive spatiale

iota = 0 # (iota:[9] + 1) (5)

Cette Zquation dZfinit la collecti@n, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. En effet
D On a pas besoin de dZfinir explicitement la gZomZire: decar la gZomZtrie deta:[9] est
forcZment 9 ]. La constant& a donc aussi obligatoirement gdemZtrie dp9 ] et le compilateur
affecte par dZfaut la gZomZtri¢ dg " la constante. Le rZsultat a donc une gZomZtriglds .

lon peut utiliser un mZcanisme de typage scalaire comme celui du langage ML par exemple. Cependant, i cinplatiesr 8
coercions implicites (par exemples d'emtiefottants ou en boolZens).
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D Intuitivement, on a dZj” vu qu'une expression cod#Xign] reprZsente un dZcalage vers la droite
de la collectioX ; or, une propriZtZ deta est que la valeur dOun ZlZment est Zgale ~ la valeur de
l0ZIZment prZcZdent augmentiZeébder la dZfinition (5).

Montrons plus formellement que 1OZquation (5) dZfinii®iena collectioriota a 10 ZIZments
scalaires pour leaisons prZcZdentes. La gZomZtrie Ztant fixZe, regardons ce qu'il en est des valeurs. Le
premier des 10 ZIZmentsiata a pour valeuf. Si on noteota ; lej ™ ZIZment déota alors

IGZquation peut se rZZcrire en

iota = {0} # {iota o, E,iota  gk[9] +{1 0 E 1 o}
iota = {0} # {iota o+ 1, E, iota g+ 1}
iota = {0, iota o+ 1, E, iota g+ 1}
or,iota o =0 etdonciota = {0, 1, iota 1 + 1, E, iota g + 1} ce qui montre que

iota ;=1 ,etdonciota , =2, etc. Finalemeht

iota=1{0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9}

111.4.2.b. RZcursion spatiale et dZpendance entre points dOune collection

Pour le programmeur, tout se passe comme si la dZfinition rZcurgive déaisait Osurgir
instantanZmentO la collection solution de 10Zquation dans s telifzas besoin de spZcifier quels sont
les calculs " faire pour chaque ZIZment de la collection, ni dans quel ordre il faut les faire.

On pourrait donc croire qu'il est possible de calculer indZpendamment la valeur de chaque ZIZment de la
collection, dOautant plus chemae opZrateur de la dZfinition de (5) admet une Zvaluation de la valeur dOun
ZIZment indZpendamment de la valeur des autres ZIZments (c'est le cas pour IOaddition, la concatZnation et
troncature). Or ce nOest clairement pas:l&adagure 111.10 montre bien que pour calciolar , il faut
disposer deta .. Cette dZpendance sQinterprete facilement " partir du dZcalage introduit par IOopZrateur
# (tous les autres opZrateur nOintroduisent aucun dZcalage).

LOexemple data est donc importantil montre que contrairement " notre intuition, le calcul de la
valeur dOun ZIZment dOune collection dZfinie par une Zquation ne peut pas toujours se dZrouler en parallel
avec le calcul de la valeur des autres ZIZments. Ce phZnomene se produit uniquement si la collection dZpend
dOellmeme, donc quand la dZfinition est rZcursive. C'est le compilateur qui dZcide tout seul comment
organiser les calculs.

1 au passage, on remarquera que cet exemple illustre bien les manipulations formelles sur les collections permises par un langage
dZclaratif o» on peut remplacer une variable par sa dZfinition.
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iota:[4]

iota =
0#(iota:[4] + 1)—

I+

1 amole uO (2

Apres un tour, on ne revient pas
au méme endroit : on tombe sur
"1" et on recommence jusqu'a ce
que tous les éléments du tableau
iota aient été calculés ; ici, il faut
donc tourner 4 fois.

iota:[4] + 1

Figure 111.10 : Calcul deta (ici on a rZduit le nombre d®ZIZments de iota "~ 5) La fiqutarittestentes #2paleurs des
points des diffZrentesmmssions de la dZfiridtan dee programmeur ne se prZoccupe pas dOorganiser les calculs. C'est le
compilateur qui met en place le code correct permettant de construire la collection rZcursive.

111.4.3. Le calcul d'une fonction rZcursive primitive par une collection dZfinie par
une rZcursion spatiale

Sur le meme schZma de principe igtee , on peut dZfinir facilement des collect®mont lei *me
ZIZment vauti) , la fonctionf Ztant une faction rZcursive dont IOZvaluation pour |Qarguneefuit
intervenir que des valefiiy  avedg<i . Une telle fonction est ditEcursive primitigedZfinition d€ se
fait par une rZcursion spatiale. Par exemple

{ lota[n] =0 # (lota:[n  -1]+1 )
Factin] =1 # ((lota+l ) * Fact:[n -1])

Notez que ce ne sont pas des fonctions que |Qon dZfinit, mais des cqltmatioakuler la factorielle de
5, il faut explicitement remplacepar5 dans les deux lignes de |Qexemple prZeZdéstjtat cherchZ
Ztant la valeur du™s ZIZment de la collectiBact (on peut y accZder peact.4 ). L'intZret d'une

collection par rapport ~ une fonction, est que a valeur de toutes les factorietles pstidisponible dans

la collectiorFact L.

Les fonctions qui corresponderibfa etFact sont des fonctions rZcursigespremier ordedle ne
font qu'un appel rZcursifinsi, dans la traduction en termes de collection, la collection nOappara’t qu'une

1 si on veut dZfinir fanctidactorielle * travers une rZcursion spatiale, on peut utiliser la dZfinition:suivante

function factorielle(n) = {fact[n] = 1 # ((iota+1) * fact:[n - 1])}.fact.n
L'application de la fonctidactorielle crZe un systeme d'Zquations dont on va cheraiendeZ|Zment de I'Zquationfaet .
Cette construction utilise la notion de systeme qui sera exposZe au chapitre suivant.
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seule fois dans le membre droit. Notons spuevent une rZcursion du premier ordre correspond ~ un
balayage. Par exemple, pour factorielle, on a la dZfinition Zquivalente

Fact[n] =* \\W (n+1) [*dZfinition sans rZcursion spatiale */
Regardons " prZsent ce qui se passe pour la fonction de Fibonacci dont la rZcurrence est dOordre 2

function fib(x) = if x ==
then 1
else if x ==
then 1
else fib(x - 1) + fib(x -2)
fi
fi

La collectiorFib associZe " cette fonctifim peut sOZcrire
Fib[n] = 0#Fi  bin - 1]+ {0, 1}#Fib:[n -2]

LOexpression B admet, comme poliota , une interprZtation du calcul en termes de dZcalages (Cf.
figure 111.11).

Attention, les collections concatZnZes en tste des appels rZcUfiifs de sont pas forcZment
constituZes des valeurs initiales de la suite. En effet, comme le montre la figure 111.11, la regle de rZcurrence
sOapplique des fédlZment du tableau. De maniere gZnZrale, si on a une relation de rZcurrence:de la forme

S0,S 1,S 1 =9(S 'S n1)
on pourra dZfiniane collectios par:
G=g(s o#S,{e o e 1}#G)
avec
g(so.©0)=s o etg(s o€ 1)=s 1

i.e.eq est ZIZment neutre ~ droitegl@te; = (9(s 5, *)) "(s ;). Dans le cas de Fibonacpigst la
fonction dOaddition et dang=0 ete; =s; - sq

Plut™t que de trouver les valeurs initiales correctes, on aurait pu plus simplement utiliser une expression
conditionnelle pour forcer la valeur correcte des ZIZments d'indices 0 et 1

Fib[n] = if lota ==
then 1
else if lota ==
then 1
else v#Fib:[n -1]+ {v, vi#Fib:[n -2]
fi
fi

Les valeury nOont pas dOinfluence sur le rZsultat final, elles servent uniquement ~ dZcaler ~ droite la
collectionFib . La collectioriota permet de conditionner le calcul en repZrant le isme ZIZment par i.
Remarquons que cette derniere Zquation est syntaxiquement tres proche de la dZfinition ddilta fonction
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:[n-2]
{0, O0}#Fib 0 |01 |12 |3 518
‘ 1 A 4 4‘ 1
R A N I R AR Sty
1#Fib 1 1 1 2 3 5 8 3
TTTT T
Fib 1|12 |3 |5 8 13

Figure ITL.11 : Expression récursive de la collection 11 (son iéme élément a pour valeur la valenr du iéme élément de la suite de
Fibonacci commengant par O et 1). Chague ligne représente une sous-expression de la définition de F1b . Les fleches représentent des
dépendances entre les éléments des collections. Une fléche verticale correspond a une dépendance entre denx: éléments de méme indice. La
concaténation introduit un décalage vers la droite et cette translation des valenrs est fignrée par les fleches obligues. La barre verticale
indigue la troncature des collections. Les différents niveanx de gris indiquent, du plus sombre an plus clair, lordre d’évaluation des
éléments.

111.4.3.a. Encore Fibonacci : récursion et décalage a ganche

Une fonction rZcursive primitigenOutilise pour Zlaborer la valedr(dg que des valeufy j) avec
j<i. Traduit en termes de rZcursion spatiale, la valeur dOun ZIZment de la collection ne dZpend que des
valeurs des ZIZments ~ gauche, ce qui conduit ~ nOutiliser, pour IOexpression des rZcurrences spatiales
correspondant ~ des rZcursions primitives, que des dZcalages vers la droite.

Nous allons donner une troisisme version de lactollede Fibonacci. LOintZrst de cette version est
gu'elle fait apparemment intervenir la valeur du peihtpour le calcul de la valeur du paintLa
dZfinition va donc utiliser un dZcalage vers la gauche, contrairement aux exemples que nous avons vu jusqu"”
prZsent et qui ne font appel qu” des dZcalages vers la droite (" travers IOu#i)isation de

Pour Ztablir la nouvelle dZfinition de Fibonacci, nous allons dans un premier temps raisonner sur des
collections sans tenir compte de leur gZomZtris. &jlesterons le nombre des ZIZments apreg Boit
collection de Fibonacci, par dZfinition on a pouritoat |OZgalitZ

F.(i+2) = F.(i+l) + F.i

On peut donc Ztendre cette relation entre des nombres ~ une relation entre des collections en utilisant un
dZcalage ~ gauche

Left (Left F) = (Left F) + F

Left reprZsente un dZcalage ~ gauche de 1 ZIZment dLddnqg) ) .1i) = X. (i+1) E pour tout.! 0.
Par consZguence, en concatZnant la meme collection ~ chaque membre de |0Zgalitz

0#1#(Left (Left F)) = O0#1#((Left F) + F)

Orvu les valeurs de. 0 etF.1,0n a: £ = 0#1#(Left (Left F)), etdonc
F = 0#1#((Left F) + F)

Nous avons une expressiorFdan terme de dZcalage " gauche.

Un dZcalage ~ gauche peut sOexprimer par une sZlection, mais peut aussi sOexprimer comme la troncature
de la collection ~ sesinderniers ZlIZments, n Ztant le cardinal deldetionl Si une collection T a n
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éléments, la collection T tronquée aux (n-1) derniers éléments sécrit « T:[1 -nN] »: en 81/2, un argument
négatif dans une troncature sélectionne les éléments de 'argument a partir de la fin et dans le sens des index
décroissants (Cf. le manuel de référence).

11 reste enfin a accorder la géométrie de chaque sous-expression grice a des troncatures. En effet, telle
quelle, cette équation est erronée puisqu'elle additionne Left(F) et F qui n’ont pas le méme nombre

d’éléments.

On obtient donc une troisieme définition possible pour une collection de Fibonacci a 10 éléments :

F[10] = {0, 1} # (F:[1 -10]:[10 -2]+F:10 -2))
={0,1 Y# ([ -9[8] + F:[8])
(le facteur 2 qui apparait dans la troncature :([10 - 2] cotrespond simplement 2 la taille de entéte {0,

1}).

La troncature [ - 9] appliquée a une collection de 10 éléments correspond 2 un décalage vers la gauche
de 1 élément. En effet, le premier élément de F:[ -9] correspond au deuxiéme élément de F
Cependant, dans la définition récursive de F, ce décalage a gauche de 1 “cran” est appliqué a une expression

, etc.
qui se trouve étre décalée vers la droite de 2 crans (de par {0,1}#E ) et par suite, le décalage global qui
intervient dans cette définition de F est un décalage de 2 - 1 = 1 cran vers la droite. Ce n’est donc qu'en
apparence que le calcul du point i fait intervenir la valeur du point i+1 : a exécution, c'est bien la valeur du
point i - 1 qui sera requise pour calculer la valeur de i .

[11.4.4. Calcul des expressions rZcursives de tableaux et dZfinitions rZcursives de
fonctions

Les exemples précédents montrent qu'il y a une relation profonde entre les définitions récursives de
collections et les fonctions récursives. En effet, on peut associer a chaque collection une fonction d’un entier
dont la valeur pour lentier ] est la valeur du j ¢™ élément de la collection (c'est méme la définition abstraite
d'un champ). La question qui se pose alors est: peut-on “représenter’” pat une définition récursive de
collection n’importe quelle fonction récursive ?

La question demande a étre précisée : en effet en 81/2, les collections ont un nombre d’éléments fixé a
’avance, alors que 'on peut demander la valeur d’une fonction pour une valeur d'argument quelconque. 11
faut donc convenir d’un domaine fini {1, ..., n} sur lequel on veut calculer les valeuts correspondantes de la
fonction. Mais cela ne suffit pas.

Dans les exemples précédents, il était facile d’associer une définition récursive de collection a une
fonction : les fonctions f prises en exemple ne nécessitaient que le calcul de f(j)  avec j <i pout le calcul
de f(i) . L’expression récursive de la collection correspondante ne faisait donc intervenir effectivement que
des décalages « vers la droite », méme si des décalages « vers la gauche » apparaissaient. 11 est donc possible de
calculer les valeurs de la collection, et donc de résoudre ’équation récursive qui la définit, en commengant par
calculer le 1¢* élément du collection, puis le second, etc. A chaque pas du calcul, il y a dans la collection toutes
les valeurs nécessaires. Cette fagon de procéder est illustrée dans les figures II1.10 et II1.11 ou 'on voit le
report des valeurs calculées a chaque pas du calcul dans les différentes sous-expressions de la définition.

On peut bien str imaginer des expressions de collections récursives plus générales, par exemple en faisant
intervenir une sélection quelconque plutét qu'un décalage. Partons de la fonction

function g(x, y) = if x ==y then 1 else g(x, y+1)*(y+1) fi

qui peut se traduire par la définition récursive de la collection
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G[3,2] = if diagonale(G) then 1

else Nord(G) * (l+'cardl(G)):|G]|
fi
function diagonale(T) = same """ 'T
function same(x) = x.0 == x.1

diagonale est une collection 2D de booléens qui ont la valeur vrai sur la diagonale, 'expression de la
fonction Nord et de la fonction cardl ont été données plus haut et 'expression (1+'cardl(G)): |G|
génere la valeur correcte de y+1. La fonction g a un graphe d’appels représenté en figure II1.12. Cette

fonction est telle que

_ factorielle(x)
9(Xs ¥Y) = Factorielle(y)

si x!'y et elle est indéfinie si x<y. En particulier,
g(x, 0) = factorielle(x)

Cette fonction calcule les produits de la factorielle dans le sens croissant, alors que la définition classique les
calcule en allant de n vers 1 (or il est utile de faire les produits dans le bon sens, par exemple si on veut
calculer une factorielle dans un corps non-commutatif, mais cet exemple est artificiel et a surtout pour but
d’illustrer notre propos).

On voit que la collection G qui représente la fonction g ne peut jamais étre bien définie, et cela quelque
soit la taille choisie pour cette collection (Cf. figure I11.12) :
— soit la collection ne contient pas tous les éléments nécessaires au calcul d’'un élément quelconque de la
collection,

— soit la collection contient des éléments dont la valeur n’est pas définie.

En fait, dans le cas général, la définition par récurrence d’une fonction fait appel aux valeurs de la fonction
pour d'autres éléments quelconques et non pas uniquement aux valeurs pour des éléments “plus petits”
(sinon on serait assuré que toutes les fonctions récursives sont totales, i.e. sont définies pour tout point de I

N, alors que l'on sait bien que ce n'est pas le cas).
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Dagmaine de non- X<y D
-dZfinition de la fonction g +
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Y

Figure 111.12 : Graphe des appels de lagonatjon :

g(x, y) =if x ==y then 1 else g(x, y+1)*(y+1) fi
Cette fonction nOest pas dAfipiegpetit quel a valeur d'un ZIZment nOest pas delnle si son graphe de dZpendances nOest |
Cela correspond " un calcul qui ne termine jamais. Le graphe de dZpendances dOun ZIZment est IOensemble des ZIZment:
partir de lui. On a sE1Z en plus graste deagZpendances de({lZmeatcollectiGrie gZomIBiie 2] est figurZen
remarque qu'elle comporte des ZIZments dont la valeur nOest pas dZfinie et des ZIZments dont les dZg&ndances ne sont p
par exemple IOZ{Zrgnt

Cet exemple montre que deux options sQoffrent? nous

b soit on permet nOimporte quelle expression rZcursive, et on peut alors exprimer des collections dont le
calcul va boucler,

P soit on restreint les expressions rZcursives permises " c¢les sty ~ [Oavance et facilement,
qu'elles permettent le calcul de la valeur de chaque ZIZment.

Nous choisissons cette dernisre approche effet, nous voulons dZfinir des collections, avec leur
caractZristique, et non des fonctions dans toutes leur gZnZralitZ. Il est donc naturel dOexiger que tous les
ZIZments de la collection aient une valeur bien dZfinie (en tout cas pour les collections homogenes dont il est
question dans ce chapitre). De plus, nous restreignons les expressions rZcursives dcelast dZcider

de maniere certaine, qu'une Zvaluation par ordre croissant des ZIZments de la collection aboutira a un rZsultat
correct.

En contrepartie de ces restrictions, nous sommes assurZs de la bonne dZfinition des ZlIZments d'une
collection et de IQefficacitZ du calcul. Par exemple le calcul des collections Fibonacci se fait en temps linZaire
avec la taille de la collection, alors que le temps de calcul de IOexpression rZcursive de la fonction Fibonacc
est, lui, exponentiel. Cela s'expliqueegrau moment du calcul dOun ZlZmentdispose de la valeur de
tous les ZIZmerjtsi .
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I11.4.5. Equations récursives admissibles

Une Zquation rZcursive sur les collectionsdesissibé tous les ZIZments de la collection sont bien
dZfinis et si |Oon peut dZaigemaniere cerigigele calcul des ZlZments dOune collectidOatdns des index
croissargst compatible avec le graphe des dZpendances de I'Zquatioh rZcursive

Le terme @e manisre certairie qui appara’t dans la dZfinition deni€ibilitZ, indique que nous nous
baserons sur un critesgntaxiqumur Zliminer les expressions-admissibles. Un critere syntaxique est un
critere fondZ sur la forme du programme, sans tenir compte de ce que le programme calcule rZellement. Cela
nous amene " interdire des expressions qui sont bien dZfinies, mais que le compilateur aurait dz analyser
sZmantiquement pour dZcider si oui ou non elles Ztaient acceptables. Par exemple le programme

Cl5] = E
B[5] = E
A[10] = C # A(B)

correspond " une coligan A que 1Qon peut calculer, si tous les ZIZmeRtsrdeune valeur qui est
infZrieure 5 (car ~ ce moment IA(B) ne fait rZfZrence qu” des ZIZmen®).dée nOest pas le cas pour

une collectio® quelconque. Pour accepter ce programme, il faudrait que le compilateur soit capable de faire
de la preuve de propriZtZs sur les programmes (et on sait que le probleme est indZcidable en gZnZral).

Le probleme de la dZtermination de IOadmissibilitZ revient ~ calculer, ~ la compikgtimoximatida
graphe des dZpendances. Une approximation du graphe des dZpendances est un graphe qui inclut le graphe
des dZpendances rZelles. Ainsi, si on respecte les dZpendances de IOapproximation, on respecte les
dZpendances du programme. Mais la construction dOune approximation est plus facile que la construction du
vrai graphe des dZpendances. Ce probleme est traitZ dans le chapitre V. Les techniques que nous
dZveloppons, permettent en plus de dZterminer si le calcul des ZIZments dOune collection peuvent se faire en
parallsle ou non.

I11.4.6. Exemples d’équations récursives non-admissibles

Nous allons donner ici quelques exemples dOexpressions non admissibles
A = A(B)

nOest pas admissible. Il suffit par exemple de @efdpeur que le calcul dei dZpende dA.i . Il
existe une infinitZ de solutions qui rZpondent ~ I0Zquation prZcZdente (pour un® dmienZe)e Par
exemple, pouB = {0, 1}, toutes les collections ~ deux ZIZments sont solufionsB = {1, 0},
tous les collectiomsde la formgv, v} sort des soltions. En effet,

A ={v, v}({1, 0}) = {{v, v}.1, {v, v}.0} = {v, v}
LOexemple suivant correspond ~ une Zquation qui nOadmet pas de solution
A=A 1

nOest pas admissible, quelqué ,spitisqu'indZpendamment des valeurs deest impossible de trouver
une gZomZtrie de collection qui vZrifie cette Zduaflonr la meme raison, nous interdisons des
expressions de la forme

1 L'admissibilitZ qui est utilisZe ici porte sur les dZfinitions rZcursives de collections. On trouvera dans [WAD 81] un critere
d'admissibilitZ pour les Zquations rZcursives de streams et dans [S1J 89] une notion d'admissibilitZ pour les listes paresseuses ~ la Haskell.

2| a construction d'un objet qui rZponde " cette Zquation est nZanmoins possible et correspond ~ un arbreZinfifibnspdans
les extensions de/g le calcul et la manipulation de telles expressions.
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A={A}

Les exemples prZcZdents correspondaient ~ des Zquations ayant zZro ou plus dOune solution. Mais nous
pouvons dfinir une collection par une Zquation qui accepte une et une seulessoisitiprette dZfinition
soit admissible.

LOexemple que nous allons donner a un rapport avec la dZfinition des fonctions harmoniques qui
interviennent comme solutions de certaines Zquations diffZrentielles. Les fonctions harmoniques sont des
fonctions ~ valeurs sur un espace telles qu'en chaque point, leur valeur corresponde ~ la moyenne des valeurs
des points voisins. Pour simplifier, plasons nous dans un espace 1D disneftisd.chaque poirtde
cet espace

1 1
f(x) = SE(x-1) + 5f(x+1) (D)

Les fonctions harmoniques sont gZnZralement dZfinies en donnant la relation (1) et les conditions aux bords,
par exemplef(0) =fg,etf(4) =f,. Celanousamene " dZfinir la colleck®uivante

left = {0, 1, 2}
right = {2, 3, 4}
FISI=f o # (0.5*F(left) + 0.5*F(right)) # f .

On peut se convaincre gue
b LOZquation (1) plus les conditions fronfi@psf , etf(4)=f , suffisent ~ dZfinir la fonctidn
de maniere uniqde

P La dZfinition d&& nOest pas une Zquation admissible car le c&ldul &ét appel au calcul de
F.i -1) etF.(i+1)

Pourquoi rejeter ces Zquations qui ont une solution unique et bier? dZésteparce qu'il nOest pas
possible de rZsoudre (1) uniquement par une sZubgtiéutions : chaque fois qu'on veut calculer un
ZIZment dOun collection de Fibonacci, et que cet ZIZment nOa pas de valeur dZfinie, il suffit de le remplacer p.
sa dZfinition et dOitZrer le procZdZ. Cette sZrie de subStitutareurs par atteindre les valdtit0)
etFib(1) qui sont connues. Le compilateur &renverseO alors cette suite de substitutions et ordonne les
calculs de maniere ~ ce que la valeur dOun ZIZment soit toujours calculZe avant d'stre requise.

Dans la dZfinition (1) ce nOest pas le cas, bien que le schZma rappaiesoitent le memgour
Fibonacci (la seule chose importante qui change, c'est la gZomZtrie des arguments des concatZnations). Mais
les regles de substitution seules nessaffipas ~ calculer la valeur dOun ZIZment car les ZIZments terminaux
de la rZcursion ne sont pas les memes que pour Fibonacci. Pour rZsoudre (1), il faut savoir rZsoudre un
systeme linZaire, car (1) se OdZplieO en

$fO:E
fi=

o
+
N

o /\”/\/\.
\/\/\/ fa

Run
NI
ENERSTERNTS
H+
NSNS

N
+
IN

%En fait, on peut rZZcrirevIa relation (1) sous la faffer1) = 2 f(x) - f(x - 1) E,forme sous laquelle on reconna’t une 5
Zquation linZaire aux diffZrences finies. On sait alors que I'espace vectoriel des solutions est de dimension 2 et que la donnZe de deux
valeurs suffit = dZfinfr de maniere unique. Ces deux valeurs correspondent aux conditions dyyxéeidrgls
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Si on regarde le graphe des dZpendances de ces Zquations, on se rend compte que c'est un graphe cyclique.
On ne peut ObriserO ces cycles qu'en utilisant des propriZtZeglgZbriqu

[]

1 0n peut vouloir rZsoudre le systsme mi&n¥par point fixe (* ne pas confondre avec la rZsolution d'un systsme d'Zquations linZaires

par une mZthode de relaxation). Si on se place sur le domaine des fonctions continues (au sens des chaines) de {0, N 2, 3, 4} dans
muni d'un ordre de Scott [VAN 92], on trouvera comme solution la fohdiéiinie parf(0) = f 0. f(4) =f 4 etf(l) =

f(2) =1(8) = L. Cette solution ne correspond pas " la solution dZsirZe. En termes d'ZIZments du treillis, on aurait voulu obtenir une
solutionmaximale'est -dire ayant une valeur diffZrenteLden tout point. L'exemple que nous avons donnZ admet une seule solution
maximale, obtenue en rZsolvant le systme linZaire, mais plusieurs solutions non maximales (par exemple, celle que nous venons de
donner). La diffZrence entre les collections et les streams, est que nous admettons les streams nds ceavdsEandent au choix

de la solution ayant le plus petit nombre de tops. Mais nous ne voulons pas, dans la version 1.QududZfigaggesdtections

homogemem maximales.
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IV Programmer

avec des tissus 81/2

ans les deux chapitres précédents nous avons vu comment utiliser des équations pour définir des

streams et des collections. Nous allons maintenant unir ces deux structures de données dans une
structure unique, le #ss#. Un tissu est une collection de streams, ou bien, point de vue équivalent, un stream
de collections. Un programme 81/2 est un systéme d’équations qui définit des tissus. L’exécution de ce
programme énumere les valeurs qui constituent le tissu ; cette énumération se fait suivant I'axe temporel.

Dans ce chapitre, nous introduirons la notion de systme qui permet de hiérarchiser la définition des tissus
d’un programme. Dans la seconde partie du chapitre, nous donnerons des exemples complets de
programmes 81/2. Il faut noter que les exemples donnés dans les chapitres précédents a propos des streams
et des collections sont des programmes 81/2 valides mais restreints : un programme-stream correspond a un
tissu dont I'aspect collection est réduit a un scalaire ; un programme-collection définit des tissus dont I’aspect
stream correspond 2 des streams n’ayant qu'un seul top.

Nous évoquerons brievement le fonctionnement de I'environnement de programmation 81/2, ses limitations
actuelles et le pourquoi de celles-ci, en annexe. Le lecteur intéressé trouvera d’autres exemples, une
description plus détaillée du langage et les commandes du compilateur dans le manuel de référence [MIC 94].

IV.1. La notion de tissu 8.

Le langage 81/2 introduit une nouvelle structure de données, le #ss# qui correspond a un stream de
collections ou, point de vue dual, a une collection de streams (Cf. figure IV.1). Nous patlerons du stream
support du tissu pour désigner I'aspect temporel d’un tissu, et nous parlerons de collection support du tissu pour
désigner Iaspect spatial d’un tissu. Un point d’un tissu est un des élément de la collection support du tissu.

Un tissu 81/2 est une structure de données qui associe une valeur a chaque point d’une collection et a
chaque instant d’un stream. On peut donc représenter le tissu comme un “volume” : une des dimensions du



volume est associée a I’écoulement du temps, une autre a I’aspect spatial du tissu et la troisiéme dimension
représente I'ensemble dans lequel le tissu prend sa valeur. La figure IV.2 illustre ce point de vue pour deux
tissus T et Q. Dans le repere Temps-Espace-Valeur un programme 81/2 définit un “volume” ou une
“surface” qui représente I’ensemble des valeurs d’un tissu au cours du temps.

e T

Tissu = une collection de streams =  un stream de collections

Figure IV.1: Deux points de vues sur umnztissu 8

A Valeur
3 > Temps
o QM4l=3 )/
5
Géométrie A Valeur
3 — T@0=1
- —— T = $T + 1 when Clock
e i A A RSGIIAS A Temps —p»
Géométrie

Figure IV.2 : Exemple de deux tissus figurZs damsuips@psige-Valeur.

La combinaison des concepts de stream et de collection en un tissu est orthogonalla veut dire que
Paspect spatial et I'aspect temporel n’interferent pas dans un tissu pour les opérations que nous avons
présentées, et que celles-ci s’étendent donc naturellement sur les tissus de la manicre suivante :

— une opération sur les streams est étendue sur les tissus en s’appliquant sur tous les streams

correspondant aux différents points de la collection support du tissu ;

— une opération sur les collections est étendue sur les tissus en s’appliquant sur toutes les collections
correspondant aux différents instants du stream support du tissu.

Pour des raisons de commodité, quand dans ce chapitre nous parlons de collection, nous voulons parler
de la collection support d’un tissu, et quand nous patlons de stream, nous voulons parler du stream support
du tissu.



IV.1.1. Exemple de la rZsolution dOune Zquation aux dZrivZes partielles par une
mZthode de diffZrences finies

Donnons tout de suite un exemple de programme 81/2 qui utilise a la fois aspect temporel et I'aspect
spatial des tissus.

On considére une barre de métal treés fine, que ’on identifie 2 un segment de | R Nous nous intéressons
a I’évolution de la température dans cette barre (elle a, par exemple, été chauffée de maniere non homogene
et elle se refroidit) : la température dépend du point X de la barre et dépend du temps t . Notons U(x, t) la
température en un point X a un instant t : les physiciens nous disent que la fonction U est la solution d’'une

équation parabolique aux dérivées partielles!

u  _ Fu

ot T ox?
Une méthode de résolution explicite utilise un schéma aux différences finies de cette équation sur une grille
(Xi =i h, T =] k) ou h et ksont les pasde discrétisation des variables X et t. On obtient en
discrétisant I’équation précédente par exemple [SMI 85] :

Ujr - Uy Uy - 2Ui,j+ U P-1,

k - h2

ce qui peut se réécrire de la maniere suivante

Ul,j+l =ru i1 + (1 - 2r)U ij +rU i+1,] avec I = Kkl h?
ce qui permet de calculer la température inconnue U1 en un point (i, j+1) de la grille en fonction

des températures connues le long de la j ‘™® ligne (Cf. Figure IV.3). Les températures 2 instant initial
(' = 0) sontdonnées par la distribution initiale U g de la température dans la batre (c'est une donnée du
probleme), et des températures aux bords : Up; et Uy (ce sont les conditions imposées aux frontiéres du

systeme, appelées aussi conditions aux limites dans ce type de probleme).

Le programme 81/2 correspondant est facile a dériver de ces définitions : la suite temporelle des valeurs
d’un tissu est utilisée pour représenter I'axe temporel de la grille de discrétisation et le concept de collection
est utilisé pour représenter la dimension spatiale du probleme (Cf. figure IV.3) :

Begin[1] = condition " un bout de la barre (6)
End[1] = condition " IQautre bout de la barre @)
U@0 = distribution de la tempZrature "t =0 )
U = (Begin # V # End) when Clock O)

Les équations (6-9) décrivent les températures de la barre en agrégeant les conditions initiales et les
conditions aux limites. Le tissu V représente l'intérieur de la barre (la batre moins les deux botds). Le tissu
Clock correspond au stream Clock du chapitre II et il nous sert 2 discrétiser ’écoulement du temps.

1 On suppose que la chaleur se diffuse le long de la batre, sans échange avec l'extérieur autre qu'aux deux extrémités.
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Figure IV.3 . Résolution par une méthode aux différences finies d’une équation parabolique. Les équations 81/2 correspondant aux

conditions initiales et anx conditions anx limites sont données en gras.

Le tisswV est dZfini par les Zquationg 8uivantes

n =100 * nombre de points de discrZtisation de la barre */

m =100 -2 * nombre de points de IQintZrieur de la barre */

h= X/n /* pas de discrZtisation de la barre */

r= k/(h*h) I* k est le pas de discrZtisation temporelle */

leftU = ($U)('m) /* dZcalage gauche de la barre + troncature */

middleU = ($U)('m+1) I* sZlection de IQintZrieur V dans la barre U

*

/

rightU = ($U)('m+2) /* dZcalage droit de la barre + troncature */

V[im] = r¥eftu  + (1 - 2*r)*middleU + rrightU

V, IOiQtZrieur de la barre, est un tissu compormpbints.[eftu , middleU etrightU corr:espondvent
aux dZcalages spatiaux de la valeur passZe de GedalZealages sont obtenus ™ partir dOune sZlection en
gZnZrant les indices des ZIZments que 1Qon veut sZlectionner (Cf. alll.3.2.e).

La figure IV.4montre le rZsultat de IOexZcution de ce programme 8

b4b



Web output —

Figure 1V.4 RZsultat graphique de I0Zvaluation du systeme dOZquations dZfinissant la diffusion de la chaleur dans une b
Ce rZsultat est obtenu par la dpiotrghtle  tapZe sous le compilateur8ré@ictinnexe), apres avoir entrZ le
programme prZcZdent. Cette contrdendsugédisaeles valeursldipdissles 80 premiers tics.

IV.2. La notion de systéme

Dans vlev chapitre pchZdegt, Nous Nous sommes voloptairement restreints aux collections homog-pes
dont les ZIZments sont indexZs par des entier§ pour reprZsenter la notion de champ. Nous allons ~ prZsent
lever ces deux restrictions, afin de pouvoir reprZsenter

b des tissus dont la collection support est ~ valeur non homogene

P des tissus dont les points sont explicitement nommZs.

Bien plus qu'une simple extensiten convenance, les Ii§sus sont ainsi non seulemerstrdes§ de
collection€ mais aussi le support de la notimysteme dOZquations

Un systenf/2 est dZfini comme un tissu dont les points sont explicitement nommZs. LOunification des
notions de §tream de collectiofset de §/steme dOZquati@ngrZsente de grands avantages
D Elle est natureltenous verrons que le r'™Mle des Zquatierse8Zduit ~ la dZnotation dOexpressions
si les tissus permettent de dZnoter des expressiorils, jaloest de facto le r™le des Zquations.

D Elle est uniformeainsi, il n'y a point besoin dQintroduire de nouvelles entitZs dans le langage pour
reprZsenter un systeme dOZquations. Un programiZia® un systeme dOZquations, c'est aussi un
tissu. Par consZquent, les programmes et les objets crZZs par un programme sont reprZsentZs de
manisre uniforme.

D Elle ouvre des perspectives intZressale®programmes Ztant de meme nature que les donnZes, un
tissu prZsente " la fois une nature numZrigsgngtolique. Par exemple, nous donnerons une
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interprZtation des tissus en termes de modules rZutilisables, la composition des tissu#)(opZrateur
jouant le r'™le de composition des systemes dOZquations.

Pour unifier " travers le concept de tissu les notionstida@ de collectiofset de §ysteme dOZquatiéis
nous devrons dZfinir successivement dans cette section

D la nomination explicite des ZIZments dOune imbrication,
les collections non homogenes et leur traitement,

la notion de systeme,

les systemes complets et incomplets,

la valeur dOun systeme incomplet,

la composition des systemes.

VRBVEIVEIURIV)

IV.2.1. Nommer explicitement les éléments d’un tissu

Nous avons vu dans le chapitre | que IOensemble des variables dOZtat qui dZcrivent un systeme dynamique
correspondent ~ un champ dOun ensemble de noms (les noms des variables) dans un ensemble de valeurs,
alors que dOautres champs correspondent ~ une fonction dOung patti@slean ensemble de valeurs.

Les collections du type de celles dZfiaaes le chapitre prZcZdent correspondent ~ ce dernier cas. Nous
appellerons de telles collections,d@gions implicites, comme ramurci de C collections dont les ZIZments
sont implicitement dans un intervalla deE.

Nous voulons " prZsent dZfinir degections explicites i.e. @es collections dont les ZIZments sont
explicitement nommZXs Et plus exactement, nous voulons dZfinisdesszmes, c'estdire des tissus dont
la collection support est explicite.

IV.2.1.a. Nommer les éléments d’une imbrication de tissus

Pour nommer un ZIZmentlans une imbrication (Cf. alll.3.2.a), il suffit dOutiliser I0Z auatiene(E
" la place de cet ZIZment dans |Oimbrication. Par exemple
A={ x=0,
1,
y = 1+1}
La collectionA est une collection homogene dont certains ZlIZments, le premier et le troisieme, sont
explicitement nomm¥d.a valeur du premier ZIZmenhdest le scalai®, la valeur du deuxieme ZIZment
deA est le scalaitg la valeur du troisieme ZIZmengdsst le scdla 2. Cependant, la collectiamOest pas
Zquivalente ~ la collectiBrdZfinie par

B = {0, 1, 2}
car une collection est une fonction dOun ensemble de noms dans un ensemble de valeurs, et les ensembles de
noms den et deB re sont pas les mémes.
Nommer les ZIZments dOune collection est une commoditZ qui permet dOy accZder par un nom plut™t que
par un index. Par exemple

A.X

1 Nous devrions Zcrire en toute riguelre tissu A est un tissu dont la collection support est homogene et dont certains ZlZments, le
premier et le troisisme suivant la collection support, sont des tissus qui sont explicitemerti.@mpatdonnera, afin d'Zviter cette
lourdeur, l'imprZcision du vocabulaire de cettersgaiionZlange un peu cavalisrement collection et tissu.
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permet d'accZder au premier ZIZmeat @n peut cependant aussi accZder aux ZlIZmenisaddeur
indexX. Ainsi,

A.x et A.0
dZsignent le meme ZIZmennget il en va de meme pour
A.y et A.2

mais donner un nom ~ un ZIZment dOune collection permet de sOaffranchir de la connaissance de |Qordre de ¢
ZIZment dans 10ZnumZration des ZIZments de IOifnbrication

IV.2.1.b. DZnotation d'une expression par une Zquation 8

LOutilisation dOune Zquation pour nommer les ZIZments dOun tissu nOest pas doe Zguwmisard
de la forme

variable = expression

est fondamentalement la construction qui permet dOassocier une variablal€urutiiea valeur de
expression qui est un tissui®). Une Zquatiode cette forreesert ~ rien dOautre gidhner des noms
comme nous allons |Oillustrer.

Pour illustrer le fait qu'une Zquation de cette forme ne sert qu” donner un nom “tdssisalEun
tissu, il nous suffit de convertir tout programme éh une expression sans Zquations. Cela est possible, et
nous allons IOillustrer sur un exemple, mais il faut dOabord introduire ldismitioacite

Jusqu'ici, pour dZfinir les programr&m nous avons S|mplement donnZ les Zquations qui dZfinissaient
les tissus du programme. E prZsent, nous pouvons voir les Zquations de dZfinition des tissus comme les
ZIZments dOun tissu, appelZe tissu racine et dgiE gstoGramme18. Nous avons uniqguement omis
jusqu” prZsent dOutiliser les virgules entre deux Zquations. Ces virgules sont nZcessaires. Ainsi, quand on Zci
le programme1® correct

A=0,
B=1

cela dZfinit le tissu racine comme Z@gA = 0, B =1} E, les accolades Ziamilicitement rajoutZes par
le compilateur. Le tissu racine est donc toujours dZfini par une imbrication.

lllustrons " prZsent comment on peut OextirperO toutes les Zquations dOun preg@armesddu
programme suivant comportant une seule Zquation

{a =1, b=a+ 2}
Nous pouvons traduire IOexpression qui dZfiait
{1, T.0 + 2}

1. e domaine de dZfinition d'une collection consue comme une fonction d'un ensemble de noms vers un ensemble de valeurs, est donc
un ensemble de la formeJE, o+ D est I'ensembleo, .., n-1} des index ek est un ensemble d'identificateurs alphabZtiques,
Zventuellement vide (si aucun ZIZment de la collection n'est explicitement nommZ). L'association d'une image ~ un nom se fait
explicitement "~ travers le signet l'association d'une image ~ un in@efais implicitement par le rang de limage dans la donnZe des
images de la collection.

Zj_e meme nom peut «tre utilisZ plusieurs fois dans une colletiofx = 0, x = 1}. LOacces via un nom er-re toujours la dernisre
dZfinition attachZe " un nanc.x a pour valeur le tissu En cas de liaisons multiples, on voit que |Oordre de prZsentation des
dZfinitions a une importance.Pour rZcupZrer les autres dZfinitions attigahZeedt utiliser un index, ou bien la notationn>x

o+ n indique que llos'intZresse " &M liaison dex. (Cf. le manuel de rZfZrence)
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ce qui permet de se débarrasser des noms « a» et « b » mais nous n’avons pas encore éliminé I’équation
portant sur T. Si nous voulons extirper toute trace de nomination explicite, il faut pouvoir référer
implicitement T. T étant un élément du tissu racine, il est possible d’y référer par son index. Pour éviter une
régression infinie, nous ne donnerons pas de nom au tissu racine. Cependant, lors de I"énumération des
éléments du tissu racine, il est possible de référer a I'élément d’index n par I’expression « . n », notation qui
est en accord avec le fait que le tissu racine n’a pas de nom. Ainsi, le programme consistant en la seule
définition de T, peut se traduire par un programme équivalent! sans aucun nom, consistant en la seule
expression

{1, .0.0 + 2}

L'expression « . 0.0 » dénote la premiére expression de la premiére expression du tissu racine. On peut
généraliser cet exemple, afin de prendre en compte les équations quantifiées, par exemple en utilisant un
opérateur permettant de séquencer les streams grace a des prédicats temporels, a la maniere de 'opérateur
fby vu au {I1.4.2.b.

On peut ainsi transformer tout programme et extirper les équations ; cette transformation constitue
dailleurs la premiere phase de la compilation. Cela nous montre que les équations en 81/2 ne sont qu'un
moyen commode pour dénoter des expressions.

IV.2.2. Les collections hZtZrogenes erng

Nous voulons représenter des systémes d'équations par des tissus 81/2. Nous venons de voir que l'aspect
“équation” est ptis en charge par la nommination des éléments d'une imbrication. Mais cela ne suffit pas
pour représenter des systémes d'équations par des tissus 81/2, car un systéme d'équations définit des tissus
qui en général n'ont pas le méme type (i.e. dont la collection support est d'un type différent). Nous avons
donc besoin du concept d'imbrication non homogene (Cf. §II1.2.1).

Une collection non homogene, ou encore hétérogene, est une collection dont les éléments non pas tous la
méme géométrie. Par exemple :

A= {1, {2, 3}}

est une collection non homogene : le premier élément de A a une géométrie de [ 1] alors que le deuxieme
élément de A a pour géométrie [ 2 ]. Autre exemple, la collection

B = {{true, false}, {2.718, 3.141}}

n’est pas une collection homogene car le type scalaire du premier élément (bool) est différent du type
scalaire du deuxiéme élément (£loat).

IV.2.2.a. Géomeétrie d’une collection hétérogene

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la géométrie peut étre indiquée optionnellement lors de la
définition d’une collection. Il n'est plus possible d'utiliser une notation de type « liste des cardinaux » pour
indiquer la géométrie d’une collection non-homogene. On emploie a la place le mot-clef system avant
I'identificateur de I’équation (le choix du vocable « system » pour qualifier une géométrie hétérogene sera
justifié par la section suivante) :

1 1¢ nouvean programme est équivalent a l'ancien du point de vue de l'observation de l'exécution du programme. En effet, nous avons
donné plus haut l'exemple de deux tissus qui définissaient des collections dont les valeurs étaient identiques, mais qui n'étaient pas
définies sur le méme domaine. La collection support du nouveau programme n'est pas la méme que celle de l'ancien programme,
puisqu'il n'y a plus aucun nom de défini. Cependant, les noms ne sont pas observables de l'extérieur du programme. Lors de l'exécution,
les seules données auxquels on a acces, sont la suite ordonnée dans le temps des valeurs des collections valeurs du stream support du
tissu racine.



system A = {1, {2, 3}}

indique que la collectignest une collection dont la gZomZtrie nOest pas homogene, mais cette notation ne
permet pas de prZciser la gZomZtrie de chaque ZlZnent de

Nous nOavons pas besoin dOune notation permettant dOindiquer la gZomZtrie de chaque ZIZment dOt
collection hZtZrogene. En effet, le compilastitoujours capable dOinfZrer sans ambiguetZ la gZomZtrie des
collections hZtZrogenes. Par contre, le compilateur ne peut pas toujours infZrer sans ambigustZ si une
collection est homogene ou hZtZrogene, ce qui rend indispensable [Oemptbéthystemn pour forcer
Zventuellement le compilateur ~ choisir un type donnZ. LOambigustZ provient des coercions implicites entre
types scalaires. Un exemple typique de cette situation est illustrZ par la dZfinition

A=1{1, 2.0}

doit-elle stre interprZtZe commeeucollection ~ deux ZIZments scalaires flottants (la constantel entiere
Ztant convertie en un flottant), ou bien, cette dZfiniticeloire vue comme la dZfinition dOun systeme
hZtZrogene contenant un entier et un floRah©ambiguetZ vient du fait que le compilateur est capable
dOeffectuer automatiquement des conversions entre scalaires (Cf. le manuel de rZfZrence).

Dans le premier cas, le compilateur doit utiliser implicitement une coercion, ce qui nQest pas le cas de la
seconde interprZtaticdBependant, le compilatear2he choisit pas IQinterprZtation conduisant au minimum
de conversionssi c'est possible, le compilateur effectue les conversions nZcessaires pour construire des
collections homogenes. Dans IOexemple prZcZdent, et en IOabsence dindication supplZmentaire, le compilat
infere que le tissi est une collection de deux flottants. Dans tous les cas, la spZcification explicite de la
gZomZtrie forcera le compilateur ~ construire le tissu:dZsirZ

system A ={1, 2.0}
construira ursysteme contenant un nombre entier et un nombre flottant, IOZquation
float A[2] = {1, 2.0}

construira une collection homogene de deux nombres flottants, de meme dQailloas qua €{1,
2.0} E, alors que

intA={1, 2.0}

construit une collection homogene de deux entiers. Par ailleurs, le compilateur ne sOoppose pas "~ ce que le
programmeur dZclare explicitement une gZomZtrie hZtZrogene pour une collection qui aurait pu stre
homogene

system B = {true, false}

est une Zquation valide qui dZfinit cmlkection hZtZrogene, bien qu'elle eusse pu stre considZrZe comme
homogene.

I17.2.2.b. Opérations sur les collections hétérogenes

Les ZIZments dOune collection hZtZrogene peuvent avoir des types scalaires diffZrents. Il nOest donc pe
possible de dZfinir par exemple |Qaddition de deux collections hZtZrogenes. On ne peut pas appliquer
IGopZrateur cardinal car leur gZomZtrie nOest pas dZcrite par une collection dOentiers, etc.

Les opZrations permises sur les collections hZtZrogsnes sont donc rZduieeseAitiels opZrations
seulement sont permises

1 pans les extensions desous travaillons ~ Ztendre les opZrations permises sur les collections hZtZrogenes.
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b 10acces " un ZIZment de la collection gréece " IQopZrateur de projectipn (le point)
b IOimbrication des collections gr¥o.ce aux agcolades
b la composition.

La composition des collections hZtZrogenes correspond " la concatZnation des ZIZments des arguments,
comme pour les collections homogenes.

IV.2.3. La notion de systeme 82
Un systen@/2 est un tissu dont la collection support est hZtZrogene.

Puisqu'on peut nommer explicitement les ZIZments dliestian, un systemei/@ correspond donc ~
un systeme dOZquations. Un systme& donc une unitZ dOencapsulation. Cette unitZ dOencapsulation peut
«tre utilisZe pour structurer une modZlisation complexe, par exemple en associant un2systeamue
soussysteme identifiZ dans le modsle. On peut aussi utiliser les systenmi8limiter la portZe des
variables dans un grand programme. On peut encore utiliser IOencapsulation pour dZvelopper un style de
programmation QobjetO (voir I0exenifdeatian|V.3.7).

IV.2.3.a. Un exemple dQOutilisation de systeme

LOexemple suivant utilise les tissus systemes pour structurer la simulation du comportement dOun animal
informatique [MEY 90] appeldumf. Les systemes sont utilisZs ici pour encapsuler les dZfinitions qui se
rapportent ~ chaque entitZ de la simulation.

Dans ce petit exemple, il y a deux-sgsemes |@nvironnement qui prZsente de la nourriture au
wlumf de maniere pZriodique, etd@umf lui-meme. Lewlumf a faim quand son taux g@ucose
descend en dessous d'un certain seuil. Le tagbudese remonte quand kelumf mange. Lerlumf
mange uniquement quand il a faim et " la conditionequei ¥dnnement lui prZsente de la nourriture.
Un wlumf est donc ursysteme rZaptifrZpond aux sollicitations de I0environnemeantfiture) en
fonction dOune condition interfi@i(m ).

Cela se traduit par le programmie Suivant

frequence nourriture = Clock -4,

glucose_initialement = 6,

max_glucose = 10,

niveau de faim = 4,

metabolisme = Clock,

system environnement = {
temps@0 = 0,
temps = $Stemps + 1 when frequence nourriture,
nourriture = (temps % 4) == 0,

o

system wlumf = {
glucose@0 = glucose_initialement,
glucose = if mange

then max_glucose
else max(0, $glucose-1 when metabolisme)
fi,
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faim = $glucose < niveau_de_faim,
mange = faim & environnement.nourriture

}

Ce programme demande les deux explications suivantes :
— Le tissu nourriture est un tissu booléen qui est Vrai  chaque fois que le compteur temps est
un multiple de 4 (l'opérateur d'égalité se note == et l'opération de modulo se note %). Ce compteur

est incrémenté 4 une fréquence de un top en moyenne tous les frZquence_nourriture tops de
I’hotloge de Clock .

— La fonction Max retourne le maximum des deux arguments : le taux de glucose ne peut pas étre
négatif. Quand le wlumf vient de manger, le taux de glucose remonte 2 max_glucose | sinon, le
taux de glucose décroit avec le temps, au rythme de metabolisme

Une exécution du programme est illustrée par la figure IV.5.

T T T T T T T
nourriture -----
faim —
ange ——-
lucose —

20 40 60 80 100 120 140 160

Figure IV.5 : Résuitat graphique de I'évaluation du systéme d’équations définissant le comportement d'un Wlumf .

IV.2.3.b. La hiérarchie des systemes

On peut imbriquer les tissus systemes comme on imbrique les collections. On obtient ainsi une hiérarchie
de systemes. Chaque équation d’un programme 81/2 appartient ainsi a un systeéme. Les équations que 'on
écrit “au top-level” et qui n’ont pas Iair d’apparaitre entre des accolades englobantes, appartiennent au tissu
racine. Un programme 81/2 est constitué de ce systéme racine et le programmeur définit les points de ce
systeme.

L’identificateur nourriture n’est pas directement visible en dehors de environnement  (comme
les labels des champs d’une structure C ou PASCAL). Par ailleurs, la définition de mange utilise le tissu
environnement  qui n’est pas défini dans le systéme Wlumf . Le tissu correspondant sera cherché dans le
systeme englobant : les régles de visibilité de 81/2 sont identiques 2 celles des blocs C.
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IV.2.3.c. OpZrations sur les systemes
Que deviennent les systemes quand on les combine dans des expressions

Il nOest pas possible de dZfinir dans la version 1:Ddies 8ystemes dont la gZomZtrie est considZrZe
comme homogene par le compilateur. Trois opZrations seulement sont donc disponibles pour combiner des
systemes la projection, qui permet dOaccZder ~ un ZIZment dOun systeme par un nom, IQimbrication qui
permet de hiZrarchiser les systemes, et la composition.

Nous savons compos@es collections dont la gZomZtrie est homodareomposition correspond " la
concatZnation. Nous pouvons Ztendre cette dZfinition sans difficultZ aux collections hZtZrogenes implicites.
Mais pour dZcrire |Oeffet dOune composition sur un systeme, il nous faut prZciser ce que devient le nommage
lors dOune composition de systemes. Pour cela, nous devons introduire un peu de vocabulaire.

IV.2.4. La composition des systémes 81/2

IV.2.4.a. Variable libre et variable liZe, systeme incomplet et systeme complet

Le nommage des points dOun systsme dZfieitvironnememh environnement est un ensemble de
liaisons @ariable— valeurk.

Une variabléiZe dans un sygtmbienparun systeme) est une variable qui appara’t en membre gauche
dOune Zquatidnsystemea notion de liaison est donc relative ~ un systeme. On dZfinit de meme la notion
de variable libre dans un systsralle n'appara’t pas en partie gauche d'une des Zquations du systeme. Un
systemeautononest un systeme oe toutes les occurrencesudi@bles correspondent ~ des variables liZes par
ce systeme. Un systengempleist un systeme oe toutes les occurrences de variables correspondent ~ des
variables liZes soit dans le systeme, soit dans un des systemes englobant.

Une variable libre dans un systeme, peut «tre liZe si on considere le systeme englobant. Une variable libre
dans un systeme rZfere au tissu de meme nom dZfini dans IOenvironnement englobant Ole plus procheO. Dans
IGexemple suivant, nous distinguons par un indice les occurmmuesafin de pouvoir les dZsigner dans
notre explication

s ={
cl_ll
a, = 2,
A ={a =c¢cy b=31},
B { cg=d, d=oc4+ a; },
C = A#B,
}

Si on regarde le systemgla variable, est libre. Si on regarde le systeme englshdatvariable, est
liZe. Dans cet exemple, l'occurrenake la variable dZsigne le tissy et IOoccurrenegrZfere le tissas.
Le systeme est donc complet mais il n'est pas autonome. La vagiaBfere ~ la dZfinitiom,, le systeme
S est donc autanme.

IV.2.4.b. Valeur dOun systeme incomplet

Pour calculer le rZsultat d'un systeme d'Zquations, il faut que chaque variable du systeme ait une
dZfinition: un programme doit donc stre autonome. Mais dans |OexemplendudonnZ plus haut, le
wlumf n'est pas autonome (le tigsiwwironnement nQest pas liZ dans le systshwenf). Par contre,
c'est un systeme complet. PentconsidZrer le systtm@umf en luimeme comme un programme8
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valide ? Et plus généralement, peut-on considérer les systemes incomplets comme des programmes 81/2
valide ?

— Sila rZponse estahe# nous devons distinguer deux types de systémes : les systémes qui peuvent
constituer des programmes valides et ceux qui ne le peuvent pas. Un programme valide est alors
clairement un systeme autonome. Or si on veut développer des “sous-systemes réutilisables”, ces
systemes seront incomplets, et donc non-autonomes.

— Sila rZponse estloti nous devons définir la valeur d’un systéme incomplet. Dans ce cas, tout
systeme 81/2 est un programme 81/2 valide, on peut donc définir simplement la composition des
systemes, etc.

Nous choisissons la deuxiéme solution.

On peut voir un systeme qui posseéde des variables libres comme une boite possédant des entrées
nommées : précisément les variables libres du systéme. Le systeme attend alors les valeurs de ces variables,
sur ces entrées, afin de calculer les tissus dont la définition dépend de ces variables (Cf. Figure IV.6). Prenons
par exemple le systeme incomplet :

£ =/
cpt@0 = 0,
cpt = $Scpt + 1 when Clock,
a = b + cpt
}

Ce systeme attend un tissu b afin de produire un tissu a. On peut reformuler cette interprétation en adoptant
le point de vue : « tissu = stream de collections ». Avec ce point de vue, le systéme attend sur chaque top de
b les valeurs de b afin de produire les valeurs de a pour le top en question.

Or, un objet qui, si on lui passe une valeut, calcule une autre valeut, correspond 2 une fonctioMNous
devons donc voir les tissus incompl@tsne des « streams de colleaiforsctions (sur les scalaires)
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a) b f

f={
cpt@0 =0, 1
cpt =cpt+ 1 when Clock,

a=b+cpt ‘

} 0 | | when|—ciock |

b i > a
c)
a=f(b) a=f(b) a=f(b)
I fl)=b1 I fl)=b3 I flb)=b+5
I I I I I I —
a=f(b) a=f(b) a=f(b) tics
flo)=b+0 flby=b+2 flby=b+4

Figure IV.6 : Interprétation d'un tissu incomplet en terme de stream de collections de fonctions.

a) donne la définition 81/2 du systeme incomplet t

b) représente ce systeme d'équations en termes de boites attendant des entrées pour produire des sorties. Une boite correspond a un opératenr
élémentaire (par exemple +) on @ un systéme (cas de la boite ¥ ). Regardons maintenant les tissus comme des streams de collections : sur les arcs
de cette représentation transitent les valenrs des streams ; la variable © étant libre, nne valeur de @ constitne une fonction qui attend une valenr
de © pour produire une valenr scalaire. La suite des fonctions qui sont produites en @ an conrs du temps est illustrée sur le schéma c)

¢) figure la suite des valeurs de if. Au premier tic, il s'agit de lidentité, an denxciéme tic, c'est la fonction qui incrémente O de 1, an troisiéme tic
cest la fonction qui incrémente O de 2, etc.

IV.2.4.c. Liaison des variables dans une composition

Puisqu'un systéme incomplet correspond a un tissu de fonctions (i.e. un stream de collections de
fonctions), il serait agréable de pouvoir compléter ce systeme, ce qui correspondrait a Papplication du tissu de
fonctions a un tissu de valeurs.

Or nous avons déja un moyen pour compléter les tissus incomplets : il s’agit de I'imbrication. En effet, si
A est un systéme incomplet, notons Al 'ensemble des équations de A. Il est possible de construire un systéme
S complet

S={A !B !}

ou B! correspond a l'ensemble des équations nécessaires pour compléter A. Appelons B le systéme formé de
ces équations, alors nous savons que (Cf. §I11.3.2.d) que

S=A#B

L’opération de composition des tissus correspond donc a la concaténation des valeurs ez a Punion des
environnements.
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Regardons prZcisZment ce qui se passe sur un exemple. Examinons dansSecisysssuoas, la
composition dé et deB qui dZfinit le tissG

S={

11
{a 1=c 1, b=3}

{c 2=d 4,d ,=c z+a ,}
A#B,

O W>»o
I

}

La composition doitantenir IOensemble des valeuré det deB (Cf. =lll.3.2.c). Meme en faisant
abstraction de 10ordre des ZIZments, la composition doit contenir les Zquations qui prévisresit de
ce qui correspond au systeme

A#Bl{ a,=c¢c gy,
b=3,
c,=d g,
d;=c z+a ,}

Au niveau des liaisons entre les variables et les tissus dZfinis, il se passe quelque chose dans cet exemple poi
les variables libres deet deB : elles ne sont plus libres da#8. Par exemple, les regles de liaison nous

disent que, etc; rZferent ~ la dZfinition, et qued, rZfere ~ IOZquationdle Le mZcanisme de liaisest

illustrZ " la figure IV.7.

A
s ¢ a AHB
o id >
=z
E b
s 3 > id >
b
Y 3 >
NS <
liaison
o P id |- S
. C
id F-O————»
+ d
. -
= d '
v 8 ot

Figure IV.7 : MZcanisme de crZation de liaisons lors de la composition de deux systemes. La figuredikuBtre pour les dZfinitior
prZcZdentes, ce mZcanisme de liaison en tersfies t&/geaghiquiathe systeme 8migopan’tZ reprZsent?.

1plus prZcisZzment, le mZcanisme de liaiderieaitt obZit aux regles donnZes aux alV.2.2.a et alV.2.3.b.
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Nous venons de voir que la composition permet de lier des variables libres. Un systeme incomplet peut
donc etre vu omme une fonction (des variables libres) et la composition comme [Oapplication dOune
fonction. Le rZsultat de IOapplication dOune telle fonction est soit un systeme complet, soit un systeme qui
possede encore des variables libres.

On peut rAitiliser un systeme autant de fois que IOon veut dans une composition en le rZfZrant ~ IQaide de
son nom. On peut donc voir un systeme incomplet comme un ZIZment paramZtrable et rZutilisable, les
parametres Ztant les variables libres du systme. La composition pefouetidees paramstres et
OdOinstantierO le syst'me. On peut encore voir un systeme comme une classe, la concatZnation jouant alors le
r™le de constructeur. Nous verrons plus loin qu'elle permet aussi dOZmuler la notion dOhZritage.

La composition des environnement se fonde sur les noms des variables, et donc, en termes dOapplication
des fonctions, nous nous sommes affranchis de |IQordre des arguments. En termes de combinateur, la
concatZnation unifie les diffZrentes opZrations de composition traditienneliiéisYes dans les langages
fonctionnels comme FRmise en sZrie, mise en parallsle;daek, Cf. par exemple [DEL 86].

IV.2.5. Fonction et systéme

Les systemes incomplets jouant le r™le de fonctions sur les tissus, nous nOavons pas rZellement besoin de
la constructiofunction du alll.2.3.c. En effet, la dZclaration de la fongtion

function f(argl, arg2, .., argn) = expression
peut se traduire par un systedmiacomplet

F = { expression }
LOapplication de la fonction

f(al, a2, .., an)
se traduitlors par la composition des systemes

(F # {argl = al, arg2 = a2, .., argn = an}).0

La constructionfunction peut etre vue comme une simple abrZviation commode pour construire et
complZter des systemes, la traduction se faisant de la manisre ddesies dicela nOest cependant pas
implZmentZ de cette maniere dans le langage).

Les concepts de fonction et de systeme se completent2emo8r permettre la description simple de
Cmodule rZutilisable. Par exemple, il est courant de vouloir dZcrire uteaompi compte les tops dOun
tissux donnZ. Cette fonction correspond " la dZfinition suivante

function compteur(X) =
{
cpt@0 = 0 synchro X,
cpt = $cpt + 1 synchro X
}.cpt

LOargument correspond au tissu dont on veut compter les tops. Le corps de la tomefieeur est

une expression de la formeygtéme. cpt E. La valeur de cette expression est celfetdée tissiept

Ztant dZfini dans I'expressigrs téme. Cette expression est une imbrication dont la valeur est un systeme

mais qui nOapreeu de nom particulier. E chaque apphcatmmnipteur un systme est crZZ, qui

encapsule une dZfinition det. Ces diffZrentes dZfinitions ne Orentrent pas en collisionO et ne sont
dOailleurs meme pas visibles ou accessibles dans le programme, car elles sont encapsulZes chacune dans un
systemewonyme. On peut aussi dZfinir une fonction qui fait la somme des valeurs successives dOun tissu
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function somme(X) = { sigma@0 = X, sigma = $sigma + X}.sigma
et utiliser la fonction SOMmeet compteur pour définir la fonction moyenne d’un stream :

function moyenne(X) = somme(X) / (1 + compteur(X))

IV.3. Exemples d’applications 81/2

Dans la derniere partie de ce chapitre, nous donnons des exemples de programmes 81/2 empruntés a
divers domaines d’applications :

— les systemes dynamiques discrets,

— les systéemes dynamiques continus,

— les réseaux d’automates,

— le traitement d’image,

— les transformations de temps en espace,

— la simulation par événements discrets,

— la programmation objet en 81/2,

— la programmation fonctionnelle en 81/2,

— la traduction en 81/2 des structures de controle répétitives et impératives

— les collections a géométrie dynamique.

Le lecteur trouvera d’autres exemples et une description compléte de environnement de programmation du
langage version 1.0, dans le manuel de référence. Une description succincte de l'environnement, nommé 8,3
est donnée en annexe.

IV.3.1. Systémes dynamiques discrets : itérés de I’équation logistique

Un probléeme classique dans le domaine des systemes dynamiques discrets consiste a modéliser la
dynamique d’une population en tenant compte des ressources qui limitent sa croissance. Soit N(t) le
nombre d’individus de la population au temps t . Dans un premier temps, on suppose que la croissance de la
population ne dépend que du nombre d’individus présents, i.c. :

N(t+1) = F(N(t))

Cette hypothese est vraie si deux générations d’individus n’interagissent pas, dans le cas contraire il faudrait
par exemple utiliser une fonction de la forme G(N(t), N(t - 1)) . La fonction F prend la forme suivante :

F(x) = ax + des termes non-linéaires

La partie linéaire de F indique que la croissance de la population est proportionnelle a la population présente.

Cette partie linéaire correspond au modéle malthusien!

et induit une croissance exponentielle de la
population si @>1. Les termes non-linéaires doivent cortiger ce modéle pour prendre en compte le fait que,
quand les ressources sont limitées, il y a compétition entre les individus pour se reproduire. La compétition
est proportionnelle au nombre de rencontres possibles entre les individus, i.e. elle est proportionnelle a

NE(t) . Le modele devient donc :

1 Thomas Robert Malthus, pasteur et économiste anglais (1766-1834) compara la croissance exponentielle des populations a la
croissance linéaire des ressources terrestres et fut partisan, en conséquence, de la limitation des naissances.
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N(t+1l) = aN(t) - bN2(t)

avec a et b positifs, a représentant le taux de croissance et b un parameétre dépendant des ressources et qui
modélise 'envitonnement de la population. La quantité a/b est appelée «capacité de charge» de
I'environnement (carying capacity en anglais). Pour illustrer ces comportements, on va d’abord simplifier

Péquation en exprimant la taille de la population en unités de capacité de charge: y(t) = a N(t). Le

systeme devient :

y(t+l) = ky(t)(1 - y(t)) = £(y(t))
avec k=a. L’équation précédente s’appelle IO0Zquation logistique

Nous aimerions calculer les résultats des premiéres itérations £, £2, £3, ..., pour des valeurs initiales
prises dans tout lintervalle [0, 1] (la population est normalisée par exemple en milliers d’habitants) et
pour toutes les valeurs du parametre kK supérieures a 1. 2.

Un probleme de représentation se pose en 81/2 : il faut décider quelle variation se fera dans le temps, et
quelles autres variations se feront dans 'espace. On décide par exemple de faire varier kK dans le temps (car
on ne ’a pas borné a priori), et de calculer a chaque instant pour les fonctions £, £2, £3, £4, ... toutes les
images de l'intervalle discrétisé [0, 1]. Afin de les représenter sur un méme graphique, on va concaténer
ces différentes images les unes a la suite des autres (ce qui cortespond, comme on le verra, a utiliser la
récursion spatiale pour exprimer I'itération des fonctions £).

On appelle start le vecteur des points de discrétisation de [0, 1] avec un pasde 0.05: start est
de la forme {0, 0.05, 0.1, 0.15, .., 0.95}. Le coefficient k est un stream qui évolue par pas
de 0.1 au cours du temps. On appelle iterl la premicre itération de £, iter2 la deuxieme itération, etc.
Le tissu separe est un vecteur constant de 0 qui a pour but de séparer les différentes itérations, afin
d’obtenir une jolie représentation graphique en intercalant un espace entre deux itérations consécutives.

start = 0.05 * '20,

keo 1.2,
k = $k + 0.1 when Clock,

iter0 = start,

iterl = k*iterO*(l-iter0),
iter2 = k*iterl*(l-iterl),
iter5 = k*iterd*(l-iterd),
separe[5] = 0;

map0 = iter0 # separe # iterl # separe # iter2 # .. # iter5

La définition de mapO est fastidieuse : on doit écrire explicitement a la main le calcul des différentes
itérations iterl, iter2, etc. Il serait plus simple d’écrire une définition récursive spatiale de map0. En
fait, la seule différence entre ce que I'on veut faire ici, et les expressions récursives que nous avons déja vues
(par exemple factorielle), c'est que I’élément de départ start n’est pas un scalaire mais déja un vecteur. Cela
ne change tien au principe, et donc, nous remplacons dans le programme précédent la définition de map0
par la définition de map1 :

mapl = (start # k*mapl*(1l - mapl)):[100]

Le tissu mapl compte 100 éléments. Puisque le tissu start de départ compte 20 éléments, on a donc
calculé dans map1l, 100/20 = 5 itérations. Dans cette version de mapl, il n’y a pas de séparation entre les
itérations. On peut tres bien écrire une autre version :

map?2 ((start # separe) # k*map2*(1 - map2)):[125]
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mais les itZrations seront sZparZesepare , f(separe)
separe sont "0 et donck*separe(l - separe) =0

, f 2(separe)
= separe

, etc. Or tous les ZIZments de
. Par suite, le tissnap2 est

exactement comme le tissap0. Au passage, remarquons que nous tronquap” 125 ZIZments, ce qui

correspond "~ 125/(20+5) = 5 itZrations (le tissu de dZ

part est consiarf deconcatZnZsZpare ).

Le dessin de la figure V.8 est constituZ du tracZ des trois dernisres itZnatamas Gest donc un
tissu de 25*3 ZIZments gu'il faut sZlectionner ~ larfiag®e On utilise donc une troncature nZgative (et on

prend 80 ZIZments afin de garder une jolie bordure).
- 80]
LOaffichage est obtenu par la commapplet 30 m

m = map2:[

E de IOenvironnem@sit
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Figure IV.8 : ReprZsentation graphiquentdotissa dZfinition est donnZe plus haut. ke yanarsetint I'axe Oen

profondeurQOL'axe vertical correspond ~ la valeur des points du tissu. L'aspect collection correspond " I'axe horizontal dans le

figure.

IV.3.2. Systéme dynamique continu : équation de diffusion en 2D et équation des

ondes

Les systemes dynamiques continus corresponden

t aux Zquations diffZrentielles et aux Zquations aux
dZrivZes partielles. Nous avons dZj" vu la discrZtisation dOune Zquation de diffusion dans une barre de mZta

(Zquation parabolique aux dZrivZes partiellesmp@esdessous est un exemple similaire mais pour une
Zquation diffZrentielle du secamdre, du type de celles modZlisant la propagation des ondes. LOZquation fait
intervenir une dZrivZe seconde, dOoe un stream retardZ depixvfpise(p_v correspond dZj" au reatrd
dev). Deux retard Ztant utilisZs, il faut fixer les deux premieres valeurs de
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pi = 3.1415926535, Wave —
start = sin('50 * (2*pi/49)),

V =0 #inside # 0,
V@O0 = start,
V@1 = (0 # (2*start(middle)
- start(left)
- s tart(right)) # 0)
when Clock,

float inside = - 0.50 * p_v(left)
- 0.50 * p_v(right)
+ 0.55 * p_v(middle)
+0.45 * $ p_v(middle),

_v = $V when Clock,
left ='48, middle = '48+1, right = '48+2

IV.3.3. Les rZseaux dDautomates

Nous donnons deux exemples de rZseaux dOautomates pris dans deux grandes fanutiestes
cellulaires et les rZseaux systoliques.

IV.3.3.a. Un automate cellulaijeu de la vie

Le monde du jeu de la vie est constituZtdBleau de cellules organisZ en grille. Chaque cellule a huit
voisins possibles et est soit dans I'Ztat vivant soit dans I'Ztat mort. LOZtat des cellules Zvolue au cours du temps
en suivant la loiune cellule vivante reste vivante ~ la gZnZration suivante si le nombre de ses cellules voisines
" la gZnZration courante est compris éngte ; elle meurt dOisolement ou de surpopulation si le nombre de
ses voisins vivants est infZrie@réu supZrieur 4 ; une cellule morte devient vivante si le noddses
voisines vivantes est compris eatet4.

Le programme1® utilise une collection de boolZens afin de reprZsenter si une cellule est vivante (valeur
true ) ou morte (valedalse ). Les Zquations correspondantes sont les suivantes

system Automate_Cellulaire =

cellules@0 = {E}, /* un Ztat initial des cellules */
cellules[100,100] = (nbre_voisins I 2) && (nbre_voisins " 4),
I* prZcZdent reprZsenteellules " la gZnZration prZcZdente */

prZcZdent = $cellules when Clock,

nbre_voisins = voisins_nord + voisins_sud
+ voisins_est + voisins_ouest,

voisins_nord = if Nord(prZcZdent,false) then 1 else O fi,
voisins_sud = if Sud(prZcZdent,false) then 1 else O fi,

voisins_ouest = if Ouest(prZcZdent,false) then 1 else 0 fi,
voisins_est = if Est(prZcZdent,false) then 1 else O fi,

function Nord(x, ¢) = (c#x) .('x),

function Sud(x, ¢) = (x#c) .('x + {{{1, 0}}}:I'x]),

function Quest(x, c) = (c#"X).('X),

function Est(x, ¢) = (x#*c).(x + {{{0, 1 BEIXD
}

Les fonctionsNord , Sud, E, completent une collection de gZomZfrie m] par une ligne ou une
colonne de& (c doit tre une constante scalaire) puis font la sZlection nZcessaire pour rZaliser un dZcalage
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correspondant a 'accés aux voisins nord, sud, etc. La valeur ¢ correspond donc a la valeur des voisins
inexistants pour les cellules frontiéres.

IV.3.3.b. RZseaux systoliques

Un réseau systolique est un réseau régulier d’automates. Nous allons prendre le cas d’un réseau linéaire ou
chaque nceud du réseau délivre sur deux sorties, les résultats de la combinaison par £ et g de ses 2 entrées
(Ct. figure IV.9).

Le programme 81/2 correspondant utilise la récursion spatiale pour traduire la répétition des nceuds du
réseau :

system Systo = {
a = el # f(sa, sb),
b e2 # g(sa, sb),
sa a:[n-17,
sb = b:[n-1]

}

le tissu sa représente les valeurs que 'on trouve le long des 14 entrées des nceuds dans le réseau, le tissu sb,
idem pour les 2¢M¢ entrées.

a3 = f(f(f(el, e2), g(el, e2)), g(f(el, e2), g(el, e2)))
a2 = f(f(el, e2), g(el, e2))
al = f(el, e2)l
el_o, £ —. £ —. £ £ -
e2 O g _TO_ g T Ol g T o= g T
b1 b2 b3
ao = el bo = e2
ai = f(ai-1, bi-1) bi = g(ai-1, bi-1)

Figure IV.9 : lllustration dOun exempadsyzwlique linZaire

IV.3.4. Traitement d’images : étiquetage de composantes connexes
On se donne 'image binaire I d’une photographie en noir et blanc représentée par une collection a deux
dimensions. Une composante connexe est un sous-ensemble de I'image constitué de pixels connexes ayant

tous la valeur 1.

On désire étiqueter les composantes connexes de 1, c'est-a-dire calculer un tissu C de méme géométrie
que I et tel que si deux points de I appartiennent a la méme composante connexe, alors ils ont la méme
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valeur dan€. Cette valeur, I0Ztiquette, doit «tre diffZrente pour chaque composante connexeleénaudra
tout point deC oe | == . LOalgorithme est le suivant

1) Calculer une valeur diffZrente pour chaque jpoint

2) Propager cette valeur aux voisins qui appartiennent ~ la meme composante connexe. Entre deux
Ztiguettes possibles, un point choisit IOZtiquette de valeur maximale.

3) lterer IOZtape (2) tant qu'on a pas atteint un Ztat global stable.
le programme1® est le suivant

* une imagebinaire 256256. La valeur dOun point est IQentier 0 ou 1 */
| [256, 256] = { E }

* index est un tissu constant de valgyp 1 2 E 255} {256 257 E } E } */
index [I] = '256*256 + {256}:[256, 256] ,

/* En 81/2, les entiers peuvent servir de valeurs logiques
0 correspond false et tous les autres entietaue .
LOZtat initial Becorrespond ~ IOimage ou les piXalsd sont transformZ enl
et les pixels ~ vrai en l'index du point.
Les Ztats successif€dmrrespondent atitZrations de I0Ztape 2.
Ces itZrations ont lieu tant que la condition dOarret nOest pas validZe.

*/
C@O0 = if | then index else - 1fi,
C =if I then max(cl, c2, c3, c4) else $C fi

until stop,
* condition dOarretl®Ztiquetage nOa pas changZ entre 2 itZrations */
dc = $C when Clock,
stop=&& \ ($dc ==dc),

* Calcul de IOZtiquette en fonction des voigissonctionslord , etc. ont dZj” ZtZ introduites */

¢l = max (dc, Nord(dc, - 1)),
¢2 = max (dc, Sud(dc, - 1)),
c3 = max (dc, Est(dc, - 1)),
¢4 = max (dc, Ouest(dc, - 1)),

Si on dZsire compter les composantes connexes, il suffit de rajouter les:Zquations

composantes = if (index == C after stop) then 1 else O fi,
nombre_composantes = + \ composantes,

Le tissucomposantes permet de donner la valeur 1 ~ un seul point de chaque composante connexe,
les autres ayant pour valeur 0. La rZduction de ce tissu permet de compter les composantes connexes.

Remarquons que cet algorithme permet de trouver un chemin entre IQentrZe et la sortie dOun labyrinthe.

Le labyrinthe est reprZsentZ par une carte. Un chemin est une composante connexe dans cette carte. Une
composante connexe qui contient le point dOentrZe et le point de sortie est un chemin solution.
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IV.3.5. Transformation du temps en espace

On veut enregistrar valeurs consZcutives dOun tissu ssaldémes un tiss@ de cardinah, ce qui
correspond " un transformateur speeallsle (Cf. figure IV.10). Les topstdge produisent tous legops

des.

function Série Parallele(S, n) =

{

}.T

/* Un compteurmodulon */

cpt@0 = 1 synchro S,

cpt = if (cpt == n) then 1 else $cpt + 1 fi
synchro S,

I* le stockage des valeursase fait dans le buffedZcalagef fer */
buffer[n] = if cpt ==
then S # 0
else S # Sbuffer:[n-1]
fi,
* Un Zchantillonnage tous kegops */
T = buffer when (cpt == n)

La fonctionsérieParalléle utilise un systeme pour cacher les tissus auxiliaines etbuffer. Le
tissucpt est un compteur qui compte té n de manre cyclique, au rythme des topssdée tissu
buffer est un buffer qui est gZrZ par dZcalage et qui enregistre les valeurs su&¢asivZbu - 1
valeurs sont initialisZe8)” Le tisstT correspond au tissu £ fer aux instants o« il ymnouvelles valeurs

des.

Espace e)
N
L» Temps o T x
[o] N
g N
@) @ g S
(€]
S
@ @ O—>»
<+
n tops
S topsde s
® @O OO o O O 0—0 >
T
7\
() O >
topsde T

Figure 1V.10: Un transformateursahadisle
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IV.3.6. Simulation par ZvZnements discrets

Une machineutil fabrique une piece mZcanique "~ une cadence fixe (toutes les s secondes). Un
contr™leur examine si la piece est bonnej kg pend un temps alZatoire variant Zquiprobablement entre
1 et c secondes. En moyenne il rejette r% des pisces.

Un programme & simulant ce comportement peut stre le suivantcrZe un systeme pour chacunes
des entitZsMachine , Contr™leur , Buffer et Rebut . Machine dZfinit un stream de boolZen °
vrai quand une piece est produitBuffer et Rejet fournissent chacun un stream indiquant
respectivement le nombre de pieces dans le buffer et dans le rebut.

s=5,¢c=7,r=10,

Machine = {
t@0 =0,
t =$t+ 1 when Clock,
piece = 0 == (t%s), /* pisce est "vrai toutes les s secondes */
2
Contr™leur = {
I* cpt dZmarre avec la valeur 0 avec le dZbut dOun examen et passe ~ 1

avec la fin de IOexamen. Un examen peut dZmarrer sOil y a une piece dans le
buffer. Le temps dOexamen dOune piece est celui qui sZpare 2 tops

deClock -c.
*/
cpt@0 = 0 after Buffer.nbre_pisce >= 1,
cpt = if $cpt ==
then if Buffer.nbre_piece >=1
then O
else $cpt
fi
else $cpt + 1 when Clock -C

fi,

/*vautvrai quand une pisce a ZtZ examinZe */
examen_fait = (cpt == 1) && ($cpt == 0),

2
Buffer = {
nbre_picce@0 = 0,
nbre_pisce =
if Machine & Contr™leur.examen_fait
then $nbre_pisce I productionl, consommatiod */
else if Machine.pisce
then $nbre_piece + 1 I* productionl, consommatio® */
else if Contr™leur.examen_fait
then $nbre_pisce - 1 /* productiond, consommatiod */
else $nbre_pisce I productiond, consommatin 0 */
fi
fi
fi,
2
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Rebut = {
/* Pour savoir si la piéce est un rebut, on tire au sort un nombre uniformément
réparti entre 0 et 100. Si r est supérieur a ce nombre, alors la piéce est un rebut. */

nbre_piéce@0 = 0,
nbre piece if r > random(100)

then $nbre piéce + 1

else $nbre piéce

fi when Contrdleur.examen fait,

IV.3.7. La programmation objet en 81/2

La notion de systéme et la concaténation des systemes, nous permet de manipuler des environnements.
La composition permet en particulier d’implémenter des enregistrements extensibles. Cela nous permet donc
d’émuler une programmation dans un “style objet”.

Un systeme 81/2 représente a la fois le concept de classe des langages objets et celui de constructeur
permettant de créer une instance de classe. Les arguments nécessaires au constructeur sont les variables libres
du systéme. L’instantiation d’une classe correspond a la concaténation du systeme avec les arguments
attendus par le constructeur. L’apport, grace a la concaténation, d’équations supplémentaires, correspond 2
de Zhéritage.

Un systeme complet correspond alors a un objet des langages objets. Mais ici les valeurs des “slots” sont
des tissus : il n’y a pas de notion d’envoi de messages ou de méthodes. Un systeme 81/2 décrit les relations
qui sont vraies entre les différents objets du programme, et ces relations sont maintenues a travers toutes les
variations des valeurs des tissus. On peut donc dire que 81/2 implémente une certaine forme de propagation
de contraintes dans un monde objet. Bien évidemment, il n’y a pas en 81/2 tous les mécanismes de protection
et d’encapsulation disponibles dans les vrais langages objets.

Pour illustrer ce style de programmation, on va définir dans le style des langages objets, une classe
Mobile d’objets mobiles dans un plan. Mobile est donc représenté par un systeme 81/2 qui possede deux
variables libres : la position initiale initial et les déplacements élémentaires déplacement. A partir de
ces variables libres, qui sont des vecteurs a deux éléments correspondant aux axes Ox et Oy, le systeme
Mobile définit une position:

Mobile = {
position@0
position

initial,
$position + déplacement,

i

On peut a partir de Mobile, définir les mobiles soumis 2 un mouvement uniforme de vitesse. La classe
TrajectoireUniforme attend une position initiale (nécessaire 2 Mobile dont elle hérite) et un
vecteur vitesse pour s’instancier :

TrajectoireUniforme = Mobile #

{

déplacement = vitesse when Clock,

I

Le systtme TrajectoireUniforme est un systeme qui possede tous les attributs du systéme Mobile,
puisqu'il s’agit de ce systtme étendu par la définiion de déplacement qui permet de calculer le
déplacement élémentaire d’une trajectoire uniforme (on suppose que vitesse est une constante et que le
déplacement uniforme désiré entre deux tops de Clock a pour valeur cette constante). L’opérateur #
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compose ces deux systemes et effectue la liaison entre la varialdeliseement qui appara’ dans
Mobile et la dZfinition deléplacement dans le systtme anonyme qui complete la dZfinition de
TrajectoireUniforme.

Nous allons poursuivre cet exemple en utilifaatjectoireUniforme pour reprZsenter la
trajectoire circulaire dOune planete autour dOun soleil en mouvement uniforme. Cela nous amene " Zcrire la
class@rajectoireCirculaire qui attend un rayon, un centre et une vitesse angulaire

TrajectoireCirculaire = Mobile #

{
initial = {centre.0, rayon + centre.l},
déplacement = {dx, dy},
t@0 = 0, [* angle de la rotation */
t = $t + vitesse_angulaire when Clock,
* dZplacement circulaire ZIZmentaire autour dOun centre mobile */
dx = -rayon*2*cos((t+S$t)/2)*sin((t-$t)/2)
+ centre.0 - Scentre.O,
dy = rayon*2*sin((t+S$t)/2)*cos((t-5t)/2)
+ centre.l - S$Scentre.l,
¥

Il ne nous reste plus qu"” instantier nos classes pour dZcrire le systsme solaire

soleil = TrajectoireUniforme #
{
vitesse = {1, 1};
initial = {0, 0};
Y
planete = TrajectoireCirculaire #
{
rayon = 1;
centre = soleil;
vitesse_angulaire = 0.1;
}

La figure IV.11 illustre le rZsultat.
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Figure IV.11: Tracé de la trajectoire d’une planéte en monvement circulaire antour d’'un soleil animé d’un monvement de translation
uniforme.

IV.3.8. Programmation fonctionnelle en 8

Les fonctions utilisateur en/8Bne peuvent pas stre rZcursivegest une limitation du compilateur
actuel. Cependant, la rZcursion des fonctions apparaftz ecorBme un mZcanisme marginal de
programmation. En effet, dans un langage fonctionnel comme Lisp ou MLjetesmamipulZs
principalement par un programme sont les fonctions et le programmeur utilise la rZcursion pour construire
des fonctions. Eni®, le programmeur construit des tissus, pas des fonctions. Pour construire des tissus, il
dispose de la rZcursion temporelle et de la rZcursion spatiale des tissus, de la meme maniere que le
programmeur fonctionnel dispose de la rZcursion des fonctions.

Nous avons donnZ dans le chapitre Il et Ill de nombreux exemples qui illustraient comment utiliser la
rZcursion defissus pour calculer une fonction rZcursive primitive. Si a un moment donnZ, on a besoin
uniquement dOune seule valeur de la fonction, on utilisera la rZcursion temporelle. Si on a besoin de plusieurs
valeurs de la fonction en meme temps, on utilisera une rZcursion spatiale. Ceci est illustrZ avec [Oexemple de
Fibonacci

/*interdit en 81/2 actuellement */

function fib(x) = if x ==
then 0
else if x == 1
then 1
else fib(x - 1) + fib(x-2)
fi
fi

Mais on peut Zcrire si on a besoin dOune seule valeur ~ un instant
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*rZcursion temporelle sur un tissu scalaire */
fib@0 = 0 when Clock,

fib@1 = 1 when Clock,

fib = $fib*$$fib

et si on a besoin de la table de fib a2 un moment donné :

[*rZcursion spatiale */
fib[n] = O#fib:[n - 1] + {0, 1}#fib:[n - 2]

IV.3.9. Traductions dans le langage 81/2 des itérations des langages impératifs

11 existe deux types de boucles dans les langages impératifs : 1a boucle for qui consiste a répéter une action
un nombre de fois connu a 'avance, et la boucle while qui consiste a itérer une action en fonction d’un
résultat calculé.

La boucle while des langages impératifs correspond natutrellement au concept de stream, puisqu'un
stream est capable, contrairement aux collections, de représenter un nombre non borné d’itérations a travers

ses tops!.

Pour la traduction des boucles for, on pourrait utiliser I'aspect stream d’un tissu. Elles correspondraient
alors a des streams qui ont un nombre de tops limités : un top par répétition. Il semble plus logique de les
représenter pat une collection dont le cardinal correspond au nombre de répétitions de la boucle. S'il y a des
dépendances entre les répétitions, la définition de ce tissu sera récursive. Donnons quelques exemples, en
utilisant une syntaxe C (le for en C est utilisé ici pour son aspect répétition, bien qu'il ait la capacité
d’exprimer des itérations) :

/* boucle en C */
float T [10];
for (i = 0; i<10; i++) T[i] = 2*i;

/* tissu 81/2 correspondant */
float T [10] =2 *" T
cet exemple n’implique pas de dépendances entre les répétitions. I’exemple suivant

/* boucle en C */

float U [10];
for (j = 0; j<10; j++)
if (j == 0) U[i] = 1; else U[i] = Ui - 1] + 2.7%;

exhibe des dépendances entre les répétitions. De ce fait, la collection correspondante est définie par une
récursion spatiale (pour simplifier on utilise un tissu auxiliaire U) :

/* tissu 81/2 correspondant */
float U [10] = (1 # u) : |U|,
u=U+27*'U

La sélection offre le moyen de traiter des indigages plus compliqués qu'un simple décalage :

! Limbrication de boucles while peut se traduire par utilisation de 'opérateur €very (cet opérateur est présenté dans [GIA 91b]
mais n’est pas actuellement implémenté dans la version 0.1 du compilateur 81/2). Notons cependant que 'on montre en théorie de la
calculabilité, que tout programme contenant des While  imbriqués peut se réécritre en un programme ne contenant qu'une seule boucle
while  englobant tout le programme.
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/* boucle en C */

float V [10];
for (k = 0; k<10; k++)
if (k%3) VI[i] = k; else V[i] = U[(2k - 1)%10];

/* programme 81/2 cotrespondant */
int K [10] = (k*2 - 1) % 10,
float V [10] = if ('K % 3) then 'K else U(K) fi

IV.3.10. Les gZomZtries dynamigquesxemple du triangle de Pascal

Cet exemple n’est pas traité par le compilateur version 0.1 car il définit récursivement un systeme dont la
géométrie varie au cours du temps. Cet exemple, qui a pour but de montrer l'utilité des définitions récursives
de systemes, motive le développement d’un calcul complet sur les collections non homogenes et illustre les
difficultés qu'il faut résoudre.

11 s’agit de calculer les coefficients Cﬁ de 'expansion du polynéme (a+b) M. Ceux-ci sont définis par la

relation de récurrence :
_ ~Ppb-1 p
Cﬁ =Cnp.1 +Ch1

Le triangle de Pascal est un algorithme permettant de calculer ces coefficients de maniére commode : chaque
¢élément P dans ligne N du triangle correspond a la somme de I’élément directement au-dessus et de ’élément
précédent dans la ligne N- 1 du triangle :

1 coefficients des produits al bl dansle développement de (a+b) 0
11 coefficients des produits al bl dansle développement de (a+b) 1
121 coefficients des produits al bl dansle développement de (a+b) 2
1331 coefficients des produits al bl dansle développement de (a+b) 3
14641 coefficients des produits al bl dansle développement de (a+b) 4

E

On débute et on termine chaque ligne pat un 1. Il s%n suit que chaque ligne du triangle de Pascal est la
somme de la ligne précédente décalée et correctement complétée par des zéro, i.e. :

{1, 1} ={ 0, 1} + {1, 0}

{1,2,1} ={ 0,1, 1} +{1, 1, 0}

{1,3,3,1} ={ 0,1,2,1}+{1,2,1, 0}

{1,4,6,4,1}={ 0,1,3,3,1}+{1,3,3,1, 0}
ete.

On décide de calculer ce triangle par un stream 81/2 dont le jeme top a pour valeur une collection qui
représente la i€ ligne du triangle de Pascal. Le triangle de Pascal T peut donc se calculer par le programme
suivant :

T@0=1,
T = ($T#0 + O#3$T) when Clock
Avec les notations du chapitre II, le résultat de 'exécution de ce programme est :
T! < {1}
{1, 1}
{1, 2,1}

{1, 3,3, 1};
{1,4,6,4,1}; E<
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On voit que la gZomZtrie Hest dynam|que chaque topl a pour valeur une collection qui a un ZIZment
de plus que la collection calculZe au top pchZdent Un prograndeed type demande la mise en place
dOun mZcanisme dOallocation dynamique meite mifie vZrification des types ~ IOexZcution, etc.

-000-
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V. Le langage parallsle8v?

Dans ce chapitre, nous examinerons I0adZquation du lengalgeespression et ~ I0exploitation du
parallZlisme offert par les nouvelles architectures parallsles. Pour cela, nous montrerons/pourquoi 8
est un langage “fiais datelow et dateparallsle.

Pour commencer, nous oublierons le langage®prement dit et nous prZsenterons une classification
des langages parallsles. Deux criteres nous permettront de comparer les langages et cette classification nous
amenera ~ Ztudier deux modeles de programmation pardiel@rogrammation daparallele et la
programmation daffow. Nous examinerons ensuite les limitations dues au cadre sZquentiel des langages
dataparallsles classiques. Cela nous conduit ~ analysezsd®adtles dOexpression du sZquencement et °
choisir le cadre dafl@w pour des raisons qui tiennent tant ~ I0expressivitZ qu” IQefficacitZ.

Les problsmes posZs par le choix dOun modsle dOexZcilinm stanaalors dZtaillZs. Nous concluons
" la nZcessitZ de dZvelopper un modele de calcypadatde dZclaratif etsrgue afin de capturer
efficacement " la fois le parallZlisme de donnZes et le parallZlisme de contr™le prZsents dans une applicatior
tout en Ztant ~ meme dOexploiter les ressae@s@duvelles architectures massivement parallsles.

Ce modele de calcul correspond au -sosemble statigue de/28 La mise en Iuvre de ce seus
ensemble sur une architecture parallsle est ensuite esquissZe. Le compii@iesioBne un programme
81/2 en unenavetre. Une navette est le code dont IOexZcution permet de calculer et dOZnumZrer dans 10ordre
temporel croissant les valeurs des collections qui composent les tissus dZfinis par le programme. Le
compilateur est grossierement composZ de quaaseplha synthese et la vZrification du typage des
expressions, le calcul de IOhorloge des expressions, le calcul des dZpendances des t%.ches associZes
expressions, le placement et IQordonnancement statiques de ces t%.ches. Le lecteur trouvera dans [GIA 92]
dans la bibliographie du projeb8ine description plus complste et plus technique.

Le langage1® a ZtZ coneu pour stre compilZ, tant pour une machine sZquentielle que pour des machines
parallsles, en imposant pour la version 1.0 un modsEcdfitexdatflow qui soit statique. Cela veut dire
que la rZservation mZmoire et IOordonnancement des instructions sont connus " la compilation, avant
IOexZcution. Le code produit ne nZcessite pas dOexZcutif (comme par exemple un service d'allocatior
dynamique et de gestion de la mZmoire) ni de pile dOexZcution (car les expressibhaduites en
termes de boucle de rZpZtition).
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V.1. Une classificatiorde I0expression du parallZlisme dans
les langages de programmation

Le foisonnement des architeetiet des langages parallsles amene un recouvrement des concepts qui
rend difficile leur comparaison et I0Ztablissement dOune classification universellement acceptZe. C'est pourquoi
nous proposons dans la table V.1 un cadre destinZ " fixer les concepts prZsentZs dans ce chapitre. Nous
avons choisi de classer les langages " travers deux ¢sitenesiere dont ils permettent au programmeur
dOexprimer le contr™le et la manisre dont ils lui permettent de manipuler les donnZes.

Contr™le
Langages Langages Langages
Data Flow SZquentiels Concurrents
0 compteur 1 compteur n compteurs
d'instructions d'instructions d'instructions
0
o8B .
g-g ilcst::ﬂ!sd Lau Fortran, ( Ada, Occam
8 c ®© Pascal ConcurrentPasc
g Q FP
N |- N
c B
s g2 N/
Q| 9 ;
S5 o *Lisp, HPF, CMFortran
2o 81/2 Pomp-C :
83 ’ multi-threads
24 8| (APL,Gamma| CMFortran

Table V.1.Une classificatdes langages du point de vue du parallZlisme. On ne considere ici que le noyau fonctionnel pur
dOAPL (les programmes dOune ligne corresprassion sane effet de bord). Quant ~ FP, si les donnZes

correspondent " des collections ~ traversewenceést déforts de recherche ont surtoufqrongs sunées

tionnellegqui permettent de combiner des fonctions existantes. C'est pourquoi nous avons fait figurer FP dans les langage
scalaires.

En ce qui concerne |Oexpressiaoudi™|e, le programmeur a le choix entre trois stratZgies

D Ne pas IOexplicitec'est le modsle dOexZcution-fttata Dans ce mod-le, il nOy a pas
dOexpression possible du sZquencement par le programmeur. C'est au compilateur (extraction
statique du parallZlisme), ou au support dDexZcution (extraction dynamique par un interprste
ou par une architecture matZrielle), de construire un sZquencement des calculs compatible avec
les dZpendances fonctionnelles entre les donnZes du programme.

P Expliciter la Zquenckes calculs (tous les calculs se font en sZquetes)le modele
dOexZcution sZquentiel impZratif classique.

P Expliciterles calculs qui peuvent ne pas se fairecdssKdappazhe des systemes et langages
concurrents. Cette approche offre des structures de contr™le explicit@RoEhATET en
OccamFORK etJOIN, etc.

Pour la manipulation des donnZes, nous distinguerons deux grandes classes:de langages

b Leslangages de collegiindes langages qui permettent au progranad@eunarpuler des
ensembles de donnZes comme des touts. On peut citer par eXBIpRETL, *Lisp, etc.

b2b



D Les langages scalaires permettent aussi au programmeur de manipuler des ensembles de donnZes
mais uniquement " travers un acces individuel aux ZIZments de ces ensembles. Par exemple, en
Pascal standard, la principale opZration sur un tableau est IOacces ~ un de ses ZIZments.

Le datgparallZlisme est liZ " la prise de conscience qu'il est possible dOintroduire le parallZlisme dans un
langage sZqu@it(c'est la OstarisationO des langages classiGuieS*, de Lisp ~ *Lisp, de ML ~ NESL,
etc.). Mais la table V.1 montre que la notion de collection est orthogonale " IOexpression du contr™l|e par le
programmeur. En consZquence, les langages de collections peuvent se marier aussi bien avec les langage
concurrents (muithreading) qu'avec les langagesfidatgpar exemple Gamma [B/&S] ou 82).

Dans la section suivante, nous allons prZsenter rapidement le modsle de programrpatiaitrldata
s4juentielle. Ce mod-le ne va pas sans poser des problemes " la fois de nature sZmantique et dOefficacitZ vis *
vis des nouvelles architectures parallsles. Les problemes dQefficacitZ peuvent se rZsoudre si on quitte un
modsle " flot de contr™le strictement sZquentiel, et les problemes de nature sZmantique peuvent se rZsoudre
si on rend le contr™le implicite. C'est pourquoi, meme si le mariage entre |Oappacielciat
IGapproche concurrente a des attraits indZniables, il nous semble queQdatapsfgilisme plus data
flow E est de loin la plus claire du point de vue de IQexpressivitZ du parallZlisme et la plus prometteuse quant ”
son exploitation efficace. Nous prZsenterons donc le modsle de caftowdptas nous examinerons plus
prZcisZment les bZnZfices dOun matagpatallZlisme plus ddtaw E avant de revenir /8

V.2. La programmation dataparallele sZquentielle

LOexploitation du parallZlisme de donnZes vient de la constatation naturelle que certaines applications sont
composZes de donnZes de nature identiques sur lesquelles il faut effectuer simultanZment une meme action.
Les donnZes sont associZes aux processeurs contrairement ~ I0approche concurrente o c'est le code de:
t%oches qui leur est associZ.

un programme parallele typlque (CH. flgure V.2) dans le style de programmquraldmaclasyque
est composZ dOune suite dOinstructions sZquentielles. Il differe dOun programme sZquentiel classique par le 1
que certaines instructions permettent au programmeraitde en une seule opZration des tableaux de
donnZes comme des touts (akaktansion, permutation, etc). Des opZrations complZmentaires comme la
diffusion et la betaiZduction permettent de passer des opZrations scalaires aux opZrations sur les tableaux et
viceversa.

Comme on rZpste une action identique en parallele sur tous les processeurs, il est possible de centraliser
le contr™eun contr™leur unique peut envoyer de maniere synchrone IOaction = exZcuter ~ tous les
processeurs. C'est le modele &éxion SIMD. Pour le programmeur, tout se passe comme sQil avait un
programme sZquentiel dont les actions ne portent plus sur des donnZes scalaires mais sur des tableaux de
donnZes. Le contr™le de flot des instructions reste sZquentiel car chaque structure de contr™le sZquentiell
classique se double dOune structure de contr™le sZquemiéehdéeatpui a pour effet de rZpliquer de
manisre synchrone la sZquence de contr™|e sur chacun des processeurs de la machine.
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Float x, y, 2, s, m, r, k
Float A(1000), B(1000), C(1000), D(1000)

opZration
11 x :=1.0; scalaire
2 y := 2.0;
3 _ diffusion
44 2% = X + vy
5|1A=Z ~_, alpha-
61 A:=A+B; / extensions
;7 C = A*1.123;
9- D=A+C;
10 s:=SUM(C);
dm:=s 7/ 1000; . beta-rZduction
Hlvbp >m e >
12
Then
13 A=A-B, - 4
14 | k :=k + 1.0; inactif
Else
15 o >
16 A=A+ B;
17 - k :=k - 1.0;
Endif
- r:= SUM(A);
dr:i=r / m beta-rZduction
(Pour simplifier, on
—H ... considere ici qu'une
beta-rZductionprend
un seul cycle ce qui est
rarement le cas dans la
Cycles = rZal)
|
|
a) b)

Un programmelata-parall-lealcul€ lafois surdesscalairest destableauxLescalculscalairsont

figurZsen maigrejescalculsdata-parallelesn gras(parexemplele point dOexclamatioaprZsente

|IOopZrateur dOalpha-extension dOun scalaire en une collection, ou_diffusion). Sur une architecture SIMD, |
calculs scalaires sont effectuZs sur une station de travail qui pllote Oun processeur de tableauxO auquel es
dZIZguZ le calcul sur les collections. Ce processeur de tableaux correspond ~ un tableau dOunitZs de calcul.
La stationdetravaildiffuselesinstructions effectuef chacunele cesunitZsLOimplZmentatid®une
conditionnelle implique que certaines unitZs soient inactives pendant que la station de travail diffuse le code
correspondarit unedesbrancheslela conditionnelleL OactivitdesunitZsde calculestgZrZearun

masque dOactivation, Dans le cas de la conditionnelle, le masque dOactivation est positionnZ sur chaque un
de calcul suivant le rZsultat de IQZvaluation de la condition. Le cozt dOZvaluation de la conditionnelle est
doncZgar lasommedescoztsdOZvaluatigiesdeuxbranchesmeme si touteslesunitZsde calcul

empruntenta meme brancheEn casde conditionnellesmbriquZespu de conditionellesnultiples

(caseE ofE) on voit quele rendementu calculpeut baisselexponentiellemergvecles niveaux
dOimbricatioRar comparaisondansune architectureMIMD ou SPMD, 0s chaqueunitZde calcul

disposgde son proprecontr ™leugt estdoncautonomele cozt de I6Zvaluatiate la conditionnelle

aurait ZtZ Zgal au maximum des coZts de chaque branche.

Figure V.2: Un programme data-paralléle séquentiel typique. Le code dn programme est fignré en ).
b) .
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Du point de vue de la programmation des machingsenz paralleles, la progranation datgarallele
prZsente I0avantage dZcisif suivardy a pas besoin dOZcrire autant de t%.ches qu'il y a de processeurs. En
fait, il suffit dOajouter u® E dans la dZclaration dOun tableau pour qu'il y ait 10 fois plus de calculs *
exZcuter, alors que si on avait voulu obtenir le meme rZsultat “l¢rgpaeesiZlisme de contr™le, il aurait
fallu Zcrire 10 fois plus de t%oches (s'il suffisait de dupliquer les t%oches, ce serait le signe qu'on exploite alors
parallZlisme de donnZes). On voit donc que le parallZlisme de donnZes est une voie particulisrement
intZressante pour le dZveloppement dOun modsle de programmation adaptZ aux architectures massivement
parallsles (celles qui comptent plus dOun millier de processeurs).

Le langage 18 permet de manipuler des collectiom&est donc un langage dzaallsle. Mais
contrairement aux langages -gatallsles classiques, il nOy a pasi2ede8notion explicite de contr™|e
sZquentiel du flot des instructions par le programmeur. Cette gestion sZquentielle du contr™le pose deux
types de problemes dans les langagepaiatirles des problemes dOexpressivitZ (sur la sZmantique dOun tel
langage) et des problemes dQefficacitZ vis " vis des nouvelles architectures paralleles. Par ailleurs, beaucoup d
langages dapmralleles ont choisi de laisser au programieechoix du placement des donnZes. Nous
montrerons que ce choix ne favorise pas la rZutilisation et la portabilitZ des programmes.

V.2.1. Problemes sZmantiques posZs par le parallZlisme de donnZes " contr™le de
flot sZquentiel

Les langages dagtarallsles comme *Lisp ou Poip introduisent le daparallZlisme au moyen de
structures de contr™le permettant de gZrer de maniere strictement synchrone I[QactivitZ parallele
des$processeurs (par exemple la strubtdren en *Lisp ou la structur&here en PompC qui
correspondent ~ la conditionnelle daaallsle). Ces structures de contr™le sont la source de certaines
difficultZs sZmantiques. Ces difficultZs proviennent de la mauvaise interaction entre dOune part, le concept de
collection, et dOautre part, la gestion des deux flots de contr™le (" savoir le sZquencement de la partie scalail
et le sZquencement de la partie parallele du programme).

V.2.1.a. Contrile séquentiel scalaire et controle séquentiel parallele

Examinons le programme suivant (en R@p
collection [512,512] Pixel;

Pixel int image; image est une collection dOentiers

int a; a est un scalaire entier

E

image = FALSE; tous les points demage sont affectZ ~ fauxonc

where (image) { aucun processeur ne doit «tre actif dawhéze .
a=>5; Mais cette affectation scalaire est exZcatZelle ne

dZpend pas duhere
everywhere { permet de rZactiver inconditionnellement toupriesesseurs
printf("Yo"); cette instruction Ztant scalaire, un‘éeugst imprimZ
image = TRUE; ici, tous les points dmage sont modifiZs

}

Dans la branche dOwhere , ce nOest pas parce que tous les processeurs sont inactifs, que certaines
instructions ne seront pas exZcutféest le cas par exemple d'une instruction scalaif) Ou bien une
instruction parallsle dans la portZe immZdiateed@ywhere (instructiorimage = TRUE).
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V.2.1.b. Contr™le de flot et crZation de donnZes parallsles

Dans |Oexemple suivant (en *Lisp), les problsmes arrivent lors de la crZation dOuhAe collection

(*when (E) on suppose que dans*aden , certains
processeurs sont inactifs
( *let (A(C " 1)) on crZe une nouvelle collectibnlocale atlet , et

on initialise ?l seulement les ZIZmenté\détuZs
sur des processeurs actifs

(*all ( *sum A)))) " cause d&all , on fait la somme deus
les ZIZments de

En fait, la collectioA est crZZe avec la gZomZtrie courante (céllaatu) mais elle nOa ZtZ initialisZe que
partiellement lors dlet . La somme de tous les Arta deA additionnera aussi les valeurs indZterminZes
des ZIZments situZs sur les processeurs inactifs lors de la cAZation de

collection generic int fact(generic int  n)
{ if (n<=1) return 1; elsereturn n*fact(n-1); }
PE: PE> PEs PE4 PEs PEs PEz PEs PEs
Tableau
Argument 0 2 3 5 7 3 2 1 4
1
1
1 1
Appels 1 1
rZcursifs
de Fact 1
1
Profil dynamique de -
terminaison des PEs SIMD
inconnu du frontal qui 1
! - envoie les instructions.
v

Figure V.3: LOexpression la plus naturelle de la factorielle est incorrecte dans une implZmentation SIMD. Le contr™leur doit er
correspondant aux appels rZcursifs de factorielle tarespeilyaaiifn [pes processeurs qui atteigriant e codlesgnt

inactifs jusqu"” ce que tous les processeurs aient atteint la terminaisde coatpfdldemeeesaijpas dZtecteptadesminai

processeurs autrement qu'en faisant une opZration de rZduction globi)ee ghiagune #ppaptZmentation des appels de

fonction daarallele prohibitivement cozteux. De plus, cela ne constitue pas rZellement une solution, car comme le montre IOexe
aV.2.1.a, un processeur inactif peut tres bien stre impZrativement rZactivZ. Une implZmentatiokecoeeitieagsiblerait que le contr™
de dZterminer (" faiblgueits processeurs ZIZmentaires saii¢mesioamiifs
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V.2.1.c. Alpha-extension et contrile de flot paralléle

On voit qu'un langage dgtarallsle sZquentiel ne permet pas toujours au programmeur de ma’triser
facilement le traitement des collections. Le premier exemple nous montvbare'une peut pas servir
conditionner un appel de fonction situZ dans sa part#ae si tous les processeurs sont inactifs, les
compilateurs de *Lisp et de Pe@gZnerent |Oappel systZmatique " la forati@iie pourrait contenir soit
deseverywhere , soit des instructions scalaires. Par suite, la fonction suivante (exemple extrait du manuel
PompC [PAR 92])

collection generic int fact(generic int n)
{ if (n<=1) return 1; else return n*fact(in  -1);}

est incorrecte puisque |Qappel rZcursif est systZmatiquementl@xZcutdion nOest pas bornZe et le
programme boucle (Cf. figure V.3).

LOexpression rZcursive correcte de factorielle doit introduire un mZcanisme de surveillance stoppant la
rZcursion degjue tous les processeurs sont inactifs. Cela peut stre ZvitZ si on sait que la fonction ne contient
pas de code scalaire ou dOeffet de bord mais cette propriZtZ ne peut stre dZterminZe en toute gZnZralitZ par u
compilateur.

V.2.1.d. Contrile de flot parallele et acces en paralléle a un tablean

La boucleFORALLdisponible effORTRAN-D, en Vienn&ORTRAN ou en HPF permet de spZcifier
des acces en parallele " un tableau. Par exemple, la boucle suivante

FORALL(i=1:99)
A(i+1) = 2*B())
ENDforall
va Zvalues paralléle les 99 affectationsA(2) ! 2*B(1) , A(3) ! 2*B(2) , E, A(100) ! 2*B(99)
Gri%oce aux acces en parallele, qui correspondent aux expressions dQindices qui apparaissent dans la port:

dOuRrORALL le programmeur peut spZcifier tres finement des domaines complexes de calcul. Cependant la
sZmantique de la bouE@RALLest loin dOetre simple. Par exemple, dans le programme suivant

FORALL(i=1:10)
where (C(i))

A(i+1) = B(i)
elsewhere

A -1)=B(>)
end where

ENDforall

Supposons qué(2) a pour valar le boolZenrai et queC(4) a pour valeur le boolZ&ux . Alors,
IOZIZmeA(3) est assignZ deux fois, une foiBf2y et une fois paB(4) . Ces affectations Ztant censZes
sOeffectuer en parallsle, quel doit stre le rZsultat

Suivant les langages, un programme comme le prZcZdent est dZclarZ incorrect (mais le compilateur ne
peut pas vZrifier ce genre de propriZtZs en toute gZnZralitZ, car ellesdabies)ddu bien permis car il y
a sZquentialisation de 10Zvaluation du cowisedesdans lportZe dOWORALL ou encore le rZsultat est
dZclarZ €Zpendant de |QimplZmentation

Ces exemples montrent les difficultZs sZmantiques quiikkli notion de collection dans le cadre dOun
contr™|e de flot sZquentiel.
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V.2.2. ImplZmentation du datgparallZlisme sZquentiel sur les nouvelles
architectures paralleles

Dans cette section nous Zvoquons les problsmes dOimplZmentation des langageBledata
sZquentiels sur les nouvelles architectures paralleles ~ contr™le hybride.

V.2.2.a. Les naalles architectures ~ contr™le de flot hybride

RZcemment, on a vu Zmerger une nouvelle classe dOarchitectures massivement paralleles comme la CM5
[TMC 91] ou PTAH [CAP 92]. Ces architectures sont capables dOexploiter plusieurs sources de parallZlisme *
la fois, en prZservant la S|mpI|C|tZ et |QefficacitZ des modsles SIMD tout en rel%.chant les contraintes de
synchronisme afin dOacquZrir la flexibilitZ et le rendement des processeurs caractZristiques des modsles
MIMD. Ces architectures sont des architecfumstr™le hybride [STE 98PMD, MSIMD, MIMDB
fortement synchronisableE On pense gZnZralement que ces architectures permettront dOatteindre la
puissance du TeraFlops nZcessaire aux applications numZriques inteGsaes Gaallenge.

Il est alors naturel, voire nZcessaire, dOimplZmenter les langagatléataur ces nouvelles machines.
En effet, les langages epaaallsles sont parfaitement adaptZs aux applications numZriques intensives car ils
permettent de manipuler tres facilement Igst®blassiques du calcul numZrigeeteurs, matrices, Fet
plus gZnZralement, les langagegdatteles sont bien adaptZs au calcul massivement parallsle (bases de
donnZes, traitement dOimages, etc.) gr%o.ce ~ leur expression dOun parallZlisme de donnZes " grain fin (Cf. aV.2.
introduction).

V.2.2.b. Contr™|e de flot sZquentiataitAsme

NZanmoins, le modele datarallsle sZquentiel pose de sZrieuses difficultZs sur les machines ~ contr™le
hybride et plus gZnZralement sur les machind3 {@M[HAQ 91] pour une approche de la question). La
plus importante est sans doute la mauvaise utilisation des ressources de calcul liZe ~ un contr™le de flot
strictement sZquentighe on le rencontre dans les implZmentations SIMD pures. Autrement dit, on
transporte dans les modsles MIMD les inconvZnients connus des modsles SIMD [GER 91]. Par exemple,
lors des calculs sur des donnZes scalaires, les processeurs affectZs aux traitements paralleles restent inactifs
de meme, IOimbrication dOinstructionsme where peut rZduire exponentiellement le nombre de
processeurs actifs (Cf. figure V.2).

V.2.2.c. Communication et modele dDexZcution SIMD

Mais la principale limitation est sans doute IQincapacitZ ~ masquer les temps de communication entre
processeurs par |IOexZcution de branches de calculs indZpendantes. Cette limitation, qui ne peut stre levZe par
les implZmentations SPMD, a de graves consZquences car le rZseau de communication est souvent la partie la
moins performante dOune architecture. La pertermdarmodsle dOexZcution-patallsle sZquentiel est
donc bornZe par la partie la plus faible de IOarchitecture. C'est une consZquence directe du cadre strictement
sZquentiel imposZ au dadaallZlisme par les structures de contr™le de flot sZquentiel.

V.2.3. Placement et ordonnancement explicite dans les langages epa#allsles
sZquentiels
Le compilateur dOun langage-matdlele doit pouvoir rZpondre ~ la questisar quels processeurs

sont placZs les ZIZments des diffZrentes collections qussgpaors de 10Zvaluation dOun proggamme
C'est le probleme dplacement des dobaZ&ponse ~ cette question peut stre fournie explicitement par le
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programmeur, ou bien laissZe " la charge du compilateur. C'est la premiere solution qui est choisie par la
plupart des langages dadsallsles, bien que cela ne soit en rien intrinseque ~ ces langages.

Il nous semble qu'un langage parallsle denha#u ne peut pas faire le choix dOun placement et dOun
ordonnancement explicites. Par langagéalé-gveaE nous qualifions ici les modeles de programmation
qui permettent la rZutilisation et la portabilitZ des programmes. Or, il est facile de montrer que le placement
explicite des donnZes va ~ IOencontre des objectifs de rZutilisation et de portabilitZ.

V.2.3.a. Le placement explicite des H®Zes en

Dans le langage dgarallsle HPF, le programmeur peut spZcifier explicitement le placement des
ZIZments dOun tableau " traverdidesives dOaligriematigne un tableau par rapport ~ un eepppelZ
patronet desdirectives de distribatiodistribue les ZIZments des tableaux alignZs avec le patron sur les
processeurs de IOarchitecture cible). Voici un exemple de placement malencontreux des donnZes, citZ dan
[HPF 93]

REAL A(1000), B(1000,1000)

TEMPLATE T(1000, 1000) On dispose de 100 processeurs et dOunmpatron

PROCESSORS P(10,10) correspondant ~ un repere ~ 2 dimensions, dorl&ments
DISTRIBUTE T (BLOCK,BLOCK) sOZquidistribuent sur ces processeurs.
ONTO P

ALIGN A(:) with T(1,:) Les ZIZments desont stockZs sur 10 processeurs (parm
100 disponibles).
FORALL I=1,1000 LOexZcution de la boucle sOexZcutera donc sur 10 pro

A(I) = .. Pour utiliser les 100 processeurs, il faut explicitement
END DO rZalignen avant le calcul.

Un programmeur conscient des implications implZmentatoires de ces dZclarations nOZcrirait sans doute pas ur
tel fragment de code, meme si celdppara’t naturellement dans son application (par exeesplane

Ocondition aux framtesO dans un calcul qui est lui alignZr)suEependant, cet exemple illustre les
mauvaises interactions inZvitables entre des alignements et des distributions Zcrits par une premisre personne
et du code Zcrit par une seconde personne. Or c'est ce cas de figure qui se produit souvent lors de IQutilisatior
de routines de traitement en bibliotheques.

Le placement des donnZes est gZnZralement explicitement spZcifiZ par le programmeur dOapplication er
fonction de ses propres besoins de calcul. Ces besoiesitpdre contradictoires avec les besoins
spZcifiques des calculs de chaque routine, avec des consZquences similaires ~ celles de |IQexemple donnZ p
haut. LOexemple suivant est encore plus Zdifiant
Le processeur qui stodkeI, I) calculera
Foo (B(I,1:1000)), en crZant Zventuellement ¢
propre copie locale #¢1,1:1000). Une autre
END Foo stratZgie possible en HPF semitlistribuer les
Zvaluations deoo en appliquant la meme regle que
pour le programme. Dans ce cas, chaque invocati

REAL FUNCTION Foo (X)
REAL X(:), FOoO ALIGN X with *

ALIGN B(:,:) with T(:,:)

FORALL I=1,1000 Foo sera exZcutZe par les 10 processeurs qui sto
B(I,I) = Foo(B(I,1:1000) ) lacolonne deaccZdZe par cette invocation.
END DO

Trois stratZgies sont possibles pour Zviter ces inconvZnients

D Le programmeur dOapplication conna’t le placement requis pour une utilisation optimale des
routines, et il utilise cette connaissance lors du dZveloppement de son propre programme.
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— Un programmeur systeme a développé différentes versions de la méme routine, afin de
s’accorder avec chaque famille de placements possibles dans les applications!.

— On réorganise systématiquement les données a I’entrée de chaque routine.

Dans les deux premiers cas, on a échoué dans I'encapsulation et la capitalisation d’un savoir-faire dans une
routine de bibliotheque réutilisable. Dans le dernier cas, si le réarrangement systématique des données a
Pentrée de chaque routine assure localement une exécution au mieux de celles-ci, le mouvement global des
données dans tout le programme est, lui, loin d’étre correctement géré. Le méme type de remarque s’applique
quand on change le nombre de processeurs ou la topologie de la machine cible : un bon placement peut

devenir mauvais quand on augmente ou quand on diminue le nombre de processeurs?.

Ces inconvénients sont causés par #ne description des calculs qui n'est pas assex abstraite : le programmeur ne
spécifie pas seulement les relations spatiales et temporelles des éléments du calcul entre eux (ces calculs
doivent s’évaluer en séquence, cela peuvent s’évaluer en parallele) mais il doit spécifier aussi une
implémentation ad-hoc sur une architecture cible donnée (ces calculs se dérouleront sur tel processeur, ces
communications logiques correspondront a telles communications physiques, etc.). Quand I'architecture cible
change, le programme est a réexaminer et parfois a réécrire.

En Fortran HPF, ce réexamen est limité aux déclarations d’alignement et de distribution. Ces déclarations
sont indépendantes du code de calcul, ce qui est un premier pas vers 'abstraction et évite de devoir intervenir
sur tout le texte du programme. Cependant les exemples précédents montrent que les déclarations
d’alignement et de distribution ne sont pas modulaires, ce qui empéche le développement de vraies routines
largement réutilisables et portables sur différentes architectures.

Clest pourquoi nous voulons développer un modéle de programmation de haut-niveau, proche des
applications et suffisamment abstrait afin de laisser implicite les contraintes des architectures cibles. Cest le
compilateur qui sera chargé d’utiliser au mieux les ressources matérielles pour I’évaluation du calcul.

V.3. Le modéle de calcul data-flow scalaire

Les conclusions de la section précédente poussent fortement a dégager le data-parallélisme et son
support, la collection, du cadre strictement séquentiel. Il faut donc trouver un autre cadre susceptible
d'accueillir les structures de données paralléles. Ce cadre devra pouvoir laisser implicite la distribution des
données.

La classification de la table V.1 nous indique deux choix possibles : le mariage du data-parallélisme avec
Papproche concurrente et le mariage du data-parallélisme avec 'approche data-flow. Nous avons choisi avec
81/2 d’explorer cette seconde voie.

' py coup, on utilise des techniques sophistiquées de hiérarchie objet afin de gérer les interactions possibles. Par exemple on va
développer des routines pour représenter des matrices gérées par ligne, et par colonnes, deux des sous-classes possibles pour la classe
« matrice ». Le probleme reste de prévoir toutes les interactions possibles et par exemple de développer une routine de multiplication
matrice-ligne/mattice-ligne, matrice-ligne/matrice-colonne, matrice-colonne/matrice-ligne, etc. Les interactions entre les classes
concreétes qui implémentent les classes abstraites croissent exponentiellement avec le nombre des premicres.

2 pat exemple a cause d’un effet de « stride »
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V.3.1. Le choix du modéle data-flow

Le mariage entre I'approche data-paralléle et approche concurrente produit des langages ayant des
attraits indéniables : d’abord ces langages refletent assez fidelement la structure matérielle des nouvelles
architectures a controle hybride; ensuite ils sont faciles a appréhender par les programmeurs car ils
correspondent a la juxtaposition de la notion de tache et de la notion de collection ; enfin ils bénéficient des
outils et des formalismes développés pour les systemes concurrents. Cependant ils imposent I'expression
explicite du parallélisme de controle ce qui minimise potentiellement le parallélisme exploitable (Cf. §V.3.3.a).
L’expression explicite du parallélisme de controle s’accorde$plus facilement avec une distribution explicite :
telle donnée est gérée par telle tiche qui est affectée a tel processeur. Par ailleurs, ces langages imposeraient
aussi une hiérarchisation parfois artificielle des applications en deux couches : des tiches MIMD a forte
granularité qui manipulent des tableaux gérés en mode SIMD. Enfin, le cadre naturel de ces modéles
d’exécution est un cadre explicitement asynchrone avec tous les problemes associés.

Ceci nous a amené a considérer 'approche data-flow comme le cadre naturel pour I'expression du data-
parallélisme. Nous allons dans la section suivante présenter rapidement le modele data-flow standard, qui
manipule des valeurs scalaires, et montrer pourquoi un programme déclaratif 81/2 est un programme data-
flow. Nous reviendrons ensuite sur les avantages et les inconvénients du modéle d’exécution data-flow.

V.3.2. Le modéle de calcul data-flow scalaire

V.3.2.a. Le principe de IOassignation unique

Les principes des modéles de calcul ressortant du data-flow! remontent a la fin des années 1960, [TES
68], et des architectures d’ordinateurs data-flow ont été proposées au début des années 1970 [DEN 74]
comme une alternative au modele d’exécution impératif classique. La motivation initiale était de rapprocher la
notion de programme de celle d’énoncé mathématique, afin de pouvoir formaliser le traitement des
programmes. Or la notion informatique de variable differe considérablement de la notion mathématique de
variable : une variable mathématique représente la dénotation d’une valeur « indéterminée mais constante »
alors que la variable informatique, qui est associée a un emplacement mémoire, dénote une valeur qui change
au cours des affectations.

Tesler et Enéa ont imaginé un langage dans lequel la notion informatique de variable rejoindrait la notion
mathématique de variable. Pour cela, ils ont ajouté une contrainte 4 un langage impératif, IOassignation unique
chaque variable ne peut apparaitre qu'une seule fois en partie gauche d’une affectation. Cette contrainte
présente des difficultés quand une affectation apparait dans un corps de boucle : il faut alors supposer qu'une
variable dénote une suite de valeurs (nous reviendrons dessus un peu plus loin).

Dans un langage impératif classique, il y a parfois redondance entre le séquencement imposé par les
dépendances entre données et le séquencement imposé par le programmeur. Par exemple :

BEGIN

2
a

= N

a:
b: +

END

est un fragment de programme PASCALqui vérifie le principe d’assignation unique. Le point-virgule spécifie
un séquencement impliquant que la valeur de @ doit étre calculée avant celle de b. Mais I'expression
définissant b dépend de la valeur de a: la dépendance entre les données induit naturellement un ordre

1 [THA 87] est un recueil des articles fondateurs du data-flow et [DEN 91] propose une bonne perspective historique sur le data-flow.

—11 =



dOZvaluation et, dans cet exel®ulrjre induit par la dZpendance des donnZes suffit ~ dZterminer le rZsultat du c
Cette propriZtZ est une consZquence du principe dOassignation unique. Avec |Oassignation unique, le
sZquencement des opZrations peut etre implicitement assurZ par le respect des seules dfpdedances en
donnZes.

Dans la suite, nous appellerons langagdiaatales langages dans lesquels le sZquencement des
opZrations est implicitement assurZ par la dZpendance entre les donnZes. Dans un-fioeg-le data
programmeune peut psZcifier de relation dOordre entre les opZrations du langadentimcerdest
opZrations est automatiguement dZduit du programmestatiguemefpar un compilateur), soit
dynamiquenieat un Zvaluateur logiciel ou matZriel).

V.3.2.b. DZfinition des grapdatbevda

Un principe anZraI des programmesfidateest que toute variable ne dZnote qu'une seule valeur tout
au long de I'exZcution du programme. Cette propriZtZ permet de reprZsenter un programme p& un graphe,
graphe ddiaw(Cf. figure V.4), o les niuds cormandent ~ des expressions et les arcs reprZsentent les
dZpendances entre les expressions.

C 4
\
-~

b—( E1:b**2

(4 b**2 - 4*a*c O d

Figure V.4 : Graphe ddtaw de |Oexprdesn 4*a*c .

Chaque niud correspond " une expression ZIZmentaire. Une expressialciZmemsainespses ergr/es sont pretes. Lors dOune
Zvaluation quuentieIIe, on pdtl ;E22cHERBIE4, ou bieB2; E1; E3; E4 ou enc&@®; E3; E1; E4 etc. Dans le cas dBune
Zvaluation parallele, le cEtyledg se faire parallslement au calcul de B2ZEGence

Lors de IOZvaluation dOun graphfiodgta'est la disponibilitZ des donnZes qui dZclenche 1&Zvaluation
des expressions et non pas la gestion dOun (ou plusieurs) compteur(s) dOinstructions. Une expression peut stre
AvaluZe des que tous ses arguments ont ZtZ calculZs (Cf. figure V.5). Avec ces regles, il est facile de rZaliser un
Zvaluateur dafow, en implZmentant le mZcanisme suivant

P les donnZes se comportent comme des jetons qui circulent sur les arcs

P les nluds sont des transformateurs de jetons et produisent un jeton sur leur arc de sortie
quand les jetons nZcessaires pour le calcul sur les arcs sont prZsents en entrZe.

On peut aller plus loin dans IQutilisation des grapkiéswdataconsidZrer des gnep quelconques, par
exemple cycliques (un graphe-flata cyclique correspond ~ une expression rZcursive, comme on le verra
plus bas). La figure V.5 reprZsente le graphitodattOun compteur. Le niud notZ*CE est un gZnZrateur
de jetons CE et le niud Q& E gZnere le Jetorfl(]; puis transmet " sa sortie les jetons qui se prZsentent en
entrZe. La suite des jetons qui passent suk édtla suite des entiers strictement positifs.
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A: + % 1
N b
3
s
1&
— temps—»
A=1& (A + 1*) différents états du graphe data-flow au cours de son fonctionnement

Figure V.5: Graphe d'un comptediaat gauche) dosmtionnement (* droite). Les jetons sont figurZs par des pastilles sur les
arcs. Le nidd est un gZnZrateur Bee€le niudk gZnere le jethrEQuis transmet ~ sa sortie les jetons qui se prZsentent en entrZ:
La suite des jetons qui passem st I®ardte des entiers strictement positifs.

V.3.2.c. Graphe diaw et programme dZclaratif

On peut retrouver IQexpression calculZe par un gragtmvdetaredonnant une forme textuelle ~ ce
graphe

b on associe une variable " chagoe a
P une variable reprZsente la valeur du jeton transitant sur I0ayc associZ

D la valeur du jeton sur un arc sortant dOun niud est fonction de la valeur des jetons des arcs
entrants du niud.
Par exemple, pour le grapheflata de la figure V.4, on a
$ E1 = b**2
# E2 a*c
¥ E3 4*E2
*d = El1 - E3

Ces quatre dZfinitions peuvent et doivent stre considZrZes comme autant dO@auatibre une
variable appara’t, on peut la remplacer par le membre droit de sa dZfinition safes rdtsattgércalculZ.
Cette propriZtZ est analogue " IQassignation unique et sGamspidéedace rZfZrehtietenent dit, nous
savons associer ~ un graphe-flata un systeme dOZquations.

Dans IOexemple du compteur de la figure V.5, en composant les transformations rencontrZes sur les
chemins qui menent " la variabde on obtient 10Zquation (en Zvitant de nommer les expressions
intermZdiaires)

A= 1& (A + 1%)
Comme le graphe prZcZdent est cyclique, la dZfinition de la aagstblene dZfiniin rZcursive A
apparat ~ la fois en partie gauche et en partie droite de I0Zquation qui la dZfinit.

LOarc qui est dZS|gnZPp&rst pris dans un cycle et voit passer plu5|eurs jetons (en fait, une infinitZ de
jetons). Il faut donc prZciser ce que nous avons affimeZvariable reprZsente enuaé suite de valeurs
Nous retrouvons les streams28 un programme1® correspond au systeme dOZquations associZ ~
graphe datflow.
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V.3.2.d. Les programmefiatatet la rZsolution des ZJicatisives

Si un programme 81/2 correspond a un systeme d’équations associé a un graphe data-flow, la réciproque
n’est pas vraie. En effet, en 81/2, un stream X définit par

X= expression de streams

est toujours une fonctides streams qui apparaissent dans expression de streams. En terme de
graphe data-flow, cela veut dire que les nceuds du graphe data-flow sont tous des fonctions, donc que pour
chaque nceud, le stream de sortie est fonction des streams en entrée.

Ce n’est pas le cas pour tous les graphes data-flow. Par exemple, certains langages data-flow introduisent
un opérateur non-déterministe Merge permettant de fusionner deux streams. L’opérateur merge prend
deux entrées @ et b. Si un jeton se présente sur @ et qu'il n’y a pas de jeton sur b, le jeton a est propagé en
sortie. Si un jeton se présente sur b et qu'il n’y a pas de jeton sur &, le jeton b est propagé en sortie. Enfin, si
des jetons se présentent 2 la fois sur entrée @ et sur entrée b, un des jetons choisi au hasagtipropagé sur
la sortie, et Pautre jeton est éliminé. Le caractére NORIZterminigtechoix du jeton est important : c'est lui qui
empéche d’associer une fonction a opérateur merge .

G. Kahn a établi, aux débuts des années 1970, un résultat permettant de caractériser ce que calcule un
systeme d’équations correspondant a un graphe data-flow [KAH 74]. Ce résultat dit que si le graphe data-
flow ne contient que des nceuds qui ont un comportement fonctionnel (cas des programmes 81/2), alors le
systéme d’équations correspond au calcul du plus petit point fixe d’une certaine fonction!. M. Faustini [FAU
82] a pu établir, aux début des années 1980, le lien avec le modéle d’exécution en termes de circulation de
jetons sur le graphe data-flow : les deux approches calculent la méme chose.

Ces résultats nous fournissent un outil pour résoudre des équations moyennant certaines hypothéses a
vérifier : pour résoudre un systéme d’équations « variable = expression », il suffit de faire “travailler” le
graphe data-flow associé. Cependant, cette méthode de résolution peut étre colteuse a implémenter si la
circulation des jetons dans le graphe est couteuse a réaliser. Le compilateur 81/2 détermine une grande partie
des parametres de la circulation des jetons, afin de laisser le moins possible de décisions a prendre lors de
P'exécution, et a abaisser autant qu'il est possible, les cotts de ces mécanismes.

V.3.3. Les avantages du modesle dOexZcution ditav

Dans cette section, nous allons examiner le modele de programmation data-flow du point de vue de
I'expression et de 'exploitation du parallélisme.

V.3.3.a. Expression implicite du parallZlisme

Le premier avantage du modele data-flow est de nature ergonomique. Dans un langage data-flow, le
séquencement des instructions est implicite pour le programmeur ; il ne fait que décrire les dépendances entre
les données de 'application. Ainsi, le programmeur n’a pas a décrire les opérations a effectuer en parallele.
Par exemple, il est préférable d’écrire naturellement le programme qui calcule la somme de quatre données :

som=a+b+c+d, ce programme est un systeme dOZquations o«

a=E, I@ordre dOZcriture des Zquations est indiffZrent
b = E,

c=E,

d=E

11 faut en plus que les expressions en pattie droite des équations vérifient certaines propriétés additionnelles.
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et de laisser 2 un outil le soin d’extraire le parallélisme, plutoét que d’écrire explicitement le programme
parallele (en Occam) :

PAR

PAR
a:=E
b:=E
c=E
d:=E

tmpl:=a+b

tmp2:=c+d

som = tmpl + tmp2

ce qui Poblige a utiliser deux instructions PAR deux variables auxiliaires et a fournir aussi un placement
adéquat des tiches sur les processeurs. Cet exemple illustre bien que Pexpression implicite du parallélisme est
plus naturelle pour le programmeur (en contrepartie, il existe des exemples comportant beaucoup de
séquencement qui sont pénibles a écrire dans un style déclaratif).

V7.3.3.b. Exctraction maximale du parallélisme

Le deuxiéme avantage du modele data-flow, dérive directement du séquencement implicite du
programme : cela permet potentiellement une exploitation optimale du parallélisme lors de la phase
d’extraction et lors de l’exécution proprement dite. Un ordonnancement minimal des opérations est
automatiquement déduit du programme ce qui permet en conséquence une expression maximale du
parallélisme. Cet ordonnancement peut étre inféré statiquement (i.e. par un compilateur, qui peut alors tenir
compte des caractéristiques de la machine cible), ou dynamiquement (par le support d’exécution : interprete
ou architecture data-flow [PLA 76] [GUR 85]).
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Figure V.6: Profil de parallZlisme dans un gréphie data

Le graphdatflow correspond " I0expresgioh0® == + \ (x*y + y*z) then A+1 else 1 -Afi E.llest

facile ~ partir de la formélalatde cette expression dOextraire le parallZlisme des calculs.

Iy a trois sources de parallZlisme, qui dans la figure sont reprZsentZes suivant trois axes. Suivant IOaxe vertical, on a figurZ le
parallZlisme, suivant IOaxe horizontal, le parallZlisme de flux, et suivant IOaxe oblique le parallZlisme de contr™le. Le parallZlis
correspond au traitenadiatepaies tableaux. Le parallZlisme de contr™|e correspond " la capacitZ de faire plusieurs choses diffZrel
meme temps. Dans cette expression, il y a peu de parallZlisme de contr™lerdspqaddllidiisrezpleifation@n mode pipe

line des unitZs de:csilonla ~ Zvaluer IOexpression pour plusieurs jeux de donnZes (ce qui asf)|etas pbanles streams 8

dispose dOassesndecessphysiques de calcul, on peut commencer IOZvaluatiornudiel@expressiby plous lqye

IG&Zvaluation de IQexpression pour le jeis d®dsnpZeemngore achevZe.

La figure V.6 présente le “profil de parallélisme” d’un programme data-flow et data-paralléle :

— Le parallZlisme de cqmts?¥er du graphe data-flow : il correspond a Pactivation en paralléle

de différent nceuds.

— Le parallZlisme de domaZesat de Pexécution data-paralléle de nceuds dont les arguments

sont des tableaux.

— Le parallZlisme depftuxient de I’évaluation en mode pipe-line du programme pour toute une
suite d’entrées.

On voit qu'avec une représentation data-flow data-paralléle, 'extraction de tout le parallélisme est immédiate
et implicite. Avec un programme écrit dans un langage impératif paralléle, le programmeur aurait da spécifier
lui-méme, 2 la main, C€ (Ui petiffectuer en paralléle et ce qui deitffectuer en séquence. Un compilateur
parallélisant part d’un programme impératif séquentiel (ou paralléle, dans le cas de compilateur restructurant)
pour arriver a une forme similaire 2 un graphe data-flow (le graphes des dépendances). Mais cette
transformation est difficile. Elle utilise des techniques sophistiquées d’analyse de références comme la
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programmation paramZtrique en nombre entiers [FEA 91] ou la rZsolution dOZquations diophantiennes, qui
sont cozteuses en temps dOexZcution et qui ne sont pas toujours gZnZrales.

V.3.3.c. DZterminisme des rZsultats

Le troisisme avantage des modsles-fiaa provient dudZterminisme des rz¥dliatsalcul. Dans un
langage asynchrone comme Occam, IOexpression du parallZlisme passe -patetmimieme de
IGexZcutione choix dOune commande gardZe damg west thZoguement Zquitable et deux actions dans
un PAR peuvent sOexZcuter dans nOimporte quel ordre (Cf. cependant [JDIJ 88]) et donc Zventuellement en
parallele. Afin d'obtenir le dZterminisme des rZsultats du programme, le programmeur doit @xprimer C
quuencemeEt par des sZmaphores, des gardes, etc. S'il exprime trop de sZquencement, il y a perte de
paraIZIlsme epr0|tabIe par contre, sOil exprlme trop peu de sZquencement, le programme pourra calculer des
rZsultats diffZrents suivant les alZas de IQOexZcution. Un Ia{itmgeeiamjffre pas de cet inconvZnient
IGexpression du sZquencement est implicite et corresjusid teCqui est nZcessaingour assurer un
rZsultat dZterminZ.

V.3.3.d. Support formel

Un dernier avantage du déav provient déa transparence rZfZramigilegramme daftow peut etre
vu comme un ensemble dOZquatiatie’ matiques et toute rZfZrence ~ une variable peut stre remplacZe par
sa dZfinition. Par consZquent, il est plus facile de vZrifier et de raisonner formellement sur de tels
programmes. Cela permet la transformation automatique des programmes, en vue de leur impIZmentation ou
encore de leur optimisation (Cf. par exemple [LEI 83] et BA/}ATEnfm pouvoir considZrer un
programme comme un systsme d®Zquations a pour avantage dOassurer que le programme calculera un rZsult
si ce rZsultat est formelleme®rivable du systeme dOZquations. C'est la propdétiadgive completness
[HOF 85].

V.3.4. Les inconvénients des langages data-flow

Nous allons voir dans cette section que le modelaatelassique, qui manipule des scalaires, n'est pas
bien adaptZ au traitement des tableaux. De plus, les modflewddaasiques ont souvent utilisZ un mode
d'Zvaluation dynamique, dont la gestion coZteuse ~ I'exZcution ne se justifie pas dans le cas des programmes °
comportement statique qu'on rencontre tiatraitement numZrique intensif.

V.3.4.a. Une mZmoire " assignation unique

Dans un article cZlebre [GAJ 82], Gajski.& critiquZ IOapproche diata vis™-vis de la parallZlisation
automatique des programmes sZquentiels. Si la sZmantique fonctionnelle et IOabsence dOeffet de bord d
programmes daftow rend leur analyse facile par un compilateur, la gestion de IQassignation unique coZte
tres cher. Par exemple, elle implique en toute gZnZralitZ IQutilisation dOun rZcupZrateur dynamique dOespe
mZmoaie (ougarbage colle@erplus elle ne permet pas une gestion efficace des tableaux.

Une regle comme IOassignation unique oblige conceptuellement ~ recopier tout un tableau chaque fois
que 10on modifie la valdGun sdel ses ZIZments (cas de la modification dOun ZIZment dOun tableau dans un
corps de boucle par exemple). Cette recopie, nZcessaire afin de garder au langage son-ftangctere data
peut le rendre completement inefficace et donc inutilisable en pratique. La solution est de QesgrouperO
mises " jour des ZIZments afin de les effectuer simultanZment lors dOune opZration globale sur tout le tableau.

Afin de rZpondre ~ ces critiques, les langageflotatant introduit des mZcanismes permettant de

mieux gZrer les tableaues structures de donnzestablesomme les-$tructures en Id [NIH 86], les
expressions explicitement paralleles coffvmall etexpand en LAU, Val ou Sisal. De telles structures
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permettent de dZnoter par une expression unique des acces simultanZs " un tabillequ'ué®s tponse
possible aux critiques de Gajski rZside dans lOintroduction dOopZsaticaiBleatafin de manipuler les
tableaux comme des touts, ce qui nous conduit ~ 8

V7.3.4.b. Modele d’excécution dynamique versus modele d’excécution statigue

Mais IOargument principal de Gajski contre |Qapproditmvdatate sur le modele dCemidn
dynamique, c'estdire sur la dZtermination ~ IOexZcution de IQordre des calculs et sur la gestion dynamique de
la mZmoire.

Reporter la gestion des calculsdpat la phase dOexZcution permet une Zvaluation thZoriquement
optimale du programme. On peut par exemple ne calculer que les rZsultats strictement nZcessaires
I®Zlaboration de la valeur finale et qui dZpendent des entrZes du prograuariee alors @ation
paressense. Mais cette gestion, thZoriquement optimale, se paye dOapres Gajski par un coZzt prohibitif du
support dOexZcution. En effet, dans un environnement imprZvisible, ou dynamique, il faut stre constamment
prZparZ " rZpondre ~ des demaraitbitraires de nouvelles ressources (par exemple la d¥sohade " la
t%ochel sa valeur lorsqu'elle en a besoin). Cette disponibilitZ se paye en termeswi8sagase buffers,
et de tempsattente active, dZlais de transmission, surcozt de gestion, etc.

C'est pourquoi Gajski dZfend la parallZlisation automatique des langages sZquentt@isalercar
les compilateurs parallZlisants dZterminent statiquement les ZIZments nZcessaires ~ la gestion de I0exZcution et
minimisent ainsi le coZt d@dxZcutif.

L@argumentatiorJ de Gajski repose sur IOanalyse dOun exemple q@a&bfkﬂbﬁé warigne. Un
programme " parallZlisme statique est un programme dont le comportement est prZvisibte, davest
on peut prZvoir avant IQexZcution, les principales caractZristiques du dZroulemeht des calculs
D nombre de t%ches et leur rZpartition;
occupation et utilisation de la mZmoire;
temps de calcul des diffZrentes t%oches;
communications effectuZes entre t%.ches;
ordonnancement des t%.ches;
b etc. B 3 5 5
On comprend alors IOargumentat'plrgrquoi payer le prix dOun echytif dynan]ique si un exZcutif statique
suffit. Mais cette argumentation nOest valable que si le parallZlisme prZsent dans une application est
principalement de nature statique. Dans le cas contraire, il faudra de toute fason un modele dOexZcution
dynamique.

(VBV}

Une analyse faite par [DEL 94] sur des programmes typiques de calcul numZrique RQTSAN
montre que la plupart des rZfZrences " un tableau, qui se traduisent ppmdegations dans une
exZcution datparallele, sont des rZfZrences statiques (Cf. figure V.7). LOhypothese implicite faite par Gajski
est donc correcte dans le cas du calcul numZrique inemsifallZlisme exhibZ par ces applications est
essentiellement un parallZlisme de nature statique.

1y y a bien sZr plusieurs degrZs de prZvisibilitZ. Dans un algorithme systolique, tout est prZvisible. Un programme *LISP sur la
ConnectiorMlachine est dZj” moins prZvisible puisque les communications peugerictreques (mais on peut noter qu'on essaie

de rendre ces communications prZvisibles quand c'est possible, Cf. [DAH 90]). Dans le modele Acteur, un programme typique est
completement imprZvisibien ne peut pas prZvoir le nombre d'acteurs qui sera crZZ ni qui communiquera avec qui.
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V.3.4.c. Modele dOexZcutitowdstatique

Cependant la situation actuelle ne justifie plus la critique de Gajsky : en raison des probléemes d’efficacité
liés a Dextraction dynamique du parallélisme, la compilation des réseaux data-flow s’est développée
récemment, en particulier dans le domaine du traitement du signal [PAR 91], de la programmation temps-réel
[HAL 91] [GAU 87], de la conception des algorithmes et des circuits systoliques! [QUI 89] [CHE 86] et de la
parallélisation automatique [FEA 91]. Ces techniques permettent de développer des modeles d’exécution
statique pour le data-flow et en particulier, pour le datéflow itZratif'est d’ailleurs un des objectifs du projet
81/2.

RZfZrenc
Statique ParamZtrique Dynamique
74,01 % 25,25 % 0,74 %
Bornes  Bornesnon  Base + _Base + ParamZtrique Gather Autres
constantes constantes dZplacement dZplacement rZel Scatter cas
connu inconnu
58,80 % 15,21 % 14,14 % 6,95 % 417 % 074% 0%

Figure V.7 : Pourcentag@proximatifs des classes de rZfZrences aux donnZegplicatitriesidarastemapt numZrique

intensif. En pratique, on sait compiler les rZfZrences statiques et on espere pouvoir compiler les rZfZrences paramZtriques.
Les rZfZrences " un tableau sont classZes en fonction de leurs degrZ de prZvisibilitZ. La rZfZrence ~ un tableau peut toujour
forme suivantt@, V) oe | est un vecteur dOindicesialmlbouct V un vecteur de variables du programme. Les rZfZrence
statiques correspondent dueshsie fonction affine de | uniquement. Les rZfZrences paramZtriques estn@spondent au cas oe
fonction affine de | et une translation en V (si de plus les variables de V safu déxindicptiEemarieest connu). Les
pourcentages donnZs correspondent aux occsisapaiinds)atimesies tableaux dans le texte des programmes Les programi
servant de base " céyseammprennent les routines LAPACK, des progtisatinesidectimaf diffZreats sottc. Cf.

[DEL 94]

V.3.5. Le mode¢le data-flow itératif : un modele d’exécution statique

Afin de compiler un programme data-flow, il est nécessaire de connaitre statiquement le graphe de ce
programme. Cela interdit les appels rZcursifs quelderigu@sns : en effet, un appel de fonction correspond
a la création (dynamique) d’un (sous-) graphe data-flow. En présence de fonctions récursives, il n’est plus
possible d’obtenir statiquement le graphe complet du programme par dépliage des appels fonctionnels. Si on
restreint les schémas d’appels récursifs a une classe convenable, alors on peut développer des techniques
d’analyse qui permettent de connaitre statiquement le graphe des appels. Par exemple, dans le cas des
algorithmes systoliques, on restreint les appels récursifs aux équations récursives linéaires et le graphe des
appels correspond a un polyedre convexe connu a la compilation.

1 Un résean systolique est généralement représenté par un systéme d'équations récurrentes linéaires. Ce systeme d'équations représente
en fait la spécification d'une fonction et on peut voir le réseau systolique comme le graphe des appels a cette fonction.
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Dans le cas du langage 8nous avons restreint la rZcursion ~ la rZcursigpotelle et ~ la rZcursion
spatiale. Cela nous permet de connaitre, " la compilation, un sZquencement des calculs et |IQimplantation des
objets calculZs (par exemple IOespace mZmoire nZcessaire aux calculs). Les rZcursions temporelles et spatiales
se traduisent alors " IQexZcution par démniZgu'il faut implZmenter sur un ordinateur parallsle. C'est
pourquoi nous parlons dedlsle daffow itZratifes techniques mises en luvre par le compilateup8ur
dZterminer automatiquement le placemestidnnZes et IOordonnancement des itZrations sur les ressources
de IOarchitecture cible, seront prZsentZes dans la dernisre partie de ce chapitre.

V.4. 812 : les bZnZfices dOun mariage ddkaw + data-
parallZlisme

V.4.1. Un langage exprimant efficacement beaucoup de parallZlisme utile

Nous venons de voir que
¥ e datgparallZlisme excelle dans |Oexpression de IQespace,

¥ le datalow dans IOexpression des contraintes temporelles.

La mise en luvre de d'un seul de ces deux modeles de programmatiordeaafffe ne ne satisfaire qu”

une partie des besoins. Mais-gatallZlisme et detaw constituent des notions orthogonales et il est
possible de les conjuguavec ces deux concepts rZunis, on peut exprimer tout le parallZlisme prZsent dans
une application. De plus, chacun des deux modeles permet de remZdier ~ des problemes posZs par l'autre.

LOintroduction de structures de donnZespatatiles dans un langage -flata corrige certains des
dZfauts des modesles déitaw initiaux, principalement enroduisant un traitement spZcifique des tableaux.
Par ailleurs, la collection est une structure de donnZes qui est naturellement rZpartie, prZoccupation
habituellement absente de la problZmatique dfiodatdassique. Inversement, le modele dOexZcution data
flow est une alternative au modsle dOexZcution sZquentiel des langagakrldatalassiques, ce qui
permet dOenvisager des implZmentations efficaces sur les nouvelles architectures massivement paralleles
contr™le hybride, cela dOautant wutdgn dZveloppe des modsles dOexZcution statiques. En particulier,
I'expression ~ la fois du parallZlisme de contr™Ie et du parallZlisme de donnZes permet au compilateur

¥ de masquer les dZlais de communications par des calculs indZpendants et
¥ de choisir les activitZs parallsles qui entra’neront un cozt de gestion minimal.

V.4.3. Un langage parallsle de hauthiveau

En &2, c'est le compilateur qui est chargZ de OplierO les calculs dOun programme, avec leur structure
spatietemporelle propre, sur uaechitecture donnZe. Le programmeur nOa donc pas ~ prendre en compte
[Oarchitecture cible et eglige transpara”t pas au niveau du programme.

Nous espZrons avoir montrZ dans la premisre partie de ce chapitre quasitue un modele de
programmation parallsle abstrait. Cela passe par IQimplicitation du parallZlisme et de la distribution des
donnZes qui sont des notions opZratoires. Cette implicitation reste cependant en correspondance fidsle avec
dOautres concepts dont le traitement est abstmait :ele 8tream qui est en correspondance avec la notion
de dOordonnancement et la collection qui reflste la distribution et le parallZlisme de donnZes. Ces concepts

b20b



sont suffisamment abstraits et suffisamment universels pour stre portable ~ travers diffZrentes architectures
paralleles. C'est ce qui permet de dZvelopper une programmation parallsle indZpendante deiOarchitecture

Le caractereabstraiiOun langage fondZ sur des Zquations, ne nous semble pas un obstacle ~ son
utilisation, comme le montrelémge diffusion dOautres langages dOZquations comme Prolog ou SQL. Ce style
de programmatlon qui se rZpand de plus en plus, semble aussi tre part|cuI|-rement bien adaptZ aux
numZriciens comme le suggere les exemples de programmes que nous avons donnZs dans le chapitre
prZcZdent, et plusieurs tentatives rZcentes tendent ~ vouloir programmer directement les architectures
parallsles " partir de la description mathZmatique des problemes ~ modZliser, plut™t qu” travers un
programméORTRAN(Cf. [FRI 93] ou [IM 92]).

1 ou trouvera dans [SKI 90] le dZveloppement de cette idZe et la preuve de sa justesse du point de vue de la complexitZ des
programmes, pour le cas des collections.

b21b



ModZlisation = programmatio { x=
Un systeme dynamique est dZcrit ~ l'aide d'Zquations. Y= }
Calcul des gZomZtri A
Le compilateur commence par calculer les { 1n1_: x[5] =
gZomZtries des tissu Y _ 3{,;;

z
}
Calcul des horloge V

Le compilateur calcule ensuite les horloges

Q.
o
|3
x
[

de chaque tissice sont des prZdicats qui Op.X = ;
sont vrais quand il faut calculer une nouvelle int x[5] = if dom x
valeur du stream support s t?Jp X

Traitements des dZpendanc AU 4 then ..;

Traitement des rZcursions spatiales e

temporelles. Synthese du graphe des Q ‘ Q 4
.~

D

dZpendances et d'ordonnancement.

Synthese d'un Synthese d'un
ordonnancement placement/ordonnancement
sZquentiel statique parallele statique

1

A Drocessenrs

= 0

e ——— e Bl %
—— [
| il BRI P
£ 0 N
o 7R
Ordonnancement '

A\

ExZcution

= suites des valeurs des tissus

= rZsultats de la simulation du
systeme dynamique

navette

Figure V.8: Les Ztapes du processus de compilation. La navette est le code gZnZCeptar e ettepdsteait®sZquentielle,

soit parallsle. Dans le cas sZquentiel, on obtiergmemirddguantiel par tri topologique du graphe des dZpendances et le code gZn
est un codgusatiel pour une machine virtuelle SIMD, ou bien, du code C. Dans le cas pleinement parallele, on synthZtise un plac
ordonnancement parallsle pour une architecture hybride KMINVID)SRsIfr du graphe des dZpendances, en tenant compte des
communications et de la granularitZ des t%o.ches requises par les caractZristiques de l'architecture. LOexZcution dOune navette

valeurs des tissus dOun pragramme 8
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V.5. Eléments d’implémentation du langage 81/2

Dans la derniere partie de ce chapitre, nous allons esquisser quelques éléments d’implémentation du
langage 81/2 Aprés un panorama général du compilateur, nous présenterons une technique permettant
d’éviter un ordonnancement dynamique, le calcul d’hotloge, et une technique de placement automatique, qui
utilise une heuristique issue des techniques de “bin-packing”.

Le langage expérimental 81/2 a été congu pour étre compilé, tant pour des machines séquentielles que
pour des machines paralléles, en imposant pour la version 1.0 un modeéle d’exécution data-flow qui est
totalement statique. Cela veut dire que la réservation mémoire et 'ordonnancement des instructions sont
connus dés la compilation. Le code produit ne nécessite pas d’exécutif ni de pile d’exécution.

Le compilateur traduit un programme 81/2 en une navetfe. Une navette est le code machine dont
P’exécution permet de calculer et d’énumérer dans I'ordre temporel croissant les valeurs des tissus définis par
le programme. Le compilateur est grossicrement composé de quatre phases : la synthese et la vérification du
typage des expressions, le calcul de 'horloge des expressions, le calcul des dépendances des taches associées
aux expressions, le placement et 'ordonnancement statiques de ces taches (Cf. figure V.8 ci contre).

Les grands traits de la stratégie de compilation sont les suivants :
— Les collections homogenes vont se traduire par des vecteurs dont les éléments seront

manipulés par les processeurs de la machine cible.

— La notion de systéme s’implémentent en termes d'environnement. Mais puisque nous avons
restreint la version 1.0 du langage aux géométries statiques, la liaison des variables a leur valeur
est statiquement résolue par le compilateur et ne donne lieu a aucun traitement particulier dans
le code généré.

— L’écoulement du temps correspond a une seule grande boucle tant-que. Le corps de cette
boucle tant-que correspond a la gestion des calculs (paralléles) qui implémentent I’évaluation

des valeurs a un tic donné.

— DL’implémentation de P'activité des streams passe par la synthése de gardes conditionnant tout
calcul correspondant a I’évaluation d'une expression : une expression ne doit étre évaluée que

si le tic courant cotrespond 2 top. La synthése de ces gardes est appelée caleul d'horloge.

— 1l faut déterminer ensuite les dépendances entre les calculs : c'est /& caleul des dépendances des

taches.

— Enfin, il faut ordonnancer en respectant les dépendances et placer les calculs sur les processeurs

de la machine cible.

V.5.1. Calcul de ’horloge d’une expression

Le calcul des valeurs d’un tissu lors de 'exécution d’un programme 81/2 correspond aux calculs des
valeurs des collections successives qui composent le stream support du tissu. La valeur d’un tissu a un instant
donné est une collection (de valeurs scalaires) appelée valeur instantanée du tissu.

Le calcul de I'hotloge hT d’un dssu T (Cf. le chapitre II) permet de décider si le calcul d’'une valeur

instantanée doit ou non prendre place a un tic donné. Pour permettre le calcul des hotloges, il faut raisonner
sut les #ssus normalisés (vT, hT).
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Le calcul de I'horloge d’une expression se fait simplement par transformation du programme initial.
Chaque définition de la forme :

X =1(Y)
est transformée en
vX = if hx then f( vY) 1)

ou hX est une expression définissant I’hotloge du tissu X. Cette expression est synthétisée par induction sur la
structure de la définition de X. Par exemple,

h(A when B)= vB ! hB

(d’autres exemples de calculs d’horloges ont été donnés dans le chapitre II).

11 se peut que le systéme d’équations qui définit les horloges présente un cycle. Si on prend par exemple :

S@0 = X,
S=X+$S

en supposant que la définition de X ne fait pas intervenir S, on obtient le systeme d’équations suivant pout
I’hotloge de S:

hS= h@0(X) " ( Ah@O(X) ! (hX " hS))

Le prédicat h@n(X) est un stream booléen normalisé qui a la valeur vrai  uniquement au N top de X.
L’hotloge de S est la disjonction de deux hotloges qui correspondent 2 la définition quantifiée par @0Oet 2 la
définition non quantifiée. ’horloge de cette derniére est la conjonction d’une garde (qui est la négation des
hotloges des définitions quantifiées) et de I'horloge du membre droit de la définition non quantifiée. Par
ailleurs, I'hotloge de $S est I'horloge de S sur le domaine de $S, ce qui explique l'expression « hX " hS»
plutot que « hX™ h$S ». Pour simplifier notre exposé, ignorons le systéme de gardes. Il reste une équation de
définition de I’hotloge de S qui est de la forme :

hS= hX " hS ?)

Cette définition est récursive. Pour résoudre ce systéme, on utilise une interprZtation absti@itgCOU 77)
[OKE 87]) qui permet de calculer a la compilation une expression non récursive de I’hotloge, en accord avec
la sémantique choisie. Cela veut dire que ’hotloge du tissu solution qui est calculée, sera la plus petite au sens
d’un certain ordre sut l'ensemble hotloges, Cf chapitre II et [Gia 91b]. Dans notre exemple, le prédicat qui
sera finalement calculé pour I’hotloge de S sera :

hS = hX 3)
On peut vérifier que ce prédicat est bien une solution du systéme précédent puisque :
hS = hX d’apres (3)
= hX " hX disjonction
= hX " hS d’apres (3)
= @

Le calcul des hotloges des tissus d’un programme 81/2 repose sur Iévaluation abstraite des expressions
des hotloges a partir de la sémantique dénotationelle du langage. Un des avantages de cette approche, outre le
fait qu'elle soit completement statique, est qu'il est aussi possible de détecter certaines expressions qui
resteront constantes (on peut alors optimiser le code généré), ou bien qui ne produiront aucun calcul (et qui
correspondent a des tiches en étreinte fatale, ce qui est certainement une erreur de programmation).

On obtient ainsi un nouveau programme, le programmn forme normalgrogramme en forme normale

contient des calculs correspondant a I’évaluation des streams d’horloge et des calculs correspondant a la
prodution des valeurs des tissus, les premiers conditionnant les seconds, a la maniére de I'expression (1).
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Grossisrement, le compilateur gZnere pour chaque expression de ce programme une t%oche. Mais il reste
calculer explicitement les dZpendances entre les t%.ches afin de dZterminer les sZquences dOactivation de cel
ci.

V.5.2. Le graphe des dZpendaas des expressions

Le graphe datfow associZ ~ un programme28est extrait immZdiatement du programme en forme
normale. HZlas ce graphe ne peut «tre employZ tel quel par le compilateur pour gZnZrer IOordonnancement
des t%oches sur les processeurs. En effet, si dans le cas des progriowrssatiites, le graphe dbia
correspond aussi au graphe de dZpendances des expressions, ce nOest plus le cas en prZsence de collecti
car une collection reprZsente un ensemble de scalaires. Par exsrigpigpdeammel suivant

A=B

chaque ZIZment de la collection support du Aissfipend de 10ZIZment correspondaBt elede lui
uniguement. Par contre, le programme suivant, qui correspond ~ la somme de tous les BlZments de

A=+ \B

produit un tisstA composZ dOun seul ZIZment qui dZpend de tous les pBinBoutéant les deux
programmes se traduisent par le meme graphBafatz les niuds associZsX et "B sont reliZs.

Le graphe dattow dOun programme28nOest donc pas le graphe fApsraiances des expressions du
programme. Par contre, on peut le voir comme une approximation de ce graphe, si on traduit chaque arc du
graphe datflow comme une dZpendance entre deme#tg quelconques des collections calculZes au niud
source et au niud but de IQarc. Un grapbet uneypproximation du graphe des dépendances, Si celuti est un
sousgraphe de. LOintZret dOune approximation provient du fait que le respect des contraintes de IOapproxi
mation entra’ne automatiquement le respect desictast du graphe des dZpendances. En pratigisé; |
des dépendances ne peut pas étre construit explicitement car il contient autant de niuds qu'il y a de points dans les
tissus du programme. Par exemple, en calcul numZrique, il est frZquent de rencontrer des matrices
10061000, ce qui impliquerait des graphes de plus dOun million de niuds pour chaque opZration. Par contre,
il peut stre plus facile ou plus praticable de calculer une approximation.

En tant qu'approximation du graphe des dZpendangemHe datiow dOun programme28est trop
grossier par exemple, on ne peut pas implZmenter le programmsegant

iota = 0 # (1 + iota:[9])

sur sa seule base. En effet, le graphdiaatde ce programme est cyclique (Cf. figure V.9) ce qui empeche
son ordonnancement.

Le travail du compilateur est dOannoter le grapfiewlatn dOobtenir une approximation plus fine du
graphe des dZpendances.

Nous appellerongaphe de séquencement des tiches |\0approximation du graphe des dZpendances platenue
annotation du graphe ddliaw de la maniere suivante (Cf. Figure V.9)
D Une expression quelcongaedZpend du tissM si x appara’t syntaxiquement dans
Toutefois, on enleve les dZpendances qui correspondent ~ des variables apparaissant dans la
portZe dOun opZrateur de dZés dZpendances correspondent ~ une dZpendance par rapport
" une valeur produite dans le passZ (elle est donc satisfaite de facto) et non pas par rapport ~
une valeur instantanZe dOun tissu.
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P La dZpendance (instantanZepamie expression et une variable est ZtiquetZsi G valeur
en un poini dee dZpend uniquement de la valeur du pouéx (on I'appelle alors une
dZpendance point " point).

P La dZpendance est ZtiquetZ& @i un poirit dee dZpend de la valeur de tous les points de
x (on l'appelle alors une dZpendance totale).

D La dZpendance est ZtiquetZ& Gi la valeur du pointdZpend de la valeur des pgjintkex
aved<i (on l'appelle alors une dZpendance positive).

Les trois annotations de base :
+
ML) T
-
Ti} . “[1]

Graphes de dZpendances correspondant aux annotations

Programme avec une rZcursion spatiale : Programme en Ztreinte fatale :
i[10] =0 # (1 +i:[9]) A=B
B=A

O#@+EE) e

o *

1+| [9] p p

@/p ®

?

Figure V.9: Représentation des trois types d'annotations utilisées pour construire les graphes de séquencement. Application a dens exenmples.

Dans le graphe de sZquencement, les cycles contenant un art @@ fyie@ aucun arc de type
correspondent ~ des expressions en etreinte fatale. Ces cycles sont/appetis.és. Les tissus dZfinis
dans les cycles instantanZs voient leur valeurs toujours indZfinies. Les cycles restant (qui comportent des arcs
+ et pas dOary correspondent ~ des expressions rZcursives spatial@sagsitent une implZmentation
sZquentielle. Les expressions qui nOapparaissent pas dans un cycle sont des expaestitass Hies
peuvent stre calculZes des que les expressions dont elles dZpendent ont ZtZ calculZes.
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Le graphe de sZquencement des t%.ches Ztant une approximation du graphe rZel des dZpendances, il «
peut que 1Oon dZtecte comme incorrects des programmes qui ont une valeur bien dZfinie. Par exemple, avec
|Gapproximation prZcZdente

T[2] ={ T1, 0}

le sZquencement dedZpend tmlement de luneme carT.i dZpend totalement de Par suite, ce
programme prZsente un graphe de sZquencement contenant un cycle total, alors que la sZmantique du langag
donne la solutiof 0, 0 }.

D'autres approximations plus fines que le graphe de sZquencement sori pissible® pas rejeter
un tel programme, mais leur mise en luvre est plus gourmande en temps de calcul [GIA 91b].

Notons que ce que nous avons interprZtZ comme une approximation du graphe des dZpendances, peut se
voir comme la preve de la OproductivitZO dOune dZfinition rZcursive (Cf. @ lIl et [SIJ 89]). La notion de
productivitZ dOune dZfinition rZcursive est liZe au calcul dOun ZIZment maximal dans le domaine sZmantiqu
Donc, bien que le traitement prZsentZ semble faire appel ~ des concepts opZrationnels (IOexistence dOun ordi
total sur le graphe des dZpendances), notre traitement peut se reformuler entierement en termes de
sZmantique dZnotationelle abstraite et s'interprZter en termes de rZsolution d'Zquations.

V.5.3. Placemenhet ordonnancement statiques des t%.ches

Une fois le graphe de sZquencement des t%.ches Ztabli, le compilateur peut placer les t%oches sur le
processeurs dOune machine cible et choisir sur chaque processeur un ordonnancement compatible avec le
graphe de sZquencement. Pour rZsoudre ce probleme, nous nous limitons ~ un type dOordonnancement qui
prend une forme particulisréOordonnancement. dpeliguee cas, un tel ordonnancement correspond " la
rZpZtition par les processeurs (rZpZtition Zventuellefimz)t de IOexZcution dOun morceau de code que
nous appelonsavetteCe morceau de code correspond ~ I'ordonnancement et au placement de chaque
expression d'un programme28 ce placement et cet ordonnancement est aqopiéour pouvoir gZnZrer
la navette, le compilateur doit donc gZnZrer ce motif.

Pour gZnZrer un motif, le compilateur associe "~ chaque t%.che un rectangle dans un espace
(tempd processeur). La largeur du rectangle correspond au temps dOexZcution de la t%.che et sa hauteur a
nombre deprocesseurs idZalement requis pour une exZcution pleinement parallele de la t%.che (Cf. figure
V.10). Par exemple, si la t%oche correspond ~ IQaddifiaratie¢ade deux tableaux de 100 ZIZments, la
hauteur du rectangle associZ sera de 100.

Avec cette reprZsentation, le probleme de la distribution optimale et de IOordonnancement optimal des
t%o.ches revient ~ trouver un placement des rectangles qui minimise la longueur des empilements et qui est
bornZ en hauteur par le nombre de processeurs de la miatiries heuristiques tres efficaces existent
pour ce probleme dOempilement de rectangles quiesmniRt dans le cas gZnZral, et qui est connu sous le
nom de @in-packinge en deux dimensions [GAR 78].

1pansle compilateur actuel, 'approximation mise en fuvre est une IZgere amZlioration de celle que nous avoaBeppésere’e
d'accepter I'exempledessus et elle n'est pas beaucoup plus coZteuse. Il s'agit principalement de remplacer lardZgrendance
dZpendancen ou- n, le nombre reprZsentamun dZcalage de la collection argumentctians vers la droite (dZpendaroeu vers

la gauche (dZpendangear rapport " la collection rZsultat.
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Figure V.10 : Ordonnancement et placement d’un graphe de séquencement par nne méthode de bin-packing en deux: dimensions.

Nous testons actuellement une stratégie gloutonne [MAH 92] consistant a placer au plus tot la plus
grande part possible d’une des taches disponibles le plus t6t: une tiache devient disponible a la date de
terminaison des taches dont elle dépend, date augmentée des temps de communication nécessaires aux
transferts des données entre les processeurs ; si plusieurs tiches sont disponibles en méme temps, un critére
de choix additionnel est utilisé comme par exemple toujours choisir la tiche se trouvant sur le chemin
critique ; si la largeur de la tache choisie excéde le nombre de processeurs libres, on “coupe” la tache en une
premicre partie qui est ordonnancée et en une seconde partie qui est remise dans I’ensemble des taches
disponibles (afin d’étre ordonnancée et placée ultérieurement). Nous admettrons qu'il est possible de couper
en deux parties dans le sens horizontal un rectangle de calcul (Cf. figure V.10). En fait, c'est possible car les
taches data-paralléles requérant # processeurs correspondent a # taches scalaires indépendantes.

Un résultat établi dans [HAW 89] peut étre directement utilisé pour borner inférieurement les

performances de cette stratégie. Ce résultat borne le comportement au pire et garantit la trés bonne qualité de
’heuristique qui est employée ici.
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Perspectives
la version 2.0 du lan8age

Pour terminer ce document, nous Zvoquons quelques unes des directions de recherche que nous
poursuivons. Ces directions sOarticulent suivant les trois axes qui dZfinissentue langage de
programmatioparallelet dehauniveapour la modZlisation et simulationsiestemes dynamiques

ModZlisation et simulation des systemes dynamiques

GZomZtrie dygaenet modZlisation des phZnomenes de croissance

Nous avons choisi dans le chapitre | de ne pas nous prZoccuper des relations dynamique entre temps et
espace. Cette propriZtZ se traduit entre autre par le fait que la gZomZtrie de la collection support du tissu doit
rester identique au cours du temps. Cette propriZtZ nOest pas une propriZtZ vZrifiZe a priori par un programme
81/2 et nous avons vu dans le chapitre IV, ~ travers |IQexemple du triangle de Pascal, un peodeamme 8
la gZomZtrie varie au cdu temps.

Les tissus ~ gZomZtrie variable, ou encore ~ gZomZtrie dynamique, ont beaucoup de domaines

dOapplications
P physiquerZsolution numZriques des Zquations aux dZrivZes partielles par des mZthodes
adaptatives, modsles mudtihelles, E
b automatiqusysteme multiphasges
P morphogZnesa biologie (croissance des plantegsttmes), en physique (croissance des
cristaux), en mathZmatiques (pavage)

P informatiqueptimisation combinatoire, exploration des arbres dOZtats, analyséede don
simulations paramZtriques, systemes de rZZcriture parallsle.
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Par ailleurs, nous nOavons pas ZtudiZ la notion de vaisiiregeune collection permet dOimplZmenter
nOimporte quelle structure de voisinage " travers |Qacces indiffZrenciZ " tous les ZIZments de la collection. La
voie qui consiste au contraire ~ Ztudier les diffZrentes gZomZtries permises par diffZrents types de voisinages,
nOa pas encore ZtZ abordZe.

Représentation et construction d’un espace et d’un temps continus

Le temps est repsentZ eri® " travers la notion de stream, et |Qespace est reprZsentZ " travers la notion
de collection. Ces deux structures de donnZes et les opZrations qui les accompagnent, correspondent ~ une
reprZsentation essentiellement ZvZnementielle et finie du temps et ~ une reprZsentation discrete et finie de
IGespace. Il est toujours possible de discrZtiser un systsme continu afin de le simuler de manisre discrste sur
un ordinateur numZrique. Cependant, IQexpression directe de modeles continus eteluspZitigue
offre au programmeur un langage de tres-tiimaiu dOexpression. De plus, les modeles de simulation
combinés discretgontinus sont de plus en plus nZcessaires, par exemple si |Oon veut modZliser aisZment des
systemes qui combinent des processus naturels continus avec une commande discrete (contr™le/commande
industriel par exemple).

Notre but est donc de dZvelopper des reprZsentations continues du temps et de IOespace. Trois approches
semblent pouvoir stre explorZes.

La premiere consiste emmettre IQinsertion arbitraire dOinstants entre deux instants donnZs (ou IQinsertion
dOun point dOespace entre deux points donnZs). Une forme nasve de cette approche a dZj~ ZtZ explorZe ~
travers la hiZrarchisation des collections. Une proposition pour un temps hiZrarchique, fondZ sur la notion de
sousstream, a aussi ZtZ avancZe avec |QopzratgurMais les consZquences dOune telle introduction
doivent stre ZtudiZes de manisre plus approfondie.

La deuxisme approche consiste " introduire un nouveawéyplonnZes scalaires correspondant aux
variables temporellement ou/et spatialement continues. LOZvolution de ces variables est dZcrite par des
Zquations diffZrentielles ou/et aux dZrivZes partielles. Il faudra rZsoudre deux principaux types de problemes
IQintZgration des Zquations de dZfinition des variables continues et IQinteraction entre les variables continues et
les variables discretes. Cette interaction est de deuxléyfmsie comportement dOune variable continue
peut subir un changement egant dOune variable discrste (changement de rZgime, de phase, commande
ObandpangO, etc.) et un ZvZnement discret peut stre dZclenchZ par une variable continue lorsque sa valeur
atteint un certain seuil.

La troisisme approche du continu se base sur les concepts dZveloppZs par |Gsiaaigtaed napui
modZlise le continu " travers le discret et la notion dOZchelle de grandeur. Cette approche a dZj" ZtZ utilisZe
avec succes en informatique graphique pour la discrZtisation de courbes continued efitgialisZAc

Représentation et construction d’un temps asynchrone

Le modele de temps dZveloppZ en 8 travers les streams est un modsle de temps synchrone. La
compilation dOun programme 8onduit donc " la synthese dOune fonction dont IQitZration produit les
rZsultats de la simulation. Cette fonction correspond en fait ~ la fonction dOZvolution du systeme dynamique
modZlisZ par le programme. LOZvolution est synchrone en ce sens que

Ft" IN, 20 il n, X (t+1) = (x (), E, X, ()
pour toutes les variablesd®un programme. On appelle ce schZma de fonctionnemeatiaing.chrone
car la valeur de XIOinstant t+1 est calculZe " partir de la valeur des variables ~ IQinstant t.

On peut maintenant imaginer un mode de cajetibvze (encore appelZrations chaotigues). ON SUPPOSE
gue pour chaque variabjeibexiste un ensemble de dateoirespondant au changement de valeurs de ces
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variables de plus, au moment du calcul deun instant t, on ne dispose que dOune wal&ireure des
autres variables. Autrement dit

Lt T, 1<i<n, (1) = (qA®) ), E L Xafh))),

Pt T, 1<i<n, x(t+1) = x (1)

L t" UT, 1<i,j<n, 0<#(t) <t
Ce schZma dQitZration esr appelZ asynchrone car la mise "~ jour de la valeur des variables se fait de manier
asynchrone. Les fonctio#scorrespondent "“H6rizon tempahelcalcul de la variablg elles dZcrivent
comment le processus de calcul;deeneoit la valeur des autres variablesoats du temps. LOitZration
asynchrone est le mode de fonctionnement primitif des rZseaux de neurones formels de type Hopfield. C'est
aussi le schZzma utilisZ en physique par beaucoup de simulations dites-@arldjoate par le
fonctionnement des circuits VLSI asynchrones. Ce modesle dOexZcution est aussi utilisZ pour rendre compte
dOun dZlai de communicationdifterministe dans un rZseau.

Le but est de dZvelopper un modsle dOexZcution asynchrone/zpetrd®Ztudier sous quelles
conditions on peut iet les calculs effectuZs par le meme programme dans les deux modes dOexZcution.
Savoir relier le comportement des deux modeles permettrait de simplifier IOanalyse de nombreux systemes et
de rendre moins coZteuse IOimplZmentation des migatiors des programmag §par exemple en les
supprimant).

La programmation paramZtrique

Les rZseaux de neurones formels ou les automates cellulaires nous ont habituZ ~ 10idZe qu'un mZcanism
de calcul simple et extremement rZgulier pouvait nZanmoins stre sufftspoigsant pour servir de
modele de programmation. Le langage, ®ar sa capacitZ ~ manipuler des collections comme des touts, est
particulisrement bien adaptZ ~ la simulation de tel systemes. Ces simulations conduisent ~ considZrer des
programmes uniformes et homogenes. Ces programmes correspondent aux membres dOune meme famille et
different entre eux par la valeurs de parametres.

LOZtude de ces familles de programmes, dont la structure estl] podsisatZresse pour plusieurs
raisons
D Programrer un tel systeme revient ~ dZterminer les parametres du ObonO programme.
LOactivitZ de programmation prend alors une tournure diffZrente. On peut illustrer notre
propos par IOexemple des rZseaux de neurones formels, oe la programmation du rZseau se fait
" travers un algorithme dOapprentissage qui permet dOajuster les parametres.

P Il est possible dOZtudier la structure de la famille, sa topologie, quand on se dZplace dans
IOespace des parametres. Cela permet dOintroduire prZcisZment des notiorse afabustes
programme, de transformations continues dOun programme en un autre, etc.

D Un membre de la famille Ztant repZrZ par des paramstres numZriques, et I0exZcution dOun
programme donnant des rZsultats numZriques, il y a une dualitZ entre programmes et donnZes.
Cette dualitZ ne semble pas sOinterprZter simplement en termes-cldaimbea familles
paramZtriques sont donc une nouvelle voie pour explorer les Zquivalences entre programmes
et donnZes.

1par exemple, cette structure pourrait stre celle engeﬁere par des opZrateurs similaires ~ ceux impliquZs par les opZrations de calculs
tensorielles, qui permettent de manipuler de manisre rZguliere des tableaux structurZs.
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D Une famille paramZtrique prZsentant une strucigudisre, il est possible dOen tirer des
propriZtZs utiles et intZressantes pour la compilation. Par exemple, les prZdicats logique
peuvent tous sOZcrire sous la forme dOune somme de [@®duituits de type PLA
implZmentent matZriellement sur VLSI la famille paramZtrique des sommes de produits de
boolzens.

Un langage de haut-niveau

La simulation graphigue et interactive

Actuellement, un programme28est un texte ASCII dZcrivant un systeme dynamique et IOexZcution de
ce programme correspond " lmdation du systeme dont on peut observer IOZvolution gr%.ce ~ un outil
dOaffichage graphique des rZsultats.

La plupart des outils de simulation vont plus loin dans IQutilisation du medium graphique. Par exemple
Extend ou InteractivéPhysics permettent la construction graphique dedele® de simulation. Avec
Extend, le programmeur construit graphiquement une regtidsehiZrarchique de son modele sous la
forme dOun graphe diftav. Avec InteractivBhysics, le programmeur construit un modele demsyst
mZcanique en assemblant les diffZrents objets de la simulation (ressorts, poids, amortisseurs, fils, axes, etc.).
La simulation elmeme va animer ces diffZrents objets.

Nous souhaiterions dZvelopper un environnegmghyue etinteractif de simulation de hamiveau. Pour
cela il faudrait dZvelopper des Zditeurs graphiques de progmmeﬁedes interactions avec la simulation
en cours de fonctionnement. Dans un prem|er temps, il sOag|ra|t de dZvelopper laaetion/de Les
valeurs d@ stream externe ne sont pas dZfinies par une Zquationa® proviennent dOune entitZ
extZrieure au systems28 fichier, processus UNIX, autre programme, 8enstre interactive de dialogue
avec IOutilisateurE

Dans un deuxime temps, nous voulons imaginer et dZvelopper un systtme qui permette,
interactivement, dOattacher ~ des fragments de programmes &prZsentation et une animation de cette
reprZsentation. Une fois cet attachement fait, il sera possible de crZer graphiquement des @rogtamme
dOobserver leur exZcution " travers une animation.

Typage temporel

Un stream B2 correspond ~ une suite de valeurs dans le temps. Ces valeurs sont produites ~ certains
instants que 10on appelle des tops. LOensemble de tous les tops de tous les streams dOun programme
correspond aux instants dOune horloge globale, instants qui sont dZsignZs sous le nom de tics. Pour chaque
stream, le compilateur8synthZtise des prZdicats qui indiquent si le tic est un top du stream. Ces prZdicats
corresponderitun premier systsme de typage temporelypdnmporel €st un type qui dZcrit la structure des
calculs dOun stream dans le temps. Si deux streams ont le meme type temporel, alors ils sont synchrones. Le
calcul dOun type temporel correspond au calcul dOhorloges de SIGNAL ou de LUSTRE, mais il est Ztendu *
des expressions nepnchrones c'estdire que le programmeur peut combiner librement des streams qui
ont des ensembles de tops diffZrents.

Nous voulons ~ prZsent dZvelopper un systeme de typage tesopespondant ~ une interprZtation
abstraite plus globald sOagit de dZterminer les segments temporels sur lesquels sont localisZes les valeurs
dOun stream. En effet, certains opZrateurs temporpts@ettent de geler le OdZmarrageO dOun stream, de
geler sa progression ou de ne sQintZresser qu” la production dOune seule valeur. Une application immZdiate de
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ce systeme de typage est de dZtecter certaines Ztreintes fatales et de dZterminer des activitZs exclusives 10t
de IOautre et donc dOalfusefficacement les ressources de calcul (CPU, mZmaoire).

Un langage parallele

ftude et implZmentation dOun opZrateur de sZquencement temporel

En programmation dZclarative, on utilise la rZcursion pour rendre compte de la rZpZtition des calculs. La
rZcursion temporelle sOexprima/er &avers un opZrateur de dZlai (ou retard)$ndifie suite retardZe
correspond ~ une suite dZcalZe dOun cran vers la droite. Par exemple, TOZ §liatidnECexprime une
suite dont la valeur ~ chaque instant edeZda valeur ~ IQinstant prZcZdent augmentZe de 1.

Ce type de rZcursion temporelle porte sur le stream en son entier. Il devient alors difficile et artificiel
dOexprimer des rZpZtitions dZpendant de fasons complexes de conditions logiques. Pour exprimer plus
naturellement les programmes o le sZquencement est important, nous voulons introduire un opZrateur
permettant un nouveau type de rZcursion temporelle. Pour cela, il faut raffiner le concept de stream afin de
distinguetes streams ~ support lbesrsfreams ~ support bornZ sont ceux qui ont un nombre fini de tops. Le
nouvel opZrateur de sZquenceméntECpermet de sZquencer des streams ~ support bornZ. On retrouve
ainsi un formalisme proche de CSP et on peut directement Zcrire des Zquatior@Gcermme2 ! aE
qui gZnere le strearil, 2, 1, 2, 1 E<. Avec ce type de fomrlisme, il sera possible par exemple
dOexprimer les memes sZquencements qu'en OCCAM.

Ordonnancement conditionnel et extension des expressions rZcursives effectives

LOexZcutiaOun programmeBconsiste ~ rZsoudre parallslement un systeme tiQi&yuze maniere
imagZe, la compilation consiste ~ donner une forme triangulaire ~ ce systeme dOZquations afin de le rZsoudre
facilement, de manisre analogue " la rZsolution dOun systeme dOZquations linZaires par la mZthode du pivot d
Gauss qui commence par triangulariser la matrice du systeme avant de le rZsoudre. Les expressions rZcursives
correspondent ~ des cycles dans le graphe des dZpendances des Zquations et empegharnisdsidrian
Actuellement le compilateur traite les cycles mais souffre de deux limitatidtection de faux cycle et la
dZtection conservatrice dOunepssmble des Zquations rZcursives effectives.

La dZtection des cycles se fait actuellement sur la base dOun critere purement syntaxique. Cela amene pai
exemple " considZrer comme cycliques les deux expressions suivantes

B=if Athen1lelse C
C=if Athen B else 2

SiA estvrai , alors le graphe des dZpendancesAelst 8! CE alors que Ai es faux, le graphe des
dZpendance estt C! B. Comme le graphe des dZpendances actuellement construit ne tient pas compte

de la valeur d&, on dZtecte un cyck" C. Il sOagit donc, dans un premier temps, dOinventer et de
dZvelopper un concept de graphe des dZpendances conditionnelles, qui permette de traiter correctement ce
cas de figure, et dOZtendre la mZthode " toutes les fonctions partielles.

Le compilateur1® sait traiter certains cycles correspondant ~ des expressions rétieiivesne
expression rZcursive effective correspond " la dZfinition dOun objet unique dont chaque ZIZment est calculable
en un temps fini par substitution de valeurs. Par exemple, I0Zquation suivante, qui correspond ~ un tableau de
10 ZIZments discrZtisant une fonction harmonique, est effective

f(0)=0
f(1) =1
fny=2f(n  -1) - f(n -2),2 =n=9.
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Par contre I’équation récursive suivante, qui ne differe que par les éléments initialisés, n’est pas effective :

£(0) =0
£(9) =9
f(n) = 2f(n-1) - £(n-2), 1In!8

(essayez ) et le compilateur distingue correctement les deux cas présentés. Techniquement, en termes de
sémantique dénotationelle, I'effectivité d’une équation récursive est liée a une propriété de maximalité dans le
treillis du domaine sur lequel on cherche la solution de I’équation. Actuellement le compilateur 81/2 fait une
analyse d’effectivité qui rejette conservativement certaines équations récutsives effectives, ceci pour des
raisons analogues a celles qui motivent le développement d’un graphe des dépendances conditionnelles.

Ces voies de recherches, outre qu'elles étendent la classe des programmes 81/2 compilables efficacement,
permettent de cerner une nouvelle notion de collection, incluant les collections partielles (i.e. non maximales
dans le treillis des collections). Les collections partielles sont indispensables si on veut traiter corrrectement
les collections a structure dynamique.
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ANNEXE

L’environnement de programmation 8,5

Le compilateur interactif 8,5 implémente un environnement de programmation minimal pour un sous-
ensemble du langage 81/2 version 1.0 décrit dans ce document. e numéro de version de cet environnement
au premier trimestre 1994 est 1.01.

8,5 est un systeme interactif : I'utilisateur spécifie interactivement et incrémentalement ses équations et
lance la compilation compléte ou seulement une phase de celle-ci (par exemple I'inférence des géométries ou
Pordonnancement des calculs). Il peut exécuter dans la foulée le code produit.

Deux types de codes sont générés :

— Le compilateur peut générer un code pour une machine virtuelle SIMD (écrite en C) qui
manipule des vecteurs. Cette machine virtuelle est émulée au vol par 'environnement, donnant

ainsi a l'utilisateut, 'impression de disposer d’un interprete du langage.

— Le compilateur peut générer un programme C séquentiel statique, i.e. sans appels de fonction
ni allocation mémoire dynamique. Ce programme doit étre ensuite compilé par n’importe quel
compilateur C standard, avant de pouvoir étre exécuté. Ce programme ne nécessite pas de

“run-time” pour s’exécuter et peut étre embarqué dans n’importe quel autre programme C.

8,5 tourne sous UNIX et est écrit en CAML-Light (un dialecte de ML). Il est relié a un traceur de courbes
(GNUPLOT) ce qui permet de visualiser les résultats des exécutions : les figurations graphiques des résultats
des programmes de ce document ont été obtenues par ce moyen.

Le lecteur de I'environnement est un petit éditeur ligne qui accepte deux types d’entrées : une équation
81/2 ou une commande. Les commandes du compilateur débutent toutes par un point d’exclamation suivi
d’un mot-clé et de différents arguments. On peut lire des fichiers de définition d’équations, lancer des phases
de la compilation, évaluer un programme, etc.

La syntaxe des équations sous 8,5 accepte les programmes donnés dans ce document. Le points-virgule
est synonyme de la virgule : en effet, nous avons déja dit que la notation <;< ne correspond pas a un
opérateur 81/2 et c'est pourquoi le point-virgule peut étre utilisé sous 8,5 comme alternative au sépatrateur
spatial, ce qui permet une ponctuation a deux niveaux des programmes. On trouvera dans [MIC 94] la
syntaxe précise acceptée par 8,5 et la description des opérateurs implémentés.
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Distribution de la version 0.1 de ’environnement 8,5
b

Le systeme 8,5 version 1.01 dont il est question dans ce document est disponible sur simple demande par
courtier électronique  I'adresse suivante : [michel|giavitto]@lri.lri.fr. Il est disponible soit sous la
forme de sources, soit sous la forme d’un exécutable pour station SUN-MicroSysteme Sparcl0 tournant sous le
systeme d’exploitation SOLARIS 1.4.1 et SOLARIS 2.1. Afin de générer le systeme complet a partir des sources, il
faut disposer d’une installation du systtme CAML-LIGHT version 0.5 ou 0.6 (accessible par ftp a l'adresse
ftp.inria.fr, de GMAKE (version GNU de Make), de GNUPLOT, et d’un compilateur C.

Avertissement : I'environnement 8,5 version 1.01 n’est pas maintenu.

HI.7.b. Les restrictions de la version 1.01 du compilatenr

La version 1.01 du compilateur est restreinte a un sous-ensemble du langage 81/2 version 1.0 tel que nous

l'avons présenté dans ce document.

Les équations récursives sont restreintes aux collections régulieres ; on ne peut pas définir

récursivement un systeme.

Les fonctions définies par lutilisateur ne peuvent pas étre récursives: la définition d’une
fonction peut faire appel a une autre fonction, mais il faut que cette fonction soit déja
completement définie. On ne peut pas passer une fonction en parameétre a une autre fonction.
Attention, cela n’empéche pas de définir des tissus récursivement dans le corps d’une fonction,

par récursion spatiale ou temporelle des tissus.

On ne peut pas alpha-appliquer, béta-réduire ou balayer avec une fonction définie par
Iutilisateur. Par contre, il est possible de le faire avec les fonctions prédéfinies (par exemple les
fonctions arithmétiques). Les fonctions arithmétiques prédéfinies sont implicitement alpha-
étendues afin de s’appliquer a des arguments de n’importe quelle géométrie. On peut béta-

réduire mais pas balayer avec l'opérateur de composition.

Il n'est pas possible d'alpha-entendre une béta-réduction ou un balayage. Par contre, les
opérations de béta-réduction et de balayage peuvent étre qualifiées par l'axe de la béta-
reduction ou du balayage : | n\ A est équivalenta: (! (n-1)\) " A,et! 1\ A cortespond
a!l \ A. Il en va de méme pour le balayage. De maniére similaire, la concaténation admet la
qualification d'un axe: A #” B correspond a # ~ (A, B),A#"" B cotrespond a (#") "
(A, B),etc.

L'implémentation de la sélection généralisée ne supporte que des vecteurs d'adresse
sélectionnant un scalaire et non pas une sous-collection (Cf. §II1.3.2.a). Autrement dit, si [ X1,
wy  Xp] est la géométrie de X, alors la sélection généralisée X.(I) n'admet que des

collections I de géométrie [11, .., 14, P] etle résultat a pour géométrie [11, v, 14].
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