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Glossaire des structures de base

Notions et notations ensemblistes
Ces notions traitent des « multiplicités », dans la plus grande généralité.

L'ensemble vide est noté (.

La notation € X veut dire : z appartient a 'ensemble X, i.e. est un élément de X.

La notation A C X veut dire : A est une partie de X, i.e. est un ensemble d’éléments de X.
Si A et B sont deux parties de X, AN B désigne leur intersection (ensemble des éléments
appartenant a A eta B), AU B leur réunion (ensemble des éléments appartenanta A ou a
B). X \ A désigne le complémentaire de la partie A dans X (ensemble des éléments de X
n’appartenant pas a A).

Le produit cartésien X; x ... x X,, d’ensembles Xi,...,X,, est 'ensemble des suites
(x1,...,2p)avecz; € X1,...,2, € X,,.S1 X7 = ... = X, = X, on le note X".

Une application d'un ensemble (source) X vers un ensemble (but) Y est une regle f qui
associe a tout élément = de X un élément f(x) de Y. On utilise souvent les notations

f: X =Y X L Yeta f(z). On dit parfois fonction au lieu d’application, sur-
tout lorsque Y est I'ensemble R des nombres réels ou bien I'ensemble C des nombres
complexes.

Lapplication identique de X est I'application de X dans X qui ne modifie aucun élément.
Elle est notée idx ou 1x.

La composée d"une application f : X — Y et d’une application g : Y — Z est I’application
de X vers Z (notée g o f ou simplement g f) définie par z — g(f(x)).
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Le graphe de f : X — Y est 'ensemble des couples (z, f(x)), lorsque z parcourt les
éléments de X (lorsque X et Y sont des intervalles de R, c’est la notion familiere de
courbe plane représentant la fonction f).

On dit que f est une bijection si tout élément y de Y est I'image par f d'un et d’un seul
élément f~1(y) de X ; ce qui permet de définir la bijection inverse f~! : Y —X.

L'image inverse f~!(B) d’une partie B de Y par une application f : X — Y est la partie
de X formée de tous les éléments que f applique dans B.

Notions topologiques
Ces notions traitent qualitativement des « lieux » et des « relations spatiales ».

Un espace topologique est un ensemble X muni d'une collection O de parties dites ouvertes,
qui comprend 0 et X, qui est stable par réunion et par intersection finie. Les éléments
de X sont appelés points. L'exemple de base est celui de X = R en prenant pour O la
collection de toutes les réunions d’intervalles privés de leurs extrémités (et plus géné-
ralement R", en remplagant intervalles privés de leurs extrémités par boules privées de
leur circonférence).

La partie complémentaire d’une partie ouverte est dite fermée.

On appelle voisinage d’un point € X toute partie de X qui contient une partie ouverte
a laquelle = appartient.

Une application f : X — Y entre espaces topologiques est dite continue si I'image in-
verse de toute partie ouverte de Y est une partie ouverte de X (lorsque X et Y sont des
intervalles de R, cela correspond a la notion « intuitive » : on peut « tracer le graphe de f
sans lever le crayon »).

On dit que f est un isomorphisme (ou homéomorphisme) si f est une bijection continue dont
lI'inverse f~! est aussi continue.

Une variété topologique de dimension n est un espace topologique X qui est réunion de
parties ouvertes U; (appelés cartes) isomorphes a des ouverts de R™ (on démontre que la
dimension n est alors définie sans ambiguité). Sur les intersections U; N Uj;, on dispose
donc de bijections, appelées changements de cartes, d'un ouvert de R" vers un autre. Selon
les propriétés particulieres de ces changements de cartes, lissité, analyticité, etc..., on parle
de variétés lisses, analytiques, efc...

Un espace topologique X est compact si, de quelque maniere qu’on l'écrive comme
réunion de parties ouvertes U;, X est déja réunion d'un nombre fini d’entre les U;.

Notions algébriques
La notion de groupe modélise I'aspect « opératoire » de toutes sortes de « symétries ».

Un groupe est un ensemble G muni d'une application G x G — G associative (i.e. vérifiant
z-(y-z) = (x-y) - 2), qui admet un élément neutre 1 (i.e. telque 1g-x = x-1g = z), eteu
égard a laquelle tout élément » € G admet un inverse ! (ie. telque z -2t =271 2 =
1g). L'exemple de base est le groupe des permutations des éléments d'un ensemble X,
pour la composition, I’élément neutre étant 1’application identique de X (en fait, tout
groupe est sous-groupe d’un groupe de permutations).

Un groupe G est dit commutatif ou abélien si on a z -y = y - x pour tout (z,y) € G

L'exemple de base est le groupe des entiers, pour 1’addition.

Un morphisme (ou homomorphisme) de groupes f : G—H est une application de G vers H
telle que f(z -y) = f(z) - f(y) pour tout (z,y) € G2 Par exemple, étant donné g € G, la

congugaison par g est le morphisme de G dans lui-méme défini par h +— ghg™".

En termes informels, un corps est un ensemble dans lequel il est possible d’« effectuer
des additions, des soustractions, des multiplications et des divisions (sauf par 0) ».
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Précisément, un corps est un ensemble K muni de deux applications K x K B K, telles
que (K,+) soit un groupe abélien (dont 1'élément neutre est noté 0), que (K \ {0},")
soit aussi un groupe abélien (dont I’élément neutre est noté 1), les deux étant reliés par
distributivité : x - (y + z) = x - y + = - z. Les exemples de base sont le corps Q des nombres
rationnels (fractions), le corps R des nombres réels, et le corps C des nombres complexes.

La notion d’espace vectoriel donne un substrat aux combinaisons linéaires, qui mo-
bilisent a la fois ’addition de certaines « grandeurs » entre elles et leur multiplication par
des « nombres ».

Précisément, un espace vectoriel sur un corps K est la donnée d’un groupe abélien (V, +)

et d’une application K x V — V associative (eu égard aux lois - de K et V), vérifiant
Lo=v, A-(v4+w)=X-v+X-w, A+p)-v=A-v+p-v

pour tout (\, s, v,w) € K% x V2. Les éléments de V sont appelés vecteurs (le vecteur nul ou

origine est]’élément neutre de +). L'exemple de base est R”, + étant 1’addition coordonnée

par coordonnée, - étant la multiplication de chaque coordonnée par un méme nombre.

Une application f : V' — W entre espaces vectoriels sur K est dite linéaire si elle préserve
les combinaisons linéaires, i.e. f(A-v+p-w) = X f(v)+p- f(w) pour tout (A, u, v, w) € K*x
V2. Lorsque V = W, on parle d’opérateur (linéaire) sur V. Lorsque f est une bijection, son
inverse est linéaire. Le groupe des opérateurs linéaires inversibles (pour la composition)
est noté GL(V).

Notions catégoriques

La notion de catégorie fournit un point de vue tres général sur les objets mathéma-
tiques ot1 I’on occulte délibérément leur structure interne pour mettre ’accent sur leurs
rapports mutuels.

Une catégorie C consiste d’une part en une collection d’objets A, et d’autre part en la don-
née, pour tout couple d’objets (A, B), d'un ensemble C(A, B) dont les éléments sont ap-
pelés morphismes ou fleches de A vers B. On requiert que les morphismes se composent
lorsque cela fait sens (i.e. le composé gf de f € C(A, B) etde g € C(B, C) est un élément
de C(A, (C)), la composition étant associative (i.e. vérifiant h(gf) = (hg)f); on requiert
aussi qu’il y ait un morphisme identité 14 de A vers lui-méme, qui composé avec tout
morphisme de source ou de but A, ne le modifie pas. Les exemples de base sont la ca-
tégorie des ensembles (les morphismes étant les applications), la catégorie des espaces
topologiques (les morphismes étant les applications continues), la catégorie des espaces
vectoriels (les morphismes étant les applications linéaires).
Ondit que f € C(A, B) estun isomorphisme s’il admet un inverse, i.e. s'il existe g € C(B, A)
tels que fg = 1p, gf = 14; que f est un automorphisme si de plus A = B.

De méme que les ensembles sont reliés par des applications, les catégories sont reliées
par des foncteurs, qui agissent tant sur les objets que sur les morphismes.

Un foncteur ¢ : C — D associe a chaque objet A de C un objet ¢(A) de D et a chaque mor-
phisme f € C(A, B) un morphisme ¢(f) € D(¢(A), ¢(B)). On requiert que ¢ préserve les
identités et la composition. Le foncteur identique Id¢ : C — C est celui qui ne modifie ni
objet ni morphisme.

Les foncteurs de C vers D peuvent étre vus comme les objets d"une nouvelle catégorie :
un morphisme (ou transformation naturelle) de ¢, vers ¢, est une regle qui associe a tout
objet A de C un morphisme uy € D(¢1(A), p2(A)), de sorte que pour tout morphisme
f €C(A,B) dans C, on ait ¢a(f) ocug = up o ¢1(f).

Deux catégories C, D sont dites équivalentes s'il existe des foncteurs ¢ : C — D, ¢ : D — C
tels que les foncteurs composés ¢ et ¢1) soient isomorphes aux foncteurs identiques Id¢
et Idp respectivement.



