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Canoni ritmici a mosaico

La definizione musicale

Canone ritmico a mosaico

Composizione ritmica e contrappuntistica

1. stesso tema, traslato nel tempo
2. tema ciclico

3. voci complementari

ddr oyl
Esempio: oyl
J v
Jd oty Jor oy
Aregime: | ¥ & 2 J J t r ¥ J
Yy ooy JoJo
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Canoni ritmici a mosaico

Un primo modello

Fattorizzazioni di gruppi ciclici

{0,1,5} #{0,3,6} = {0,1,...,8} (mod9)

T.UBS.
v v A\
©O® 2 3 4B 6 7 8
I
I
11

Canone ritmico a mosaico

Fattorizzazione di un gruppo ciclico con due sottoinsiemi:
A®B=17/nZ

A := ritmo interno, B := ritmo esterno.
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Il problema matematico

Decomposizione dei gruppi abeliani

G gruppo abeliano, o(G) = p{*p5? ... pen

G=Z/p{"ZDL/p*Z & ... D ZL/py"Z

A1, Az, ACG

G;Al@AQ@...@Ak
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Le origini del problema

La congettura di Minkowski

(Q, T) := ricoprimento ——
I

reticolare di R"

NN

NN

1. Q C R” misurabile

2. T < (R",+) discreto

3. UteT(Q + t) =R"

4. m((Q+s)N(Q2+1t)=0
Vs, t € T distinti

Q :=tassello, T :=reticolo di traslazione

Congettura di Minkowski (1907)

Ogni ricoprimento reticolare a cubi dello spazio euclideo ammette una coppia di
cubi che condividono una faccia.

6 /27
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Canoni ritmici a mosaico

La traduzione algebrica |

Definizioni e risultati

v

([0,1]", H) ricoprimento reticolare di R”

AT
o200 » H<Q"

v

Suddivisione dei cubi con gli iperpiani di
giacenza delle facce

» G := {vertici di minor coordinate dei
parallelepipedi generati dalla suddivisione}

F’

» H< G
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Canoni ritmici a mosaico

La traduzione algebrica Il

Le ipotesi

{a;i}?_, base di G con m;a; = e;, m; € N*

Ogni parallelepipedo appartiene ad un ed un solo cubo:

» Vge GdheHeVi=1,...,n
Ik € {0,...,m; — 1}, tali che

g= h—|—ik,-a,-
i=1

> Vhh € H Yk, kl €{0,...,m; — 1},
i=1,...,n,

h+Zk;a,-:h’+Zk,’a,-:>h:h’ek,-:k,f

i=1 i=1

Ai::{ﬁ,a_i?"'a(mi_l)a_i}cG/H -

G/H=AaAo...

® A,
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Canoni ritmici a mosaico

La traduzione algebrica Il

La tesi

Due cubi condividono una faccia

N
R

< il reticolo & composto da tubi

< Jie{l,...,n} tale che mja;=¢, € H

< |3/ tale che ma; =0.

Teorema di Hajos (1941)

G un gruppo abeliano finito, a1, ...,a, € G, A; :={0, a;,2a;,...(m; — 1)a;}.

G=A®..®A,=3ie{l,..., n} tale che ma; =0

B e S oV



La domanda di Hajés
A C Z/nZ periodico < 3k € Z, 0 < k < n, tale che

A+k=A

Teorema di Hajos (per canoni)

A=1{0,a,2a,...,(n—1)a}, B=1{0,b,2b,...,(m—1)b} C Z/nZ

A@® B =7Z/nZ = A o B é periodico

A& B=17/n7 == Ao B periodico

I T )



Canoni ritmici a mosaico

Canoni di Vuza
e gruppi di Hajoés

Z/nZ di Hajés < Y A, B C Z/nZ tali che
>» A B=7Z/nZ
» Ao B & periodico

Definizione
A@ B =Z/nZ canone di Vuza < A e B non periodici.

A® B =Z/nZ canone di Vuza < Z/nZ non Hajés
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Canoni ritmici a mosaico

La risposta

1.(n,m)=1,
V=< NeN|N=nmkcon | 22.n=nn, m=mmy,
3. n1,n2,m1,m2,k> 1

H = {p“, p%q, p>q%, par, p>qr, pqrs | « € N, p,q,r,s primi distiniti}

Teorema

1. VN €V, esiste un canone di Vuza A® B =7/NZ
(de Bruijn, 1953 - Vuza, 1991)

2. VneH,Z/nZ é di Hajos

(Hajos, Rédei, de Bruijn, Sands, 1941 — 1957)
3. VUH =N\ {0}

(Sands, 1957)

I T
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Canoni ritmici a mosaico

Un secondo modello

La rappresentazione polinomiale

Definizione

0 € AC N finito. A(x) :=)_,.4x? & polinomio associato ad A.

{0,1,5} © {0,3,6} = Z/9Z
(1+x+x5)(1+x3—|—x6)51—|—x—|—...—|—x8(modx9—1)

’A@B:Z/nZ & AX)B(X)=1+x+x2+...4+x"! (mod x“—l)‘

1+x+. H bg(x
d|n,d>1

®4(x):= polinomio minimo delle radici primitive d-esime dell'unita
(d-esimo polinomio ciclotomico)

dlned>1= ®4(x) | A(x) oppure d4(x) | B(x)
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Canoni ritmici a mosaico

Le condizioni di Coven e Meyerowitz
0 € A C N finito.

> Ra:={d e Nt :d4(x)|AX)}
> Sp:={d e Ry:d=p“ pprimo,a € NT}

(T1) - A(1) =Tlpees, P
(T2) : p1?',...,pi* € Sa, primi distinti = pi* ... p* € Ra.

Teorema di Coven e Meyerowitz (1999)

(1) : A soddisfa (T1) e (T2) = A é un ritmo (di un canone a mosaico);
(2) : A é un ritmo = A soddisfa (T1);
(3) : Aéunritmoe|Al|=p*q°® = A soddisfa (T2).

I T B 7



La condizione (T1)

necessaria ma non sufficiente
PPCECSICSISPINN S 5 5 B BN B N
— A=1{0,2,5,7,9,12,14}
— A(x) =1+ x2+ x5+ x7 + x° + x12 + x1
Per assurdo: A & un ritmo = (T1)
> A= AQ) =7 = $re(x) | A(X)
> deg Pra(x) =677 = dr(x) | A(x) = A(&) =0

0=3+2(&+&7)>0

2. N _HEE - A={0,1,2,4,56} — A(x) = ®3(x)dg(x)
A)=6=2-3=[] »

pESa
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La condizione (T2)

un problema aperto

Proposizione

H = {p%, p“q, p>q>, pqgr, p*>qr, pqrs | « € N, p, q, r,s primi distiniti}

A®B=Z/nZ = A e B verificano (T2).

La condizione (T2) & necessaria in tutti i casi?

I T T



La congettura di Fuglede

o congettura spettrale

Definizione

Q C R” boreliano & spettrale in R" < '
L?(Q) ha una base ortogonale della forma {e?™/ (A X},

Congettura di Fuglede (1974)

Q tassella R” per traslazioni < 2 spettrale in R".

Dimostrata per
> spettro e insieme di traslazione reticoli (Fuglede 1974)

> Q= (a,b)U(c,d) C R (Laba 2001)
» Q C R? convesso (losevich, Katz e Tao 2003)
» QC[0,L] CR, m(Q) =1, L < 3/2 (Koluntzakis e taba 2004)

Confutata per
» n >3 (Tao 2004, Matolcsi 2005, e Koluntzakis e Matolcsi 2006)
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Canoni ritmici a mosaico

La congettura di Fuglede per i canoni a mosaico
0 € A C N finito. A+ [0,1] tassella R < A & un ritmo

Definizione

A & spettrale in N < 3T C [0,1) tale che
1. 0€eT,
2. |T|=[A],
3. v, p €T distinti = A (e27(7=#) = 0.

Teorema (Jorgensen e Pedersen, 1995)

A+ [0, 1] spettrale in R < A spettrale in N

Congettura di Fuglede per canoni a mosaico

A e un ritmo & A é spettrale.

I T 0 37



Canoni ritmici a mosaico

[l teorema di Laba

0 € A C N finito.

Teorema di taba (2007)
A soddisfa (T1) e (T2) = A é spettrale.

Corollario (Laba e Coven-Meyerowitz)

(T1) + (T2) = Fuglede

1. | A|=p*q® e A & un ritmo = A é spettrale = Fuglede
2. A® B=7/nZ Hajés = A e B spettrali = Fuglede

I T a0 2



Canoni ritmici a mosaico

Punto della situazione

Risultati generali:

v A& un ritmo = A verifica (T1) (Coven e Meyerowitz)
v A verifica (T1) e (T2) = A & un ritmo (Coven e Meyerowitz)
v A verifica (T1) e (T2) = A & spettrale (Laba)

Casi particolari:
vV | Al=p*g® = A soddisfa Fuglede
v A® B =7/nZ di Hajés = A e B soddisfano Fuglede
Problemi aperti:
(1) A& un ritmo = A verifica T2
(2) A & spettrale 2 A verifica T2
(3) A& un ritmo & A spettrale (Fuglede)

28 marzo 2008
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Canoni ritmici a mosaico

Dualita, concatenazione e collasso

A®B=Z/nZ
> B® A=7/nZ := canone duale
> (A®{0,n,2n,...,(k—1)n}) & B=17Z/(kn)Z := k-concatenazione

{0,4,5} & {0,2} = Z/6Z — {0,4,5,6,10,11} & {0,2} = Z/127Z

C1 e C2 canoni a mosaico.

C1 collassa a C2 < (1 si ottiene da C2 attraverso concatenazioni e dualita.

I T Y



Canoni ritmici a mosaico

Esempio

diagrammi di Krenek con OpenMusic

v collasso M|=1 X

File Edit Classes Functions

A

|CREEN | CEERERER | e |fpza |
LI I ) LI )
Z, & Z
n n
transp-camb transp-comb

{0,2,4,12,14,16} & {0,1,6,7} = Z/247 — {0,1} & {0,2,4} = Z,/67Z

28 marzo 2008
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Canoni ritmici a mosaico

La condizione (T2) ed i canoni di Vuza

> La concatenazione conserva la condizione (T2)

» Ogni canone a mosaico collassa ad un canone di Vuza
o al canone banale {0} ¢ {0} = {0}

(Amiot, 2004)
quindi

> Se un canone non soddisfa (T2) allora collassa
ad un canone di Vuza che non soddisfa (T2)
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Canoni ritmici a mosaico

Conclusione

Risultati generali:

v A& un ritmo = A verifica (T1) (Coven e Meyerowitz)
v A verifica (T1) e (T2) = A & un ritmo (Coven e Meyerowitz)

v A verifica (T1) e (T2) = A & spettrale (Laba)
Casi particolari:
vV | Al=p*qg® = A soddisfa Fuglede

v A® B =7Z/nZ di Hajés = A e B soddisfano Fuglede

Problemi aperti:
(1) A& un ritmo > A verifica T2
(2) A & spettrale = A verifica T2

(3) A& un ritmo < A spettrale (Fuglede)

28 marzo 2008
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