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Ancêtres

Glen Miller,
et même…

Mozart !!!
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Futurs ancêtres !

Plusieurs contemporains :
Johnson
Epstein

Feldman
…

… Très bientôt dans Open Music ?
déjà dans Rubato ! …
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Mélodies autosimilaires
Définition

Une mélodie (mk) où  mk désigne la kème note, 
périodique de période n, est autosimilaire 

de rapport a avec décalage b, si on a 
∀k  ma×k+b= mk

Condition technique : pgcd(a,n) = 1
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Construction

On construit une mélodie 
(mk) autosimilaire en 

associant une même note 
à tous les indices d'une 

même orbite de 
l'application

x ➝ a x+b mod n
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Définition

Pour le cas simple x➝a x, après k itérations 
on a φk(x)=akx; pour x➝a x + b,
φk(x)=akx + b(1+a+a2+…+ak-1)

Malheureusement on ne peut simplifier
cette somme en général 

(seulement quand a-1 est inversible)
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Nombre d'occurrences d'une note

Proposition: le nombre d'occurences d'une note 
est un diviseur de l'ordre de l'application

affine φ: x ➝ a x + b mod n

Le minimum est de une note, évidemment…
Cela arrive toujours quand b=0 (x=0)

Tom en fait souvent un silence.
Pour n premier et x ➝ a x, toute orbite 

(sauf celle de 0) a la même taille, l'ordre de a. 
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Nombre d'occurrences d'une note

Théorème: 
il existe une note dont le nombre d'occurrences 

EST ÉGAL À l'ordre de l'application affine 
φ: x ➝ a x + b mod n

Résultat non banal : cf. séries proliférantes de Barraqué. 
Une permutation est cyclique sur toute orbite, 

son ordre est le ppcm de leurs tailles.
Ici on a une orbite dont la taille est multiple de toutes les autres !
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Nombre d'occurrences d'une note

2.2 Taille des orbites

!!!
THÉORÈME 2. Toute orbite a pour longueur un diviseur de r = o(ϕ). Plus précisément, r est le ppcm

des longueurs des orbites.

Démonstration. L’application k "→ ϕk est un morphisme (dans le groupe des automorphismes affines).
Son noyau est rZ. Sur une orbite fixée Ox, on a donc une action de Z (qui permute ses éléments)
càd un morphisme de Z dans le groupe des permutations de l’orbite, SOx , dont le noyau contient
rZ ; donc le cardinal de l’orbite divise r (l’image dans SOx est un quotient de Z/rZ + thm de Lagrange
et équation aux classes). En pratique, en r itérations on fait « plusieurs fois » le tour d’une orbite
donnée. Ceci est signifiant aussi du point de vue musical.
On verra plus bas une raison plus forte pour laquelle r est effectivement le ppcm des longueurs des
orbites. !

!!!!!!!!!!!

REMARQUE 2. Du point de vue compositionnel, on peut très bien assembler des orbites pour obtenir
des parties stables plus longues. Ainsi pour la « basse d’Alberti » sur une période 8, générée par
x "→ 3x mod 8 : on accouple les orbites réduites à un point (cf. infra pour les caractérisations
d’icelles) que sont 0 et 4, ainsi que {1, 3} et {5, 7}, etc. Cf. infra la définition d’une mélodie primi-
tive.

!!!!!!!!!!!!!

PROPOSITION. On prend le cas b = 0 ; Ox est de cardinal maximal r = o(a) si :
– x est inversible (i.e. x ∧ n = 1), ou bien
–

n

x ∧ n
ne divise aucun ak − 1, k < r.

Pour un n donné, le plus grand r possible est r = pgcd(2d−2pα−1qβ−1 . . . ) si n = 2dpαqβ . . .

(décomposition en facteurs premiers, si d ! 2 on peut retirer le terme correspondant).

Démonstration. On écrit ϕk(x) = x ⇐⇒ x(ak − 1) ≡ 0 mod n. Pour x inversible on en déduit ak = 1

i.e. o(a) | k. Sinon c’est que x(ak − 1) = λn. Ceci signifie que
n

x∧n
divise ak − 1 d’où la conclusion.

Pour le dernier point c’est le théorème chinois et la cyclicité des Z∗
pα , sauf quand p = 2 auquel cas

l’ordre maximal dans le groupe (Z/2dZ)∗ est 2d−2. !

Je ne sais pas quel est l’ordre maximal d’une application affine générale.
La question se pose alors de savoir s’il existe toujours une orbite dont la longueur soit maximale (r),
même quand b $= 0. C’est assez facile pour b inversible, on prend O0 ! Plus généralement,

!!!
THÉORÈME 3. Il existe toujours un x0 ∈ Zn tel que ϕk(x0) = x0 ⇐⇒ r | k. En d’autres termes,

|Ox0 | = r.

Ce théorème est non trivial ! En général quand on itère une application sur un ensemble, il est vrai
que l’ordre de l’application soit égal au ppcm des longueurs des orbites (car l’application restreinte
à une orbite la permute circulairement), mais faux que l’une des orbites soit de longueur égale à
l’ordre de l’application. Ainsi pour une permutation : les différents cycles de la permutation sont les
orbites de son action et par exemple une permutation de douze objets, d’ordre 60, a des cycles de
longueur 3, 4 et 5.
Le théorème repose sur un

!!!!!

LEMME 2. Soit α = (a − 1) ∧ b, on a vu que r est le plus petit entier tel que α× (1 + a + . . . ar−1) ≡ 0. Il

existe alors un x0 tel que
a − 1

α
x0 +

b

α
soit inversible (modulo n).

Démonstration. En effet, u =
a − 1

α
et v =

b

α
sont (dans Z) premiers entre eux ; donc (théorème de la

progression arithmétique de DIRICHLET ! ! !) il existe une infinité de x ∈ N tel que ux + v soit premier,
en particulier premier avec n.
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Lemme : calcul de l'ordre r de φ

Lemme : vers l'élément répété r fois
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Démonstration. On écrit ϕk(x) = x ⇐⇒ x(ak − 1) ≡ 0 mod n. Pour x inversible on en déduit ak = 1
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Vient du thm de Dirichlet. Cela ⇒ Théorème.
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Non-question dans le groupe affine:
φ : x ➝ x+1 a une orbite de longueur n, max !
Pour x ➝ a x, r est un diviseur de φ(n)

Pour n donné, n = 2f pc qd… il existe un a 
tel que r soit max: 
r = pgcd[2f-2,(p-1)pc-1,(q-1)qd-1…]

Ordre maximal
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Nombre de notes ≠

Tom a conjecturé que le maximum est égal aux 
trois quarts de la durée de la mélodie, i.e. 3n/4, 

et que cela se produit pour le cas de figure
 a = 2p+1,  n = 2p+1 (b=0)

On va le prouver en excluant évidemment  φ = id.

Le minimum est de une note ! (métronome)
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Points fixes
Pour x ➝ a x, 0 est toujours une note 
isolée. Plus généralement, que dire des 
points fixes de φ ?…
Il peut y en avoir plusieurs, ou pas du tout.
Ex : sol fa mi fa do ré mi ré … (3x mod 8)
do do sol sol do do sol… (3x+1 mod 8)
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Points fixes

Proposition :
Il existe d=pgcd(a-1, n) notes isolées à 
condition que ce nombre divise b, 0 sinon.
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Points fixes

Proposition (classification):
Il existe des notes isolées (pts fixes) si et 
seulement si φ est une homothétie.

Ex:  x ➝ 3 x + 4 mod 8 est en fait une 
homothétie de rapport 3 et de centre 2 (ou 6)

En pratique, un peu plus d'une φ sur deux.
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Points fixes
On en déduit enfin le critère des 3/4 :
d=pgcd(a-1, n) vaut au maximum n/2.
On en tire aussi une formule pour le nombre 
d'orbites : c'est le nombre moyen de points 
fixes de φk quand k varie.

En pratique, mieux vaut calculer les orbites 
et les compter !
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Symétries

Certaines mélodies sont palindromiques
Plus généralement, il peut y avoir d'autres 
rapports que a qui laissent la mélodie 
invariante. Deux degrés :

mélodie invariante (orbites invariantes)
structure invariante (orbites échangées)
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Symétries

En général, les applications de la forme 
x ➝ b x avec pgcd(b, n)=1  échangent les 
notes dans une mélodie engendrée par 
x ➝ a x, en préservant sa structure.
Les applications de la forme x ➝ b x qui 
laissent invariante toute mélodie engendrée 
par x ➝ a x sont telles que b=ak.

Palindrome ⇔ -1 est une puissance de a.
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Symétries

Le groupe de toutes les symétries (fixateur) 
d'une mélodie peut être plus grand que le 
groupe engendré par φ (ex: Alberti, Kientsy)
Réciproquement, on peut fabriquer une 
mélodie possédant des symétries données, en 
attribuant une note à chaque orbite du 
groupe engendré par les symétries voulues.
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Alternate melodies

Plus le fixateur d'une mélodie est grand, 
moins il y a d' alternate melodies, i.e. 
d'images distinctes de notre mélodie par tout 
le groupe affine.
Par exemple Alberti (= american ruler):

Unique dans le groupe des homothéties !
Dans Aff8, 1 seule «variante»:
mi do mi sol mi….
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Invariance par translations

Oui, certaines mélodies SelfRep sont des 
pavages par translations ! Mais cela ne peut 
se produire que pour des motifs de 2 notes.
 Exemple:
7x+3 mod 12: toutes les 6 orbites sont 
translatées de {0,3}
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Invariance par translations

Par ailleurs, certaines autres orbites pavent 
par translations en plus de paver par 
multiplication.
 Exemple:
(0 1 3 7 9) pave Z/20 par translations. C'est 
visiblement une réunion de deux orbites de 
x→3x mod 20.
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Invariance par translations

Cela mérite d'être regardé car une 
application affine mélange généralement 
bien les nombres (cf. pseudo aléatoire).
Donc une orbite (ou réunion d'), si elle pave, 
est un bon candidat pour faire des Vuza 
canons…
Mais je n'ai pas de résultat théorique !
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Monoïde

Que se passe-t-il si on prend une application 
affine générale (i.e. non bijective) ?
On va retrouver le lemme de Fitting !
Dans la suite je reviens à des applications 
homothétiques x ➝ a x; qualitativement les 
résultats restent vrais en général.
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Monoïde

La suite (φk) est périodique à partir d'un 
certain rang. Plus précisément, il existe une 
factorisation n = PQ telle que

Exemple : n = 36 = 22.9. En partant de 1, on trouve successivement

2, 4, 8, 16, 32, 28, 20, 4, 8, 16, . . .

Les orbites-attracteurs sont les multiples de l’attracteur de 1, A1 = {4, 8, 16, 32, 28, 20}, ce qui donne
aussi {12, 24} (qui contient tous les autres multiples de 4) et bien sûr {0}. Toutes les suites géométriques
3kx tombent dans l’un de ces cycles. En partant de 5 pour voir :

5, 10, 20,4, 8, 16,4, 8, 16,4, 8, 16, . . .

3.2 Cas général an > 1, b != 0

Avec des outils similaires on peut démontrer un résultat du même type :

"""""""""""""""""""""""""""""

THÉORÈME 6. Soient p1, . . . pr les facteurs premiers communs à a et à n :

a = pm1
1 . . . pmk

k (k ! r) n = pn1
1 . . . pnr

r × q
nr+1
r+1 . . . = P ×Q, où p1 . . . pk ∧ q = 1

Alors la suite des itérés (ϕk(x))k ∈ N est périodique à partir d’un certain rang (le plus petit entier
r tel que (n/Q) | ar).
Le théorème chinois Zn ≈ ZP × ZQ induit une décomposition de ϕ en (ϕ, ϕ̃) où
ϕ ∈ AffP est nilpotente, et ϕ̃ ∈ AffQ est un automorphisme.
Les parties périodiques de ces suites (les attracteurs Ax) forment une partition du sous-groupe
de Zn isomorphe à Zq (i.e. le sous-groupe

n

q
Zn).

Clarifions cela par un exemple : prenons n = 72 et a = 2. Alors toutes les suites d’itérés finissent
dans le sous-groupe à 9 éléments {0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64}. Ainsi en partant de x = 1 on trouve
1, 2, 4,888, 16, 32, 64, 56, 40,888, 16, 32 . . . et en partant de 3 on arrive à tourner sur 24, 48.

3.3 Cas b != 0

Le comportement est qualitativement similaire mais je n’essayerai pas de calculer les périodes :

THÉORÈME 7. La suite (ϕk(x))k est périodique à partir d’un certain rang.

Démonstration. Ceci est vrai pour toute suite périodique dans un ensemble fini (principe des tiroirs).
!

"""
DÉFINITION 2. On appellera encore attracteur de x l’ensemble Ax des valeurs cycliques de la suite

(ϕk(x))k.

"""
PROPOSITION. Les Ax sont disjoints deux à deux. Pour tout élément y ∈ Ax on a ϕ|Ax |(y) = y. (ϕ

permute circulairement les attracteurs).

Démonstration. Le premier point résulte du deuxième, qui vient lui-même de la définition. !

Exemple : Musicalement à quoi cela peut-il servir ? ? ? À réduire, simplifier, la mélodie. Les mélodies
augmentées forment une copie affadie de la mélodie initiale. Prenons par exemple la fonction affine
x &→ 2x mod 10 ; toute itération finit par l’un des deux attracteurs suivants :

0 {2, 4, 8, 6}

SI on répète la note DO sur les temps 1 2 4 6 8, un instrument qui joue une note sur deux jouera
pas tout à fait la même voix (ici à 60% identique) deux fois plus lente. Brisure de symétrie, mais cette
voix modifiée se stabilise après, ici, une itération :
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ϕ ≈ (ϕ, ϕ̃) où
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!

"""
DÉFINITION 2. On appellera encore attracteur de x l’ensemble Ax des valeurs cycliques de la suite

(ϕk(x))k.

"""
PROPOSITION. Les Ax sont disjoints deux à deux. Pour tout élément y ∈ Ax on a ϕ|Ax |(y) = y. (ϕ

permute circulairement les attracteurs).

Démonstration. Le premier point résulte du deuxième, qui vient lui-même de la définition. !

Exemple : Musicalement à quoi cela peut-il servir ? ? ? À réduire, simplifier, la mélodie. Les mélodies
augmentées forment une copie affadie de la mélodie initiale. Prenons par exemple la fonction affine
x &→ 2x mod 10 ; toute itération finit par l’un des deux attracteurs suivants :

0 {2, 4, 8, 6}

SI on répète la note DO sur les temps 1 2 4 6 8, un instrument qui joue une note sur deux jouera
pas tout à fait la même voix (ici à 60% identique) deux fois plus lente. Brisure de symétrie, mais cette
voix modifiée se stabilise après, ici, une itération :
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La suite des itérés (φk(x)) est donc aussi 
périodique à partir d'un certain rang. 
La partie périodique de cette suite d'itérés 
sera appelée attracteur de x.
En faisant varier x, on obtient une partition 
par les attracteurs Ax de (n/Q)Zn=∪ Ax.

Pratiquement, on laisse tomber ce qui n'est pas multiple de n/Q.
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On entend en extrayant des sous-mélodies de 
plus en plus lentes, une forme simplifiée de la 
mélodie rapide.
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Ce nouveau procédé est particulièrement 
adapté à des musiques "populaires", 
l'extraction de sous-mélodies plus lentes 
permettant d'arriver à un contenu simplifié 
(basse…)
Il marche aussi avec décalage:
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La signification profonde ?

… elle m'a longtemps échappé mais…

Toute extraction itérée appliquée à une mélodie 
périodique quelconque finit par produire une mélodie 

auto-similaire !
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Ancêtres
Définition, construction générale.
Valeurs
Symétries
Généralisation au monoïde

Emmanuel Amiot
Ircam, 14 octobre 2006
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