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La musique est le seul langage qui permette de comprendre
plusieurs personnes qui parlent en même temps. . .

Amadeus, XVIIIe siècle,
(d’après M. Forman dans le film éponyme)

Aujourd’hui, deux sciècles plus tard, on a bien compris le
multiplexage fréquentiel, temporel, spatiale.
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La musique est aussi, depuis des siècles, le langage du temps, de
l’espace, du parallélisme, de l’interaction,. . .

La modélisation formelle du langage musical peut-elle nous
conduire à de nouvelles métaphores ou paradigmes utiles à la
modélisation des systèmes informatique ?
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1. Arabesques

La structure complexe des arabesques. . .
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Un exemple initiatique

Extrait des arabesques : andantino con moto
Play
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une succesion de motifs avec entrelacs, en voix de soprane
Play
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une trame sous-jaçente dans les médiums,
Play
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des arpèges pour l’harmonie,
Play
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une ligne de basse. . .
Play
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Quel langage de modélisation ?
Un langage pour l’analyse

partition =⇒ structure =⇒ intention

Un langage pour la composition (ou programmation musicale)

partition⇐= structure⇐= intention

Un langage expressif

doté d’opérateurs de compositions séries, parallèles,
avec recouvrements partiels, et descriptions hiérarchiques. . .

Un langage utilisable

doté de bonnes propriétés informatique telles que la
compositionalité, la réutilisabilité, etc. . .
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Quel modèle pour ce langage ?
Un exemple de modélisation: la (structure rythmique de la)
partition

 

!!!"#$ !"!!! !% !!

Music engraving by LilyPond 2.13.46—www.lilypond.org

est (typiquement) modélisée à l’aide d’un arbre pondéré par les
durées (relatives) de ses sous-arbres :

1

11 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1
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Le même motif
 

!!!"#$ !"!!! !% !!

Music engraving by LilyPond 2.13.46—www.lilypond.org

peut aussi se coder

5

4 1

1

6

1 1 1 1 1 1

5

1 4

en rendant compte du phrasé musical c’est à dire sa structure .
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Quel modèle ?

Les arbres pondérés ?

pas si sûr. . .



Arabesques Composition Séquentielle Formalisation Monoide quasi-inversif Langages Applications Conclusion

Quel modèle ?

Les arbres pondérés ?

pas si sûr. . .
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2. Composition Séquentielle

Le problème du Bebop. . .
et la solution du Bebop. . .
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My little blue suede shoes (Ch. Parker)

 

!! " !# $! ! ! !% &&& ' " ! !! "! ! !! ! ! ! ! ! ! !! " !# $

! ! ! "! !5 % &&& !# (! ! " !
#! ! ! ! !) !& !" ! *

!# ("!!&&&%9 !!!"$ !!!!

!# ("!!&&&%12 & !) !*!" !!!!

Music engraving by LilyPond 2.13.46—www.lilypond.org

(a) (a)

(b)(a)

Analyse
Trois expositions d’un même motif (a) suivi d’une variation
conclusive (b).

Play
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Modélisation des motifs (a)
 

! " !# $! ! ! !% &&& ' " ! !! !! ! ! !! ! ! ! " ! ! !! " !# $

! " !#! ! ! ! (4 % &&& ! ! " !
# "! ! ! ! ) !& !! * !

(#!"!&&&%8 !!!"$ ! !!!!
(#!"!&&&%11 !&!) !*!" !!!!

Music engraving by LilyPond 2.13.46—www.lilypond.org

modélisé par:

4

1 1 1 1

3

1 11

4

1 1 1 1

1

(a)
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Modélisation des motifs (b)

 

! " !# $! ! ! !% &&& ' " ! !! !! ! ! !! ! ! ! " ! ! !! " !# $

! " !#! ! ! ! (4 % &&& ! ! " !
# "! ! ! ! ) !& !! * !

(#!"!&&&%8 !!!"$ ! !!!!
(#!"!&&&%11 !&!) !*!" !!!!

Music engraving by LilyPond 2.13.46—www.lilypond.org

modélisé par:

4

1 1 1 1

7

3 22

4

1 1 1 1

1

(b)
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Modélisation résultante

1

4

1 1 1 1

7

3 22

4

1 1 1 1

15 8

(b)

4

1 1 1 1

3

1 11

4

1 1 1 1

11 5

(a)

4

1 1 1 1

3

1 11

4

1 1 1 1

11 5

(a)

4

1 1 1 1

3

1 11

4

1 1 1 1

11 1

(a)

Défauts de cette modélisation:
• insertion de silences de longueurs variables,
• structuration logique (3x(a) + (b)) perdue.
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7

3 22
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1 1 1 1
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4
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4

1 1 1 1

3

1 11
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1 1 1 1
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Autre approche

Expliciter l’anticipation du premier temps (anacrouse) :

 

!! " !# $! ! ! !% &&& ' " ! !! "! ! !! ! ! ! ! ! ! !! " !# $

! ! ! "! !5 % &&& !# (! ! " !
#! ! ! ! !) !& !" ! *

!# ("!!&&&%9 !!!"$ !!!!

!# ("!!&&&%12 & !) !*!" !!!!

Music engraving by LilyPond 2.13.46—www.lilypond.org

et la synchronisation implicite jusqu’à la fin de la seconde mesure :

corpanacrouse

4

1 1 1 1

3

1 11

4

1 1 1 1

1

8
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idem pour le deuxième motif le deuxième motif :

 

!! " !# $! ! ! !% &&& ' " ! !! "! ! !! ! ! ! ! ! ! !! " !# $

! ! ! "! !5 % &&& !# (! ! " !
#! ! ! ! !) !& !" ! *

!# ("!!&&&%9 !!!"$ !!!!

!# ("!!&&&%12 & !) !*!" !!!!

Music engraving by LilyPond 2.13.46—www.lilypond.org

ce qui donne:

corpanacrouse

4

1 1 1 1

7

3 22

4

1 1 1 1

1

8
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avec la composition séquentielle résultante:

corpanac.

43 4 8

1

corpanac.

43 4 8

1

corpanac.

43 4 8

1

8

corpanac

47 4

1

1

(a)
(a)

(a)
(b)

définit avec superpositions locales des anacrouses avec les corps
des motifs qui précèdent.

On retrouve ici notre structure logique : 3x(a) + (b) !
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3. Formalisation

Une structuration algébrique du temps. . .
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Fenêtres de synchronisation vs fenêtres de réalisation
Principe [Jan11]
Distinguer pour chaque motif musical:

s1 s4d1 s2 d3s3d2

Synchronization Window

Realization Window

entry exit

Idée ancienne
Implicitement présente en modélisation musicale dans
LOCO [DH88], mais aussi en productique ou en système
d’exploitation.

Remarque
En théorie de la musique : cette distinction semble modéliser et
généraliser la notion d’appuis (idée à développer ?).
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Produit séquentiel : 1. synchronisation

1 42 3

entry sync. point

1 42 3

exit

X

Y
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Produit séquentiel : 2. fusion

entry

1 2
1

4
43

exit

Downstream fusion

Upstream fusion 

X

Y
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Algèbre induite : le cas discret

Triplets de mots : TA = 0+ A∗ × A∗ × A∗ équippé du produit:

(u1, u2, u3).(v1, v2, v3) = ((u1u2 ∨s v1)u−12 , u2v2, v−12 (u3 ∨p v2v3))

avec fusion définit par unification lettre à lettre (0 si incompatible)
avec

u ∨s v = min
s
{w ∈ A∗ : u ≤s w , v ≤s w}

et
u ∨p v = min

p
{w ∈ A∗ : u ≤p w , v ≤p w}

Example : (ab, c, de).(b, c, d) = (ab, cd , e).
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Algèbre induite : le cas continu

Triplets de durées : DA = IR× IR× IR, équippé du produit:

(x1, x2, x3).(y1, y2, y3) = (max(x1, y1 − x2), x2 + y2,max(y3, x3 − y2))

avec fusion définit sur les motifs audio sous-jaçents par mixage et
crossfading.
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Structure algébrique résultante

Théoreme
Dans tous les cas, on obtiend des monoides, i.e. des ensembles
équippés d’un produit associatif avec un élement neutre.
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4. Monoide quasi-inversif

Une structure algébrique particulièrement riche. . .
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Les motifs contextuels

Lorsqu’entrée et sortie coincident, on obtient des contextes

s1 s4d1 s2 d3s3

Synchronization Window

Realization Window

entry exit
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Contextes droits et gauches d’un élément

Chaque élement est structurellement associé à un contexte droit et
un contexte gauche:

s1 s4d1 s2 d3s3d2

s1 s4d1 s2 d3s3d2

s1 s4d1 s2 d3s3d2

X

XL

XR



Arabesques Composition Séquentielle Formalisation Monoide quasi-inversif Langages Applications Conclusion

Propriétés des contextes

Lemma
Pour tout motif X et Y :
(0) (XL)R = (XL)L = XL et (YR)R = (YR)L = YR (projection),
(1) XLXL = XL et YRYR = YR (idempotence),
(2) XLYL = YLXL et XRYR = YRXR (commutation),
(3) XRX = XXL = X (neutralité locale).
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Ordre naturel sur les motifs

Definition
X ≤ Y lorsque sync(X ) = sync(Y ) et real(X ) ⊇ real(Y ).

Lemma
Pour tout X et Y on a équivalence de :

• X ≤ Y ,
• X = XRYXL,
• X = EYF pour E et F deux contextes.

i.e. version bi-lateral de l’ordre naturel de Nambooripad [Nam80].
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Syntaxe vs sémantique

Les contextes droits et gauches ont aussi une définition
sémantique;

Lemma
Pour tout élement X,
(1) XL = min{E ≤ 1 : XE = X} (stab. droit canonique),
(2) XR = min{E ≤ 1 : EX = X} (stab. gauche canonique).
En particulier, l’ensemble des contextes peut-être redéfinit par
U = {X : X ≤ 1} l’ensemble des sous-unités.

Remarque
Ces structures (sans neutre) existent déjà dans la théorie des
semigroupes inversifs [Law98] : c’est les semigroupes
U-semiadéquat de Lawson [Law91] appelé ici quasi-inverses.
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Motif inverse
On peut aussi définir (sens (musical ?) des motifs avec
synchronisation négative (inverse) :

s1 s4d1

s2

d3

s3d2

Synchronisation Window

Realization Window

entryexit

Lemma
Pour tout motif X il existe un unique motif X−1 tel que

XX−1X = X et X−1XX−1 = X−1
avec XL = X−1X et XR = XX−1, i.e. c’est un monoide inversif.
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5. Langages

Où on est amené à revisiter la théorie algébrique des langages
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Classes de langages classiques

Definition
Pour tout langage L ⊆ TA = 0+ A∗ × A∗ × A∗ on a:

• L est REC lorsque L = ϕ−1(ϕ(L)) pour ϕ : TA → S
morphisme de monoide et S fini,

• L est RATR ou RATC lorsque L est définissable à l’aide
d’ensemble fini, somme, produit, étoile et (R) opérateurs de
résidus ou (C) opérateurs de contexte,

• L est MSO lorsque L est définissable à l’aide d’une formule de
logique monadique du second ordre.

Theorem ([Jan12a])

REC ⊂ RATR
⊂?
⊆ RATS = MSO
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Langages de tuiles vs langages de mots

Theorem ([Jan12a])
Un langage L ⊆ TA est MSO definissable si et seulement si

L =
∑
i∈I

(Li × Ci × Ri)

pour I fini, et pour tout i ∈ I, Li , Ci et Ri ⊆ A∗ rationnels.

Remarque
La classe des langages définissables en MSO est donc simple
(théorème si dessus) et robuste (théorème précédent).
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Remédier à l’effondrement de REC

Definition ([MR77])
ϕ : (M,≤)→ (N,≤) est un pré-morphisme lorsque ϕ est
croissante, et pour tout x et y ∈ M, ϕ(xy) ≤ ϕ(x)ϕ(y) (au lieu de
ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) pour les morphismes).

Definition ([Jan12c])
Un langage L ⊆ M est quasi-reconnaissable lorsque L = ϕ−1(ϕ(L)
pour un premorphisme ϕ : M → N avec N fini.
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Résultat encourageant

Theorem ([Jan12c])
Dans les cas raisonnables, QREC = MSO.
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Quasi-reconnaissabilité vs reconnaissabilité

Lemma ([Jan12b])
Il existe une transformation naturelle Q telle que, pour tout
morphisme ϕ : A∗ → S, il existe des premorphismes surjectifs
σA : Q(A∗)→ A∗ et σS : Q(S)→ S tels que le diagramme suivant
commute:

TA ⊆ Q(A∗) Q(S)

A∗ S

Q(ϕ)

σA σS

ϕ
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6. Applications

Amadeus II : the return. . .
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Un parallélisme partiel : fork and join

• Démarrer deux motifs X et Y en même temps : XLY ,

s1 s4s2 s3Y

s1 s4

s2

s3XL

• Finir deux motifs X et Y en même temps : XYR .

s1 s4s2

s3s1 s4s2 s3X
YR
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Composition parallèle

Nouvel opérateur

s1 s4

s2 s3

X

s1 s4

s2 s3

Y

avec time-stretching pour ajuster les fenètres de synchronisation.
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Application à la reconstruction audio

X

Y
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Resynchronization

A partir d’un motif simple, déplacement des points de synchro:
d

Expansion : par offset à gauche a < 0 et à droite b > 0:
-a.d b.dd

Contraction : par offset à droite a > 0 et à droite b < 0:
-a.d b.d(1-(b-a)).d
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Extension du modèle de motifs

Après contraction, la synchronisation englobe la réalisation :

s1 s4d1
s2

d3
s3d2

Realization Window

Synchronization Window

entry exit

d1+d2+d3
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Application au live looping

1

24

3

2

3
4

1

1

24

3

1

3

2

4

1

24

3

Expansion gauche (anticipation) Contraction gauche (retard)

Play Play Play

Exemples rythmiques d’expansions et de contractions gauches. . .
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7. Conclusion

• Des opérateurs de compositions prometteurs en musique, en
algèbre et en informatique,

• Une extension au cas temporisée qui mériterait d’être étudié
(avec O. Menini ?)

• Une extension au cas des arbres qui mériterait de même (avec
P. Silva ?)
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Un sujet de thèse INEDIT à pourvoir à la rentrée 2012 !
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En vous remerciant de votre attention !
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