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Plan du cours : partie « structures algébriques ‘fortes’ »

1.) Représentation/formalisation et énumération/classification des structures musicales
2.) Set Theory, théories diatoniques, transformationnelles et néo-riemanniennes
- Focus sur le Tonnetz, les orbifolds et le voice-leading (avec Mattia Bergomi, UPMC/Milan)
3.) Pavages en composition : la construction des canons rythmiques mosaiques
- Focus sur les canons de Vuza et les représentations polynomiales (avec Hélianthe Caure, UPMC)
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Représentations algébriques et combinatoire

e Définition de groupe
— Groupe cyclique Z/nZ. d’ordre n

p @ N — N*
n +—— card({m € N* | m < n et m premier avec n})

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
6 4 6 4 10 4 12 6 8 8

2 3 4
1 2

— Groupe dieédral D,, d’ordre 2n | (l) 9 Z (2)

— Groupe affine Aff, d’ordre @(n)n
e Actionde G sur S

— Action et relations d’équivalence
associée
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Transformations géométriques et relation d’équivalence
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Enumeration des orbites par rapport a 1’action d’un groupe

Lemme de Burnside
1
= — a1
n el Z | X9

geG

X8 = {xEX: gx=x}

Il ¢

?
——> Trouver le nombre de configurations possibles



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

X @

Lemme de Burnside )
n= Ié_lz | X9).
9€G A Action de Z/47.
X8 = {xEX : gx=x} T, = 1dentite

T, = rotation de 90°
Q T, = rotation de 180°

° - T, = rotati 270°
Configurations possibles = 34 = 81 3 = rotation de 270

T, fixe toute configuration => | X7, | =81
T, fixe toute configuration monochromes => | X7, |=3
75 1dem

T, fixe toute configuration «double-diameétre » => | X7\ |= 32 =9

> n=1/4(81+3+3+9) =24



Enumération d’orbites par rapport a 1’action d’un groupe

Lemme de Burnside

e
galep M © @O

Xg = {xEX: gx:x} ACthn de Z4
Transformation Action Cycle repre- No. of Fixed Cycle Cycle
sentation cycles configs. fype index
To 0—0. 1—1,2-2.353  (0)(1)(2)(3) 4 3t=3g] 1* '
T, 0—1—-2—3-0 (0123) 1 3'=3 4! 1!
T 0—2—-0. 1531 (02)(1 3) 2 3¥=9 2° 1y
T 0—3—2—1-0 (0321) 1 3'=3 4! 1"

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007

n=1/4(81+3+3+9) =24




Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

Lemme de Burnside

=1
galep M © ® O

X¢ = (xEX : gx=x) Action de D,

Transformation Action Cycle repre- No. of Fixed Cycle Cycle
sentation cycles configs. hype index

To 0—0. 1—1,2-2. 353 (0)(1)(2)(3) 4 3t=3g] 1} '

T 0—1—-2—3-0 (0123) 1 3'=3 4! 1y

T 0—2—0. 1331 (02)(13) 2 3¥=9 2’ 1y

T; 0—3—2—1-0 0321) 1 3t=3 4! 1"
I 0—0. 1—33—1,2-2 (0)(1 3)(2) 3 3}=27 1%2! 1!

Tl 0—1—0,25352 (0 1)(2 3) 2 3¥=9 2° o
T»1 0—2—0, 1-1. 353 (0 2)(1)(3) 3 3¥=27 1°2! n'n!

Tal 0—3—0, 1521 (0 3)(1 2) 2 32=9 2? o

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007

n=1/8 (81+3+3+9+27+9+27+9) = 168/8=21



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

1
’
7
’
7
7

Lemme de Burnside
1
= — CAR
n @ z | X9

O
geEG
Xe= (xEX : gr=x} Action de D,
T,=1d T,/ = inversion
T =rot 90° T\I=1inv.

T, =rot 180° 1,1 = inv.
Ty =rot 270° 751 = 1mv.

> 21=24-3

OO




Enumération d’accords par rapport a I’action du groupe dihédrale

Transformation Cycle representation No. of Fixed Cycle Cycle

cycles configs. fype index
To (0)(DR)B)H(B)G)(T)(S)O)(AXB) 12 2% =4006 1" n'
T (0123456789 AB) 1 2l=2 12! to!
T, (02468 A)13579B) 2 22=4 6’ ls"
T; (0369)(147A)258B) 3 2%=3 4 1y
T (04 8)(159)(26A)37B) 4 2*=16 3 t}
Ts (05A3816B4927) 1 2!'=2 12! o'
Ts (06)(1 7)(2 8)(3 9)(4 A)(5 B) 6 25=64 26 1°
T; (07294B6183A5) 1 2l=2 12! to!
Ts (084)(195)(2A6)(3B7) 4 2*=16 3 1
To (0963)1A74)(2B8S) 3 2= 4’ 1y
Tho (0A8642)(1B9753) 2 2’=4 6’ ls"
T (0BA987654321) 1 2'=2 12! fo!

—

Lemme de Burnside
1
n=_—-Y |X9|.
G| oz

X8 = {xEX : gx=x}

Action de Z,,

(Hook, MTO)

PR #daccords=1/ 12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352




Enumération d’accords par rapport a I’action du groupe dihédrale

Transformation Cycle representation No. of Fixed Cycle Cycle
cycles configs. fype index
To (0)(1R)B)A)(SHE)(THE)9)(A)(B) 12 2% =4006 1" n'
T (0123456789AB) 1 21=2 12! to!
T (02468A)13579B) 2 22=4 6’ ls"
T; (0369)(147A)258B) 3 2%=3 4 1y Lemme de Burnside
T (048)(159)(26A)37B) 4 2'=16 3* ' 1
T (05A3816B4927) 1 2'=2 12! hy! n=@Z|X"I-
Ts (0 6)(1 7)(2 8)(3 9)(4 A)(5 B) 6 25=64 26 1’ 9€q@
T (07294B6183A5) 1 2i=2 13‘ "il = IS gl
Ts (084)(195)2A6)(3B7) 4 2*=16 3 s
To (0963)(1A74)(2B85) 3 2j=s 4f uf
To (0A8642)(1B9753) 2 2’=4 6 ts :
T (0OBA987654321) 1 2'=2 12! fi} Action de D12
I (0)(1 B)(2 A)(3 9)(4 8)(5 7)(6) 7 27=128 1%2° Hi’
T (0 1)(2 B)(3 A)(4 9)(5 8)(6 7) 6 2%=64 28 1®
Tl (02)(1)(3 B)(4 A)(5 9)(6 8)(7) 7 27=128 1°2° n'ty’ (HOOK’ MTO)
Tal (0 3)(1 2)(4 B)(5 A)(6 9)(7 8) 6 2°=64 2° o
Tl (0 4)(1 3)(2)(5 B)(6 A)(7 9)(8) 7 27=128 1%2° nt’
Tsl (0 5)(1 4)(2 3)(6 B)(7 A)8 9) 6 25=64 26 1
Tel (0 6)(1 5)(2 4)(3)(7 B)(8 A)(9) 7 27=128 1%2° 12’
ToI (0 7)(1 6)(2 5)(3 4)(8 B)(9 A) 6 2°=64 2° 1’
Tel (0 8)(1 7)(2 6)(3 5)(4)(9 B)(A) 7 27=128 1°2° nt’
Tol (09)(1 8)(2 7)(3 6)(4 5)(A B) 6 2°=64 26 1
Tiol (0 A)(1 9)(2 8)(3 7)(4 6)(5)(B) 7 27=128 1%2° nit’
Tl (0 B)(1 A)(2 9)(3 8)(4 7)(5 6) 6 2°=64 26 S

PR #daccords=1/ 12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352
Pl #d’accords = 1/24[4224+1152] = 224



) . . ~
Calcul d’orbites via le polyndme de Polya Lemme de Burnside
Transformation Cycle representation No. of Fixed Cycle Cycle 1
cycles configs. hype index n = F Z |X gl_

To 0)(1)(2)B)A)(5)(6)(T)(8)(9)(A)(B) 12 22 =4006 17 ' | | 9eG

T (0123456789AB) 1 2l=2 12! !

T (02468 A)(13579B) 2 22=4 6’ 16 Xe = {xEX : gx=x}
T; (0369)(147A)258B) 3 2?=3 4 1y

Ty (048)(159)(26A)37B) 4 2'=16 3! tt

Ts (05A3816B4927) 1 2'=2 12! '

Ts (0 6)(1 7)(2 8)(3 9)(4 A)(5 B) 6 2°=64 26 b

T (07294B6183A5) 1 2l=2 12! to

Ty (084)(195)(2A6)3B7) 4 2*=16 3 t

Ty (0963)(1A74)(2B85) 3 2%=3 4 1

Tio (0A8642)(1B9753) 2 2?2=4 6’ 1

T (0BA987654321) 1 2'=2 12! '

I (0)(1 B)(2 A)(3 9)(4 8)(5 7)(6) 7 27=128 1%2° nt’

Tl (0 1)(2 B)(3 A)(4 9)(5 8)(6 7) 6 2%=64 26 n®

Tl (02)(1)(3 B)(4 A)(5 9)(6 8)(7) 7 27=128 1°2° nt’

T:l (0 3)(1 2)(4 B)(5 A)(6 9)(7 8) 6 2°=64 26 0’

T (04)(1 3)(2)(5 B)(6 A)(7 9)(8) 7 27=128 1%2° 't

sl (0 5)(1 4)(2 3)(6 B)(7 A)(8 9) 6 25=164 28 b

Tel (0 6)(1 5)(2 4)(3)(7 B)(8 A)(9) 7 27=128 122} tlt

T (0 7)(1 6)(2 5)(3 4)(8 B)(9 A) 6 2°=64 28 n°

Tod (0 8)(1 7)(2 6)(3 5)(4)(9 B)(A) 7 27=128 1°2° n'n’

Tol (0 9)(1 8)(2 7)(3 6)(4 5)(A B) 6 2°=64 26 0’
Tyol (0 A)(1 9)(2 8)(3 7)(4 6)(5)(B) 7 27=128 1%2° tlh
Tyl (0 B)(1 A)(2 9)(3 8)(4 7)(5 6) 6 25=164 28 t

Pl #d’accords = 1/24[4224+1152] = 224

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
19 43 66 80 66 43 19 6 1 1
6 12 29 38 50 38 29 12 6 1 1
509 21 25 34 2521 9 5 1 1

G\k

Ch2

Dy
Aff(Z12)

[T WA R (WY
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Classification paradigmatique des structures musicales

3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12
19 43 66 80 66 43 19 6 1 1
12 29 38 50 38 29 12 6 1 1 SetTheory
9 21 25 34 25 21 9 5 1 1

G\k
Cio

1
1
1
1

]
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Architecture paradigmatique Groupe affine 02-paradigms



Classification paradigmatique des structures musicales

----------------------------------------- 1 T T T T T T o YT T T TTTTTTTTTTTTTTA
n 1 P! Lo, (k) + ("_l)/z)] if n is 0dd l
#ofk-chords-; Y e )(kf) =—@,(k); | 2a [ *0 7 e i
JKn k) J : i # of k-chords = % @, (k) +n :;;)] if n is even and k is even, |
e R I - '
. ! 1 (n/2) -1 I
\\\ i ﬂf,(k) +n (k/2) )], if n is even and k is odd. i
N\ e e e e e e et
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: Zalewskl / Vieru / Halsey & Hewitt I 2l
& i Groupe cyclique = Forte/ Rahn P
I’ﬁ“:‘“““ Ve N Carter MOI‘I‘lS / Mazzola
: : Estrada
e (; 3°2 1:)
s-29 - " 77
<< Groupe diédral : : S ——
T © © E : 158 g H
(12324) [ 1k E Mssssssssssasssssasasssssnnnaashanannnnnnnnnngunnnnnn ;
| | _ 1224
il
% eeee : 352
1136 12239  Groupe symétrique
Architecture paradigmatique Groupe affine

* D. Halsey & E. Hewitt: « Eine gruppentheoretische Methode in der Musik-theorie », Jahresber. Der Dt. Math.-Vereinigung, 80, 1978.
* D. Reiner: «<Enumeration in Music Theory», Amer. Math. Month. 92:51-54, 1985

* R.C. Read: « Combinatorial problems in the theory of music », Discrete Math., 1997

* H. Fripertinger: « Enumeration of mosaics », Discrete Math., 1999




Permutoedre comme catalogue d’accords
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Julio Estrada, Modeles mathématiques en composition et analyse musicales, intervention au Master ATIAM / Cursus de
Composition, [rcam, 21 Novembre 2012




Permutoedre comme catalogue d’accords

Tabelle 1

Tabelle aller moglichen Intervallstrukturen
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Studia Musicalogica Arademiae Scientiarvan Hungaricae 9, 1967
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W. Reckziegel, “Musikanalyse und Wissenschaft.” Studia Musicologica 9(1-2), 1967, p. 163-186




Permutoedre et Tonnetz
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Le Tonnetz en tant que GIS

y < . 4 p
0 3 A .6 9 0
> - s >
Ab . B ab s F v
- : B - «
é A1 .2 w5 8
B = B -
L E G . Bb . Db -
A \ p™. \ A« K\ - K\ A
e PR I bb ch
“ - P - <
4 7 : - 10- 1 4
» 8 { -
. C 5 Eb 7 L1k A .
A« \ A \ A ’ \ A ’ \ A
c dt f a
4 y P 4 “
0 3 froveesee 6 ternienss 9 0
¥ ¥ T ¥ ¥

Major triad - ©
PN

+4 A +7.-"’ Bl:
P R_7 R_7
Do & '\i &
< +3 bb
o N e o
' E\Mod-lz pitch class . Minor triad

number (C =0) g

p=<L,R|L?=(LR)2 =1 ; LRL=L(LR)" >

 p opere de facon simplement transitive sur I’ensemble
S des 24 triades consonantes

=> (S, p, int) est un GIS

(Neo-)Riemannian Operation P = ,,Parallel“

[Noll04]



g Systeme d’Intervalles Généralisés - Systeme Généralisé d’Intervalles
Mousical Intervals

i David Lewin’ s Generalized Interval System [GMIT, 1987]

ﬁ*msﬁnnaﬁom

DDDDDDDDDD GIS = (S, G, int)

S = ensemble int(s,u)

(G,*) = groupe d’intervalles m m‘
NG N

int = fonction intervallique . ‘ .
. S { u
sxs ™. G

1. Pour tout objets s, ¢, u dans S :
int(s,f)*int(¢,u) = int(s,u)

t
o

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i
dans G il y a un seul objet # dans S tel que
int(s) =1 s

« S={...,do, do,=ré, ré, ..., si,do’,...}, G=Z, int(do,ré)=2, int(fa,do)=-5 etc.
« S={...,do, ré, mi, fa, sol, la, si, do’, ...}, G=Z, int(do,ré)=1, int(fa,do)=-3 etc.
8=G=Z,,={do, do,=ré,, ré, ..., si}, mt(do,ré)=2, mt(fa,do)=7 etc.



Genalead Premieres généralisations : transposition

Musical Intervals

— and —

Transformations
°°°°°°°°°° GIS = (S, G, int) int(s,u)
S = ensemble m m
(G,*) = groupe d’intervalles Vi Ve ¥
S { u

int = fonction intervallique
sxs ™., G

1. Pour tout objets s, ¢, u dans S :
int(s,f)*int(¢,u) = int(s,u)

T;(s)

T[]

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i
dans G il y a un seul objet # dans S tel que
int(s,f) =1

Généralisation de la notion de transposition (musicale)
Pour tout ¢lément i dans G, la transposition T, est une application
T,: S§-->8 telleque int (s, T, (s)) =i pour tout élément s dans .S



Equivalence entre GIS et action de groupe

GIS = (S, G, int) int(s,u)

S = ensemble int(s,t) int(t,u)
(G,*) = groupe d’intervalles ./—\‘ ) TN
int = fonction intervallique \ t u

sxs ™M, G T (s)

1. Pour tous objets s, 7, u dans S :

A.ctiOIrl int(s,f)*int(¢,u) = int(s,u)
simplément

transitive 2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i

1]

dans G il y a un seul objet # dans S tel que
int(s,f) =1 S

Soit 7 ={T,; ; iEG} le groupe des transpositions
GIS=(S, G,int) < 7xS5— Stelle que (T,;,s)—=T,s)

Terminologies équivalentes :
* Un GIS est un G-torseur a gauche
* S est un ensemble principal homogéne [Bourbaki]



Le Tonnetz en tant que GIS

y < . 4 p
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4 7 : - 10- 1 4
» 8 { -
. C 5 Eb 7 L1k A .
A« \ A \ A ’ \ A ’ \ A
c dt f a
4 y P 4 “
0 3 froveesee 6 ternienss 9 0
¥ ¥ T ¥ ¥

Major triad - ©
PN

+4 A +7.-"’ Bl:
P R_7 R_7
Do & '\i &
< +3 bb
o N e o
' E\Mod-lz pitch class . Minor triad

number (C =0) g

p=<L,R|L?=(LR)2 =1 ; LRL=L(LR)" >

 p opere de facon simplement transitive sur I’ensemble
S des 24 triades consonantes

=> (S, p, int) est un GIS

(Neo-)Riemannian Operation P = ,,Parallel“

[Noll04]



Une autre structure de GIS sur I’espace S

[Noll04]

,Parallel*

(Neo-)Riemannian Operation P

,Relative*

(Neo-)Riemannian Operation R
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[Satyendra 2004]
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= (S, D,,, int) est un GIS



Dualité entre (S, p, nt) et (S, D,,, int)

p=<L,R|L?2=(LR)2=1; LRL=L(LR)'> | «» | D, =<I, T | ?=T"2 =1 ; ITI=I(IT)" >
=> p et D, sont ’un le centralisateur de I’autre (dans le groupe symétrique Sym(S))

Tout diagramme commute
VegE p

F#/G> F#/G>

[Crans, Fiore & Satyendra, 2008]



Klumpenhouwer Networks (K-réseaux)

Xavier Hascher: « Liszt et les sources de la notion
d’agrégat », Analyse Musicale, 43, 2002
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Klumpenhouwer Networks (K-réseaux) : isographies positives et récursivité

David Lewin: «A Tutorial on K-nets using the Chorale in
Schoenberg’s Op.11, N°2 », JMT, 1994
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Klumpenhouwer Networks (K-nets) : isographies négatives

David Lewin: «A Tutorial on K-nets using the Chorale in Schoenberg’s Op.11, N°2 », JMT, 1994

9 10 12 13

EEE== iz r i ' <T7> l
- § " /'TS\ /.1‘5 N
ESE== 34 & 4 L ]
12 3 4 S " |(| ll7 lSI |l2
Example 9 s F. Bb n Bb
5/- '\x \Td } - T4 /
— | 17
¢ .l-!l slb gl g2
NS
<I5>| Isographie négative J<I7> <110>J
g3’ g4’
T7
£ | <rs> |
—».I' 7 | l It
B» F$
<[>:T,— T, kn.) <T,>:T,— T,

Im g Ik+m



Enumération des K-nets en relation d’isographie forte

X — X‘|‘3 T6—>x+9

/‘\/\/‘\,/_\
Tf”'“\Tf

I/

\.l/

ak

<T >
mg
Isographie forte
T
re —* » fa#t
Msl lTZI —
T I Isographie forte
sib —%» sol#
M
re#t — 34 g
Mll lM7 —
Isographie forte
M

!

b2 «—» ...

Isographie forte

x —4 5 x+4

Msl lT I
Sx 6L, 6.5x=0-(x+4) =

My ==

4-x=

> 4x=0 ==

oy

7-(x+3)=1-(x+9)

—> 12 solutions

=> 8=4x =—>x=2, 5,8, 11
—> 4 solutions

>x=0, 3,6,9
—> 4 solutions



Isomorphismes de réseaux de Klumpenhouwer

Isographie positive | <T7> '
TS TS~
<T>:T,—T, T T B T
It 17 15 12 4
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Isographies « fortes » dans le réseau transformationnel
Stockhausen: Klavierstiick III (Analyse de D. Lewin)

<T,>:T,— T,



Inversions « contextuelles » et commutativité des diagrammes

S @ 0
g "

|
‘H f A

Tout diagramme commute
Vf,ge<T,J>

Le groupe des 24 transformations ¢ = {T, T,..., T;;, TJ, T J, ..., T{;J} est commutatif
et opére de maniere simplement transitive sur I’espace S des 24 formes du pentacorde
de base (i.e. ’ensemble de ses 12 transpositions et de ses 12 inversions)

=> (S, o, int) est un GIS



Approche transtformationnelle et théorie de I’homométrie

INJA,B)(T,) = IFUNC(A, B)(k)
IFUNC peut s’€crire comme un produit de convolution de fonctions
caractéristiques (Lewin, JMT, 1958)

IFUNC(A, B)(k) = #{(a,b) € AxB | a=b+k}
Iax1_p(k)= ) (@)l pk—z)= ) Iu(@)lplz—k)= ) 1

Y LY A (I,y)E.‘iXB
y=x—k

(01256 8) (347910 11)

[#) [#)

| |
| |
(¥ (¥ (9 [ [ ) [}

it
~

(034433233443)

IFUNC(, B)3) = #;{(0,9) (1,10),(2,11),(6,3)}




Relation Z, DFT et théorie de ’homométrie

Le contenu intervallique est équivalent a un produit de Faite Z g 2imkt/c
convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958) =
ci: ci:

ICA(k) = (1a* 1—A)(k) et 0

Cl: ;

9

A*].B Z]'A XlBI,— Z 1 o -
iI€A
i—kE€B 5
F(lax1lp)=F(14) x F(lp) p

A={0,59,11}= IC,(k)=1Vk

FICa)=FaxF-a=|Fa° 3 Relation Z

{0, 1,4, 6}

* D. Ghisi, "From Z-relation to
homometry: an introduction and
iv=[41,1,1,1,1,2.1,1,1,1,1] some musical examples", Sémnaire
MaMuX, 10 décembre 2010

* P. Beauguitte, Transformée de

Fourier discrete et structures
musicales, Master ATIAM, 2011




