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1 Introduction

Le lien entre musique et mathématiques a été découvert et étudié depuis I’Antiquité par
de nombreux scientifiques, philosophes, musiciens tels que Pythagore, Galileo Galilei, Gottfried
Wilhelm Leibniz et Leonhard Euler. A premiére vue, deux domaines diamétralement opposés,
au fil des siécles, la musique et les mathématiques se sont révélées avoir beaucoup en commun.
Cette thése découle de la volonté d’approfondir un théme qui puise des concepts dans les deux
disciplines et de la conviction que I’étude combinée des deux ne peut que profiter aux deux cotés
de la relation.

Dans cette thése, nous traitons des canons rythmique de pavage, qui sont des compositions
contrapuntiques purement rythmiques. Les canons en musique ont une trés longue tradition;
quelques cas de canons rythmiques de pavage (c’est-a-dire des canons tels que, étant donné un
tempo fixe, a chaque battement, exactement une voix joue) ont également été composés. Ce
n’est qu’au siécle dernier, issu du probléme analogue de la factorisation des groupes abéliens
finis, que des canons rythmiques de pavage apériodique ont été étudiés : ce sont des canons qui
pavage un certain intervalle de temps dans lequel chaque voix (rythme intérieure) joue a une
séquence apériodique de battements, et la séquence des battements de départ de chaque voix
(rythme externe) est également apériodique. Du point de vue musical, article séminal était
probablement article en quatre parties écrit par D.T. Vuza entre 1991 et 1993 (|18} 20, 19} 21]),
tandis que la contrepartie mathématique du probléme a également été étudiée auparavant, par
exemple. par de Bruijn ([8]), Sands ([I7]), etc., et aprés, par ex. par Coven et Meyerowitz (|7]),
Jedrzejewski ([12]), Amiot ([I]), Andreatta (|3]), etc.

Une théorie approfondie des conditions d’existence et de la structure des canons rythmiques
de pavage apériodique n’a pas encore été établie; nous essayons d’apporter une contribution a
ce domaine fascinant. Dans ce but, la thése propose un ensemble de théorémes montrant des
méthodes de construction de canons rythmiques apériodiques. Deux définitions sont présentées.
La premiére définit les canons de Vuza comme des canons construits a I'aide de Théoréme
Théoréme [3] Théoréme [4 et Théoréme [5} Ensuite, la seconde définit I'ensemble des canons de
Vuza étendus comme les canons construits a 1’aide de Théoréme [6] et Théoréme[7] éventuellement
combinées de Théoréme 2] Théoréme [3] Théoréme [d] et Théoréme [5] La theése présente également
des avancées dans le domaine du calcul en fournissant deux nouveaux algorithmes résultant plus
efficaces que ceux connus dans la littérature d’au moins un ordre de grandeur.

2 Canons de pavage apériodiques

Nous fixons quelques notations et donnons les principales définitions.



Définition 1. Si Z,, = A® B, on appelle (A, B) un canon rythmique de pavage de période n; A
est appelée la voix intérieure et B la voix extérieure du canon.

Définition 2. Un rythme A < Z, est périodique (de période z) si et seulement s’il existe un
élément z € Z,, z # 0, tel que z + A = A. Dans ce cas, A est aussi appelé périodique modulo
2z € Zy. Un rythme A < Z,, est apériodique si et seulement s’il n’est pas périodique.

Soit ®4(z) le polynome cyclotomique d’indice d. Ensuite, les canons rythmiques de pavage
peuvent étre caractérisés comme suit.

Lemme 1. Soit A un rythme dans Z,, et soit A(z) le polyndome caractéristique de A, c’est-a-dire
A(z) = Yo 4 ", Etant donné B < Z,, et son polynéme caractéristique B(x), on a que

n—1 n __
A(z) - B(z) = Z ak = 9;7 11 = H Dy(x) mod (2" —1) (1)
k=0 d|n,d#1

st et seulement si A(x) et B(x) sont des polynémes o coefficients dans {0,1} et A® B = Z,.

Par conséquent, pour chaque d | n, avec d > 1, on a
Dy(x) | A(x) ou ®4(x) | B(x).

Définition 3. Un canon rythmique de pavage (A, B) in Z,, est un canon rythmique de pavage
apériodique si A et B sont apériodiques.

On note H l'ensemble des périodes des groupes de Hajos, c’est-a-dire des groupes qui n’ad-
mettent pas de factorisations apériodiques, et V ’ensemble des périodes des groupes qui ad-
mettent de telles factorisations. Le résultat suivant, en conjonction avec Théoréme [2| identifie
quelles sont les périodes des canons rythmiques de pavage apériodique.

Théoréme 1 (Vuza). Soient

1. V ={neN:n=pnipsnang avec PGCD (p1ny,pan2) =1 et p1,n1,pa, N2, nz > 1}, et

2. H= {pa,paq,quQ,pqr, p2qr,pqrs : a € N, p,q,r,s nombres premiers distincts},
alors N* =V uH.

Une méthode de construction exhaustive de canons rythmiques de pavage apériodique n’est
pas connue a ce jour; la premiére méthode pour trouver certains d’entre eux a été fournie par le
résultat suivant (voir [11I] par Hajos, Théoréme 1 dans [8] par de Bruijn, et Proposition 2.2 dans
[18] par Vuza).

Théoréme 2. Soit n = pinipanong € N tel que
1. p1,n1,p2,n2,n3 > 1 et
2. PGCD (plnl,pgng) =1.
Alors Zy, admet un canon rythmique de pavage apériodique.
Exemple 1. Dans les hypothéses de Théoréme [2| un exemple de canon de pavage de Z,, avec

deux sous-ensembles apériodiques est donné par la construction suivante de F. Jedrzejewski (voir
Théoréme 227 dans [12]). En désignant par I ’ensemble {0,1,...,k — 1}, appelons :

Ay = nzpinily,, Az = nzpanaly,

U, = n3p1n1n2]1p2 U; = n3P2n2n1Hp1

Vi = nanall,, Vo = nzni 1,

K, = {0} Ky ={1,2,...,n3 —1}.



Puis prenant

A=480A
B=(U®VhoK)uU:@Vi®K,),

nous avons le canon Z,, = A® B.

Remarque 1. Désormais, étant donné py, ny, p2, no, et ng, on notera Ay, Ao, Uy, Us, V1, et V5
les ensembles ainsi appelés dans Exemple

De nombreuses autres fagons de construire des canons de pavage apériodiques sont possibles,
voir par exemple de Bruijn ([8]), Vuza ([18]), Fidanza ([9]) et Jedrzejewski ([12]). Ces méthodes
entrent dans une catégorie traitée par F. Jedrzejewski (Théoréme 14 in [13]).

3 Canons de Vuza étendus

Nous donnons maintenant un premier résultat qui affine celui de Jedrzejewski, en levant
I’hypothése que py et ps sont premiers et en prouvant que B est apériodique si ng satisfait une
contrainte arithmétique simple (voir [15]).

Théoréme 3. Soit n = pinipanaons € N tel que :

1. p1,n1,p2,ng,n3 >1;

2. PGCD (piny,pang) = 1;

3. sing n'est pas premier, il n’y a pas de premier q tel que q | ng, mais q f p1nipans.

Soit H le sous-groupe H = nsll, n,pon, de Z,, et soit K un ensemble complet de cosets repreé-
sentatifs de Z,, modulo H tel que K est 'union disjointe K = K1 1 Ky. Alors le couple (A, B)
défini par

A=A40A

B=U®VLeK)uU:®V,®K,)

est un canon rythmique de pavage apériodique de Z,,.

Dans une généralisation de Théoréme [3] le rythme B est 1'union disjointe de trois ensembles,
lun étant périodique a la fois modulo n/p; et modulo n/ps.
Théoréme 4. Soit n = pinipanons € N tel que :
1. p1,n1,p2,ng,n3 >1;
2. PGCD (piny,pang) = 1;
3. sing n'est pas premier, il n’y a pas de premier q tel que q | n3, mais q } p1nipans.
Soit H le sous-groupe H = n3ly, nypon, de Zyn, K un ensemble complet de cosets représentatifs
de Zy,, modulo H tel que K est l'union disjointe K = K7 u Ko u K3 avec K1, Ky # &, et
W = ngninsl,,p,. Alors le couple (A, B) défini par
A=A1® A
B=(U®Ve@K)u(U20Vi®Ks) u (W Ks3)

est un canon rythmique de pavage apériodique de Z,,.



La deuxiéme généralisation de Théoréme [3| élargit les définitions des ensembles A, Ay, V7 et
Vs.
Théoréme 5. Soit n = pynipangsng € N tel que :

1. P1,N1,P2,N2,N3 > 1 ;

2. PGCD (pini,panz) =1;

3. sing n'est pas premier, il n’y a pas de premier q tel que q | n3, mais q  p1nipans.

Soit H le sous-groupe H = n3ll, nypyn, de Zy, et K = K1 u Ky (avec K1, Ko # &) un ensemble
complet de cosets représentatifs pour Z, modulo H. Prendre

— Ay comme un ensemble apériodique complet de représentants de cosets pour ZLipyn, modulo
n2]IP2 5

— Ay comme un ensemble apériodique complet de représentants de cosets pour Zip,n, modulo
nﬂlpl N

— V..., V] comme ensembles apériodiques complets de représentants de cosets pour Zp,n,
modulo paly,, ;

— 1721, ceey VQh comme complet les ensembles apériodiques de représentants de cosets pour Zp, n,
modulo p11,,.

Définissez K1 = K{ 1 --- U K{ et Ko = K} - 0 Kb, ou K5 = {k£5’1+17...,kgf} sont des
sous-ensembles non vides de K, pour a = 1,2. Alors le couple (A, B) défini par
A= n3p1n1/~11 @TLgpgTLgAQ
B = ((U1 @ ngn V) @{k},...,kzlf}) L
| <U1 ®n3n1\72j @ {kllj71+1, ey k“lKll})) L
L ((UQ@’H@TLQ‘?? @{k%,,k;ﬂl}> L---
e (U2 @n3n2‘71h &) {k;nh71+1, ey k“QKﬂ}))
est un canon rythmique de pavage apériodique de Z,,.

Définition 4 (canon de Vuza). On appelle canons de Vuza tous les canons obtenus a I’aide des
constructions décrites dans Théoréme [2] Théoréme [3] Théoréme [] et Théoreme [

Il est possible d’étendre encore plus ce type de constructions. Avec le théoréme suivant, on
améliore le résultat de Jedrzejewski (Théoréme 21 dans [13]).
Théoréme 6. Soit n = pynipangsng € N tel que :
1. P1,N1,p2,N2,N3 > 1 ;
2. PGCD (pin1,pang) = 1;
3. il n’y a pas de nombre premier q tel que q | ng, mais q J p1nipans.
Soit H le sous-groupe H = n3ly, n,pon, de Zy,. Supposons que L et K soient des sous-ensembles
propres de Ly, tels que LO K = Zy, et K = K1 1 Ks, avec K1, Ky # . Alors le couple (A, B)
défini par
A=A40A,0L
B=U@Ve@K)u(U20V1® K>)

est un canon rythmique de pavage apériodique de Z,,.



Définition 5. Ry = {d: ®4(x) | A(z)} et S4 = {p® € R4 : p premier}.

Les conditions de Coven-Meyerowitz sont les suivantes :
(Tl) |A| = Hp"‘ESAp;
(T2) pour tout p®, g%, 7, ... € Sa, pPgPrT--- € Ra, ou p*,¢®,r7,... sont des puissances de

nombres premiers distincts.

Définition 6 (extension). Soit A un sous-ensemble de Z,, et soit S4 = {p“,qﬁ, . ,T’Y}. On
appelle extension de A tout rythme A dont le polyndme caractéristique est

A(z) = ®pa (;Upan’“v) s (xm) v Dy (xm) ,
ot kp, kg, ..., ky sont des diviseurs de n tels que p f kp,q f kg, ..., 7 { k.
Notez que par définition clairement Sy = S3.

Proposition 1. Soit A® B = 7Z,, et soit B vérifie la condition (T2). Alors A® B = Z,, aussi.

En combinant Théoréme [f] et Proposition [, nous sommes capables de trouver de nouveaux
canons de Vuza out L n’est pas un sous-ensemble de Z,,,.
Théoréme 7. Soit n = pynipangsng € N tel que :

1. p1,n1,p2,n9,n3 > 1

2. PGCD (pini,pang) =1;

3. il n’y a pas de nombre premier q tel que q | n3, mais q } p1nipans -

Soit H le sous-groupe H = n3ly n,pon, de Zn. Supposons que L et K soient des sous-ensembles
propres de Ly, tels que LO K = Z,, et K = K; 1 Ky, avec K1, Ky # (J. Soit L une extension
de L ; alors le couple (A, B) défini par

A=A1®0A0L
B=U®Vo@K)u (U ®V) @ K>)

est un canon rythmique de pavage apériodique de Z, .

Définition 7 (canon de Vuza étendu). On appelle canons de Vuza étendus tous les canons
obtenus a 'aide des constructions de Théoréme |§| et Théoréme |Z[, éventuellement combinées avec
celles de Théoréme [2] Théoréme [3] Théoréme [] et Théoreme [

Exemple 2. Nous montrons maintenant un canon de Vuza étendu de période n = 240 (p1 =
5,n1 =3,p2 = 2,n9 =2,n3 =4). L =1, alors L = 15I5. En choisissant K; = {2} et Ky = {0},
on obtient le canon
A=A 0A@L
= 60, @ 1615 @ 1515
B=U1®VLeK)uU:eVeK,)
= (1201, @ 1215 @ {2}) u (4815 @ 81, @ {0}) .

Il est a noter qu'il ne serait pas possible d’obtenir un tel canon sans appliquer Théoréme [7]



FIGURE1 n=240. A=A @A, D L.

(a) Ui @ Va = 1201, @ 1215

Représentation en treillis d’un canon rythmique de pavage apériodique de période n = 240, ou A = 60l D
1613 @ 151 et B = (120]12 @ 1205 @ {2}) (] ( ) {0})

Il est maintenant naturel de se poser la question suivante : combien y a-t-il de canons de Vuza
étendus étant donné les cingq parameétres p1, ni, p2, ne, ng et la factorisation Z,,, = LA K 7

La premiére étape consiste a déterminer combien de partitions de Z,,, permettent de distribuer
de maniére disjointe les ng classes de reste dans les facteurs (U; @ ngnlvj), (Us + n3n2\71h) et
W, en faisant attention d’attribuer au moins une classe aux deux premiers facteurs (sinon le
canon deviendrait périodique). D’aprés Théoréme |5 nous devons également considérer tous les
différents f/f et f/'Qh qui fournissent un canon de Vuza (étendu). Nous voulons déterminer dans
combien de maniéres nous pouvons choisir des sous-ensembles apériodiques d’éléments distincts
modulo p; in Zy, , (resp. in Z,,,,) jusqu’a la translation. Par convention, nous fixons le premier
élément & 0, et pour chaque autre classe de reste modulo p; nous avons ny possibilités. Nous
devons ignorer les périodiques et finalement nous écartons toutes les translations possibles de
p1 — 1. Alors,

P2 u|p2
1 o

# = 2 Sn () (7 -1)
p1 v|p1 v

comme la matrice dans laquelle chaque ligne t;, avec ¢ = 1,...,m, représente une partition
admissible des classes de reste modulo n3, et 'entrée unique dans chaque ligne est le nombre de
classes de reste modulo ns affectées au i-iéme facteur

U, @n3n1‘72j, U2—|—n3n2‘~/1h, ou W.



Dans ce cas, le nombre de rythmes externes possibles B est le suivant :

K o\ ti O\ tiz tis
up-TE v < n .#v1> . ( n_ #VQ) . <"> ‘ <”3)
o Gem \TB 1 ng - p2 ng - p1- P2 t;

Exemple 3. Montrons combien de rythmes apériodiques B il existe étant donné n; = 2,ny =
3,n3 = 5,p1 = 2,pa = 3. Les vecteurs possibles ¢ pour Z,, sont 10 :

Le nombre total de rythmes apériodiques possibles B est donné par :

1 1 ti1 1 ti2 1 ti3
o 2, (6a) (5 (s) )
1801<i<10 5-2 5-3 5-2-3 t;

= 45360 + 77760 + 85536 + 72576
= 281232.

Ce nombre de canons est trois fois supérieur a ce qui était connu dans la littérature et a ensuite
été vérifié indépendamment grace a un algorithme exhaustif (voir Section [4.3)).



TABLE 1 — Nombre de rythmes de Vuza étendus pour les valeurs non-Hajos n < 216.

n ‘ p1 ‘ ny ‘ py | no | n3 ‘ L ‘ #K #A #B
YR S R
(elalz]elela] @ Jals]ofo] o« | oo o] o
’ 108 ‘ 2 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 3 ‘ 3 ‘ {0} ‘ 1 ‘ 3 ‘ 0 ’ 0 180 ‘ 0 ‘ 72 ‘ 0 ‘ 0
2| 23|52 {0} 1| 16 0 0 20 0 0 0 0
120
2| 2|5 ]3] 2 {0} 1 8 0 0 18 0 0 0 0
2 2 3 3 4 {0} 1 3 (0] 0 2808 1944 3888 0 (0]
2| 23| 3| a]| (0,1} 2 o | 312 | o 0 0 0 0 6
2| 23| 3| 4a]| (0,9} 2 0 0 12 0 0 0 0 6
144
2 2 3 3 4 {0, 2} 4 0 156 0 0 0 0 0 12
2 4 3 3 2 {0} 1 6 0 0 12 (0] 0 48 0
4 2 3 3 2 {0} 1 6 0 0 6 (0] 0 30 (0]
2 2 3 7 2 {0} 1 104 0 0 14 0 0 28 0
168
2 2 7 3 2 {0} 1 16 0 0 6 0 0 48 0
2|5 | 3] 3] 2 {0} 1 9 0 0 15 0 0 105 0
5 2 3 3 2 {0} 1 6 0 0 6 0 0 90 0
180 3 5 2 2 3 {0} 1 16 0 0 500 0 200 1100 0
5 3 2 2 3 {0} 1 8 0 0 252 0 72 1728 0
2 2 3 3 5 {0} 1 3 0 0 45360 77760 158112 0 0
‘ 200 ‘ 2 2 ‘ 5 ‘ 5 ‘ 2 ‘ {0} ‘ 1 ‘ 125 ‘ 0 ’ 0 10 ‘ 0 ‘ 0 ‘ 50 ‘ 0
2| a|3]|3]3 {0} 1 6 0 0 | 180 + 540 | 72 + 216 0 12672 0
2| 23| 3|6/ {0,3} 8 o | 156 | 0 0 0 0 0 180 + 540 + 72 + 216
2 2 3 3 6 {0, 1} 2 0 324 0 0 0 0 0 180 + 72
2 2 3 3 6 {0} 1 3 0 0 754272 2449440 | 5832000 0 0
216 2 2 3 3 6 {0, 1,2} 3 0 34992 0 0 0 0 (0] 6
2 2 3 3 6 {0, 2,4} @ 0 10935 0 0 0 0 (0] 6+ 12
2| 23|92 {0} 1 [729] o 0 6 + 12 0 0 54 0
2| 2|9 3] 2 {0} 1| 27 0 0 6 0 0 162 0
4 2 3 3 3! {0} 1 6 0 0 252 0 72 5940 0

Dans chaque colonne, seulement les rythmes qui peuvent étre engendrés par le théoréme correspondant, mais
pas par les précédents sont comptés. Les chiffres gris correspondent aux rythmes qui peuvent étre engendrés
également par le choix des paramétres de la ligne précédente. Lorsqu’il n’y a pas de colonne (par exemple, #A
pour le théoréme |3]) tous les rythmes possibles apparaissent déja dans les colonnes précédentes.



TABLE 2 — Nombre de rythmes de Vuza étendus pour les valeurs non-Hajés 240 < n < 280.

n ‘ P1 | m1 ‘ p2 | n2 | n3 ‘ L ‘ #K #A
Théoréme : 1| ‘ ‘ ‘ ‘

2|4 |3]| 5|2 {0} 1 32 0 0 20 0 0 20 + 160 0

2|2 |3]|5 | 4] {06} 4 0 0 588 0 0 0 0 20 + 20

2| 2| 3|5 ]| 4] {02} 4 0 7252 | 0 0 0 0 0 20 + 20

2 | 2| 3|5 | 4]{0,15}| 2 0 0 64 0 0 0 0 20

2|2 |3]|5 | 4] {0,3} 2 0 1176 | 0 0 0 0 0 20

2|2 |3| 5| 4] {01} 2 0 |14504| o 0 0 0 0 20

2| 2|3]|5 | 4 {0} 1 16 0 0 13000 9000 18000 94000 0

2|2 |5| 3] 4 {0} 1 8 0 0 6264 3240 5184 197856 0
240

2| 2|5 ]3| 4] {01} 2 0 4016 | © 0 0 0 0 18

2| 2|5 3| 4] {0,5) 2 0 0 112 0 0 0 0 18

2| 2|5 ]3| 4]{0,155]| 2 0 0 32 0 0 0 0 18

2| 2|5 | 3| 4] {02} 4 0 2008 | 0 0 0 0 0 12 + 24

2| 2|5 ]3| 4]{0,10}| 4 0 0 56 0 0 0 0 12 + 24

2| 4|5 ]3| 2 {0} 1 16 0 0 12 0 0 24 + 576 0

42|35 |2 {0} 1 32 0 0 10 0 0 290 0

4|2 |5]|3]2 {0} 1 16 0 0 6 0 0 102 0

2 | 7|3]|3]2 {0} 1 27 0 0 21 0 0 315 0

7|2 |3]|3]2 {0} 1 9 0 0 6 0 0 618 0
252 3 | 7|2 | 2| 3 {0} 1 104 0 0 980 0 392 5096 0

7| 3|2]|2]3 {0} 1 16 0 0 324 0 72 21312 0

2|2 |3]|3]|7 {0} 1 3 0 0 | 12830400 | 71383680 | 206126208 0 0

2 [ 2|3 [11]| 2 {0} 1 | 5368 0 0 22 0 0 88 0
264

2 | 2 |11]| 3| 2 {0} 1 40 0 0 6 0 0 552 0

3|13 |2]|5]3 {0} 1 9 0 0 1125 0 450 48825 0
270

3|13 |5 ]| 2] 3 {0} 1 6 0 0 288 0 72 48600 0

2 | 2|5 | 7|2 {0} 1 | 2232 0 0 14 0 0 112 0
280

22|75 |2 {0} 1 480 0 0 10 0 0 170 0

Dans chaque colonne, seulement les rythmes qui peuvent étre engendrés par le théoréme correspondant, mais
pas par les précédents sont comptés. Les chiffres gris correspondent aux rythmes qui peuvent étre engendrés
également par le choix des paramétres de la ligne précédente. Lorsqu’il n’y a pas de colonne (par exemple, #A
pour le théoréme |3]) tous les rythmes possibles apparaissent déja dans les colonnes précédentes.




4 Algorithmes pour énumérer les compléments apériodiques

Nous poursuivons en présentant deux nouveaux algorithmes (qui sont le fruit d’un travail
commun avec G. Auricchio, L. Ferrarini, S. Gualandi et L. Pernazza) pour la recherche exhaustive
de motifs de pavage (apériodiques), 'un en langage de programmation linéaire entier (le CS
Algorithm) et autre en codage SAT. Nous montrons comment ces modéles peuvent étre utilisés
pour définir un algorithme itératif qui, étant donné une période n, trouve tous les rythmes qui
tuilent avec un rythme donné A. Pour conclure, nous menons plusieurs expériences pour valider
Vefficacité temporelle des deux modéles (voir [4]).

Nous définissons deux types de contraintes :

1. les contraintes de pavage qui imposent la condition A @ B = Z,, et

2. les contraintes d’apériodicité qui imposent que le canon B soit apériodique.

4.1 Contraintes de pavage

Etant donné la période n et le rythme A, soit @ = [ag, .. ., a,_1]T son vecteur caractéristique,
c’est-a-dire a; = 1 si et seulement si ¢ € A. En utilisant le vecteur a nous définissons la matrice
circulante T € {0,1}™*™ du rythme A, c’est-a-dire que chaque colonne de T est le décalage
circulaire de la premiére colonne, qui correspond au vecteur a. Ainsi, la matrice T est égale &

ao ap—1 Gp—2 ... Q1
ay Qg Ap—1 ... Qg

T =
ap—1 Gp—2 0an-3 ... QG

Nous pouvons utiliser la matrice circulante T' pour imposer les conditions de pavage comme suit.
Introduisons un littéral x; pour ¢ = 0,...,n — 1, qui représente le vecteur caractéristique du
rythme de pavage B, soit z; = 1 si et seulement si ¢ € B. Ensuite, la condition de pavage peut
étre écrite avec la contrainte linéaire suivante :

D Tywi=1, Vji=0,...,n—1 (2)

i€{0,...,n—1}

Notez que 'ensemble de contraintes linéaires impose qu’exactement une variable (littérale)
dans l'ensemble {Z;,4i—; mod n}jea est égale & 1. Par conséquent, nous encodons cette condi-
tion sous la forme d’une contrainte Exactement-un, c’est-a-dire qu’exactement un littéral peut
prendre la valeur 1. La contrainte Exactement-un peut étre exprimée comme la conjonction des
deux contraintes Au-moins-un et Au-plus-un, pour lesquelles il existe un codage SAT stan-
dard (par exemple, voir [0} [16]). Par conséquent, les contraintes de pavage sont codées avec

I’ensemble de clauses suivant dépendant de ¢ =0,...,n—1:
\/ (xn—(j—i) mod n) /\ ("xn—(k—i) mod n vV T Tn—(I—i) mod n) . (3)
jeA k,leAk#1

4.2 Contraintes d’apériodicité

Au vu de Définition |2} s’il existe un b € B tel que (d +b) mod n # b, alors le canon B n’est
pas périodique modulo d.
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On formule les contraintes d’apériodicité en introduisant des variables auxiliaires yq i, 24,i,

ug; € {0, 1} pour tout diviseur premier d € D,, et pour tout entier i = 0,...,d — 1. On pose
n/d—1 n n/d—1
ug; =1 < Z Titkd = 7 |V Z Titkd = 0], (4)
k=0 k=0
pour tout d € D,,, i = 0,...,d — 1, avec la condition
d—1
Dlugi<d—1, VYdeD,. (5)
i=0

Comme pour [5], les contraintes (4]) peuvent étre linéarisées a I’aide de techniques de reformulation
standard comme suit :

n/d

0< Y wivra — oyas< = —1 VdeD,, i=0,....d—1, 6)
= d d
n/d n n

0< D (1= Tivha) — 245 <5 — 1 VdeD,, i=0,...,d—1, (7)
= d" = d

Ydi + 2di = Ud,i YdeD,, i=0,...,d—1. (8)

Notez que lorsque uq; = 1 exactement une des deux alternatives incompatibles dans le coté droit
de (4) est vraie, alors que chaque fois que ug; = 0 les deux contraintes ne sont pas vérifiées.
Corrélativement, la contrainte impose que les variables yq; et z4; ne puissent pas étre égales a
1 en méme temps. D’autre part, la contrainte impose qu’au moins une des variables auxiliaires
uq,; soit égale a 0.

Ensuite, nous encodons les conditions précédentes sous la forme d’une formule SAT. Pour
coder la clause Si-et-seulement-si, nous utilisons ’équivalence logique entre C; < Cs5 et
(—C1 v C2) A (C1 v —=C5). La clause C; est donnée directement par le littéral ug ;. La clause
Cy, exprimant le coté droit de , c’est-a-dire la contrainte que les variables doivent étre toutes
vraies ou toutes fausses, peut s’écrire

n/d n/d
Cy = /\ Titkd | Vv /\ Ziypa |, VdeD,.
k=0 k=0

Ensuite, la contrainte linéaire peut étre énoncée comme la formule SAT :

d—1
- (ud,o AUg1 A A Ud,(d—l)) = Ud,1, VYd e D,.

~
|
o

Enfin, nous exprimons les contraintes d’apériodicité en utilisant

d—1 d—1
N (=Ca v uai) A (Co v aai)] A \/ Eas, Vd € Dy. (9)
i=0 1=0

Notez que joindre , @7 avec une fonction objectif constante donne un modéle ILP complet,
qui peut &tre résolu avec un solveur ILP moderne tel que Gurobi pour énumérer tous les possibles
solutions. En méme temps, en joignant et @ dans une formule CNF unique, nous obtenons
notre codage SAT complet du probléme des compléments de pavage apériodiques.
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TABLE 3 — Compléments de pavage apériodiques pour les périodes n € {72,108, 120, 144, 168}.

temps d’exécution (s)

AN R I FOP | CSA| SAT | ILP #B
(72 ]2[2]3]3]2 1.59 | 010 [ <0.01 ] 0.03] 6
(18] 223373 896.06 | 784 0.09 ] 0.19] 252

ol 225372 24.16 027 002] 004 18

2 23|52 10.92 014 | 001 | 004| 20
4723372 82.53 293 002] 011 36
s | 2] 2] 3|3 ] 4| >108000 | >10800.00 | 1104 | 46.96 | 8640
2 2|3 |3]4 7.13 0.10 | <0.01 | 0.05 6
2 |4 ]3|3]2 80.04 094 | 0.02] 008 | 60
sl 2127372 461.53 1761 | 004 020] 54
223|712 46.11 091 | 0.02] 007 | 42

4.3 Reésultats de calcul

Tout d’abord, nous comparons les résultats obtenus en utilisant notre modéle ILP et 1’enco-
dage SAT avec les temps d’exécution de la Fill-Out Procédure (voir [14]) et de le CS Algorithme
(voir [B]). Nous utilisons les canons de périodes 72, 108, 120, 144 et 168 qui ont été entiérement
énumérés par Vuza [I8], Fripertinger [10], Amiot [2], Kolountzakis et Matolcsi [14]. Tableau
montre clairement que les deux nouvelles approches surpassent 1’état de ’art, et en particulier,
que SAT fournit la meilleure approche de solution.

Les nouveaux algorithmes ont également été utilisés pour étudier certaines classes de canons
de périodes n plus grandes (180,216, 240,900) qui étaient auparavant insolubles. En particulier,
nous avons terminé ’énumération des canons apériodiques de période 180. Il s’est avéré que les
canons apériodiques que nous obtenons a la fin de la recherche informatique sont exactement les
canons de Vuza étendus de période 180.
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