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Mathématiques/Musique...une histoire récente!

® 1999 : 4¢ Forum Diderot (Paris, Vienne, Lisbonne), Mathematics and Music
(G. Assayag, H.G. Feichtinger, J.F. Rodrigues, Springer, 2001)

e 2000-2001 : Séminaire MaMuPhi, Penser la musique avec les mathématiques ?
(Assayag, Mazzola, Nicolas éds., Coll. « M/S », Ircam/Delatour, 2006)

* 2000-2003 : International Seminar on MaMuTh (Perspectives in Mathematical
and Computational Music Theory (Mazzola, Noll, Luis-Puebla eds, epOs, 2004)

* 2003 : The Topos of Music (G. Mazzola et al.)

e 2003: Music and Mathematics. From Pythagoras to Fractals (J. Fauvel et al.)

* 2001 - 2011 : Séminaire MaMuX de I’Ircam

e 2004 - 2011 : Séminaire mamuphi (Ens/Ircam)

* 2006 : Mathematical Theory of Music (F. Jedrzejewski), Coll. « M/S »

® 2007 : La vérité du beau dans la musique (G Mazzola), Coll. « Musique/Sciences »

* 2007 : Journal of Mathematics and Music (Taylor & Francis) et MCM 2007

® 2007: Music. A Mathematical Offering (Dave Benson), CUP

* 2008: Music Theory and Mathematics (Jack Douthett et al.), URP

* 2009 : Computational Music Science Series (Springer)

* 2009 : MCM 2009 (Yale) et Proceedings chez Springer

* 2010 : Mathematics Subject Classification : 00A65 Mathematics and music

e 2011 : Conférence de la SMCM (Ircam, 15-17 juin 2011)
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De Pythagore... a la théorie des groupes

Physique

* in cents, confrontati con la scala temperata




Musique et mathématiques : deux destinées paralleles
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Double mouvement d’une dynamique mathémusicale

MATHEMATIQUES
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MUSIQUE

[Cf. M. Andreatta : Mathematica est exercitium musicae, HDR, octobre 2010]



Double mouvement d’une dynamique mathémusicale
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Un survol sur six problemes mathémusicaux
[Cf. M. Andreatta : Mathematica est exercitium musicae, HDR, octobre 2010]

1. La construction des canons rythmiques mosaiques L —
2. La relation Z et la théorie des ensembles homométriques \— (=]
3. La Set Theory et la théorie transformationnelle .
4. Les théories diatoniques et les ME-sets | ;
S. Suites périodiques et calcul de différences finies — —
6. La théorie des block-designs en composition algorithmique
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1. La construction des canons rythmiques mosaiques

* Conjecture de Minkowski
* Solution de Hajos
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1. La construction des canons rythmiques mosaiques

(133611496513 20) * Modele computationnel
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2. La relation Z et la théorie de ’homomeétrie
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* Reconstruction de la phase
* Relation Zk
* Modéle computationnel
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3. La Set Theory et 1a théorie transformationnelle
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* Classification paradigmatique
(extension a la microtonalité)
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3. La Set Theory et 1a théorie transformationnelle

* Formalisation catégorielle

do mi, mi, sol, sol, L la la L do
L TM, | [1, T-,M,J L TM, ]n, T,M.,{ * Isographies fortes dans un K-net
ré mi si ré, la, ——— si, fa sol
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3. La Set Theory et 1a théorie transformationnelle

* Classification paradigmatique des
structures microtonales
e Calcul des modes de Messiaen
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4. Les théories diatoniques et les ME-sets
n fA « t = Z e—2i1rkt/c

—,‘ l ‘ ' CHORD) — | ° DFT keA

jz-%m 7+ Cloche diatonique

g é ciegsiegetsints o#e 3o = o (Classification non-
O ) T s o+ e . Dparadigmatique
: 3 (94 5] Asprox 3 .

t’:u SO0 200 200 400 500 400 700 208 20 :.‘) D013 001 7.00: 30014 00350016 0037 00580019 007D 0023 0022 00000

formalisation

V Unes :
 Gria .. Sphne preview Pracision (decomals) | 2
|
eSS A A F P R ' MUSIQUE &
fEt 1 composton |
e B |

& '?I i
mmuss s conservatoire
“w.g;;' de lausanne
il



5. Suites périodiques et calcul de différences finies
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6. Block-designs et composition algorithmique

* Représentations géométriques
* Chemins et cycles hamiltoniens

généralisation
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Plan du cours

1.) Rappel historique

2.) Représentation/formalisation et énumération/classification des structures musicales
3.) Set Theory, théories transformationnelles, diatoniques et néo-riemanniennes (+ Z-relation, ME-sets, ...
4.) Pavages en composition : la construction des canons rythmiques mosaiques

5.) Aspects computationnels (implémentation en Openmusic)

6.) Ramifications philosophiques et cognitives de 1’approche algébrique en musique
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Quelques notions algébriques de base

1.) Représentation/formalisation et énumération/classification des structures musicales

e Relation d’équivalence

e Définition de groupe
— Groupe cyclique Z/nZ. d’ordre n
— Groupe diédral D,, d’ordre 2n
— Groupe affine Aff, d’ordre @(n)n
— Groupe symétrique S, d’ordre n!
— Groupe de Klein
e Action d’un groupe sur un ensemble
— Action transitive et simplément transitive

— Stabilisateur d’un élément (d’un ensemble)

e Factorisation d’un groupe




Réduction a ’octave et congruence modulo 12

.0 O

dodo# re re#mi fa fa# solsol#la la# si do do# re
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Réduction a 1’octave et congruence modulo 12

dodo# re re#mi fa fa# solsol#la la# si do do# re 12

(@ WAL,

6666666666660
0 1 2 345 6 7 8 91011 12

9 () sol# re ()3



Réduction a ’octave et congruence modulo 12
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- Do,
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Congruence modulo 12 et structure de groupe

~=" Do

= Do,

012 3 45 6 7 8 91011 12

Structure de groupe

- Cloture

- Existence de I’élément neutre
- Existence de ’inverse

- Associativité




Un peu d’historre. ..

Camille Durutte:

. ' | w - § . ; "
' » "y . g r T lannn i L o o r r \ o
o« /? flenetrie gEmmmest weE L | e Technie, ou lois générales du systéme harmonique
4 ¢’ ‘//.'.p,-“(%} )
) | (1855)

EST HE‘"QUE MUSICALE 4 * Résumé élémentaire de la Technie harmonique, et

complément de cette Technie (1876)
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Un peu d’histoire...
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* Technie, ou lois générales du systeme harmonique
(1855)
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Un peu d’histoire...
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* Technie, ou lois générales du systeme harmonique
(1855)
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La cloche diatonique centrée autour du ré (P. Audétat & co.)

http://www.cloche-diatonique.ch/
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Approches géométriques : d’Euler au Tonnetz
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Euler : Speculum musicum, 1773
Hugo Riemann : « Ideen zu einer Lehre
von den Tonvorstellung », 1914

Douthett & Steinbach,
JMT, 1998 ‘. %y o !

A 4
A 4

J. Hook, « Exploring Musical Space »,
Science, 2006
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Procédées algorithmiques en musique tonale
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Extract of the 2" movement of the Symphony No. 9
(L. van Beethoven)
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Louis Bigo, Ongoing PhD on Spatial Computing, Ircam / Universiteé Paris 12 ‘



Extract of the 2" movement of the Symphony No. 9
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Extract of the 2" movement of the Symphony No. 9
(L. van Beethoven)




Extract of the 2" movement of the Symphony No. 9
(L. van Beethoven)




Analyse neo-riemannienne et programmation spatiale
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Cycles dans le réseau hexagonal

(Neo-)Riemannian Operation P = , Parallel* [NOHO4]

S~ Minor triad

\
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~ Mod-12 pixh class
number (C = Q)

[J. Hook 06]



Recherche des cycles hamiltoniens dans LPR
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G. Albini, Modelli matematici per ’analisi e la composizione
musicale. Uno studio sul Tonnetz e sulle teorie neo-

riemanniane, Tesi di Laurea, Universita di Pavia, 2007-2008.




Recherche des cycles hamiltoniens dans LPR
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Equivalence algébrique entre représentations géométriques

---> Do,
-=-> Do,
1

---> Do,
|

|
v

Do
U

ERGC TS
e % ;
5 9. 1 5 |
11 |7*—11
2 10 l

Ré#,

Dof, Faf,
|

oo , | ! .-
! i M, i i ! Ly
! © Ré#, | : : Sol#, !
'R, | | Sol !
Do#, ! ' Faf, 5 Siy
! | l:ul H ! ! h L‘d#o
o Migopob o Ly
b R L Solt, |
DRG] Sol,
Do#, ! ; Faf,
| ' a,
| Mi,

Ré#o ! !
AT S A A A A
v v v Vv % v v vV v

Do# Ré Ré# Mi Fa Fa# Sol Sol# La La# Si

L I A I

O [m @ @ @ 61 owe o[ B 9 [op (i)

Représentation toroidale

1,=73x1,

=~ Do,

~~~ Fa#,

(4,3,5)

ﬁ

Représentation circulaire
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Représentation circulaire et structure intervallique

: i 3 46 —r s ﬁ 34
. : %ﬁ:ﬁ” 3>35 Vs

4 ® e)
435 354 543
/v 4 / 3 5
S 3 4 3 4
far, = A S W 5 R~
(4,3,) Renversements = permutations circulaires de la
structure intervallique
A ,,,0"' > N
= y
% - [ 4 ” - * i} = “"



Transformations géométriques : la transposition

s {002 45 79 1O e
\#L‘I Fl 2 [ J et i I,"/ .b
) = ¥ 2 / ,'.
VYR )
2 21 2 2 2 |1 P
-
V T,(x)=7+x (mod 12) 0=210°
7
% ; he—e

VYVYVYy

Equivalence modulo la transposition A R



Transformations géométriques : I’inversion

. 0 2 45 7 9 11 (0)}
3 /L)
) - » \ '

yyvyyyv \_|

I(x)= -x (mod 12)

V

f — {‘ ‘ II:

) v vv v v v v \'\\
1 2 2 1 2

Equivalence modulo
[’inversion




La Set Theory: équivalence modulo transposition/inversion

L D

) L 9 3 9 3
| & 1}, s
9 ‘ ...... » 9 ]
lll
b

[0, 5,9, 11} . {11, 6,3, 0}




[’analyse formalisé€e ou les entit€s formelles en musique
André Riotte e Marcel Mesnage

A. Schoenberg : Klavierstiick Op. 33a, 1929
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[’analyse formalisée ou les entit€s formelles en musique ::
L André Riotte & Marcel Mesnage F‘ s

A. Schoenberg : Klavierstiick Op. 33a, 1929

#‘—Lﬁ ? T, AIF;-:

FORMALISMES
ET MODELES

= i
T , Y 5 R ! .
0-551 9-4233 8-6231 i 11-6132 04332 33511
(1256) (232456) (123456 : (123456) (23456) (125a)
I frg 1T ] T I
= o T3




Sérialisme et combinatorialité des hexacordes

Schoenberg: Suite Op.25, Minuetto
: eé FE—P
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e
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Exercice : retrouver les symétries dans une série (I)

Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5

él b“”‘fipi-

e



Exercice : retrouver les symétries dans une série (I)
Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5

§L —h“”\fipb

e

{9,10,0 {3.,4,6} {5,7,8 {11,1,2}

2 T

e ol R ol e 7
~ rd ~ rd ~ rd -
N 4 A 4 \\ //
I| 'l \.
A

I\ ,l

\,| ',/ \\. ',/
\ { \ S {
| | | | b <
12 * + 12 } 12 * + 12
n | | RS
\ ’,f \‘ \-. ’,f \‘ ‘,
. / \ ‘ / \ )
~ g / \ ~ g / \ ~ g / \ ~ g
g <t N S g/_\ = o o

e ——— e ———

(1,2,9) (1,2,9) 2,1,9) 2,1,9)



Exercice : retrouver les symétries dans une série

Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5
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Exercice : retrouver les symétries dans une série

Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5

%Libtﬁ"'.fipb]‘
b

9,10,0,3,4,6} 5,7,8,11,1,2
¥ G \\\ //"'f = .

(3,1,2,3,1,2) 2,1,3,2,1,3)



“Combinatorialit€” et symétrie par transposition
Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5

%tj‘f$tk..i}#

A l Voo
A=1{9,10, 0, 3, 4, 6 {5, 7, 8, I, 2} =A’
\ T6{9,10,0,3,4,6}=

={6+9,6+10,6,6+3,6+4,6+6}=
_._\/ ={3,4,6,9,10,0}
'I',/’ | \\\“ "//’ N \ |
fr 1 (TeA (/o /]
‘--\‘.‘ " --',-" 111 — Tll I N < P

Sy
\

(3,1,2,3,1,2) 2,1,3,2,1,3)



Vers une formalisation algébrique du systeme dodécaphonique

te e o
=

0
) ' ~J = o
Série originelle

IMF'*#’T?

Inversion
R '\I:‘u = 2 = = #’/ o T 4
N Rétrogradation
n
IR _éz - *'V‘_‘ﬁ_"_c '7“.
O o . T e T, 2 ! 2

Rétrogradation inverse

Le systeme dodecaphonique est « un ensemble d’éléments, relations entre les
elements et operations sur les eléments. [...] Une vraie mathématisation aurait
besoin d’une formulation et d’une présentation dictées par le fait que le systeme
dodécaphonique est un groupe de permutations qui est faconné [shaped] par la
structure de ce modele mathématique »

M. Babbitt: The function of Set Structure in the Twelve-Tone System, PhD (1946/1992)



Théoreme de ’hexacorde (ou théoreme de Babbitt)

(Wilcox, Ralph Fox (?7), Chemillier, Lewin, Mazzola, Schaub, ..., Amiot [2006])

IV(A)=1[4,3,2,3,2,1]1=14,3,2,3,2,1 ] =1V(A’)

Un hexacorde et son complementaire ont le
méme vecteur d’intervalles




Opérations dodécaphoniques et structures algébriques

: = = - e = -
d S | R R
L& Shrke dlarigiue 7~ | Structure de groupe
£ [-ﬁ..-.-,.» v % S |6\ R RI  Cloture
Inversion J N
R e 5 | | NS Rl R J - Existence de I’élément neutre
C [ Rétrogradaton | N - Existence de I’inverse
IR & o vy PP e R R RI ‘S _l_ - Associativité
| Rétrogradation inverse Rl Rl R ‘ I S
' 7
>

R"Q’ ! ':,;f.‘/,S

L A =3

IR”

).'oo’

|
1
Iannis Xenakis, Formalized Music, 1992 l

Felix Klein




Opérations dodécaphonique (selon Babbitt)

A P’#’So.'—

S P "_ -
)

S: (a,b) — (a,b)

00 (1,49 Q2 35 G1 B33 611 7.7 .9 (¥6 10,100 11,8

é’ I: (a,b)—
I ——— = ° * P + # (q12-hmod12)

0,0 (a8 (210 37 (411 58y (B,1 (75 (B3 (96 (10,2 (11,4

——=® . —a —
é = = *—#* 2 R:(ab)—(I1-a,b)

02 (1,100 286 (39 47 G111 B3 &,1) ;.5 (¥2 (104 1,0

& 4 ——
IR \J #’ s 3’ L - #._ h #‘ = *

(04 (12) (26) 33 @45 G1) B9 711 B|B7) (V100 (108 (11,0)

IR:(a,b) = (11-a, b mod.12) RI:(a,b) — (a, 12-b mod.12)
" (11-a, 12-b mod.12) " (11-a, 12-b mod.12)



Vers 1I’émergence de la notion de groupe en musique
Ernst Krenek et I’approche axiomatique en musique

» The Relativity of Scientific Systems Ernst Krenek - Uber
 The Significance of Axioms Neue Musik, 1937

. . . (Engl. Transl. Music
* Axioms in music here and now, 1939)
* Musical Theory and Musical Practice

Physicists and mathematicians are far in advance of musicians in realizing that
their respective sciences do not serve to establish a concept of the universe
conforming to an objectively existent nature

O RI R I
| . I 1 ] |
} i)nblo " ho_"OE
. { P N HQ' gQI I I [ALS ]
o Ya . O |
v e T ‘1‘.""

As the study of axioms eliminates the idea that
axioms are something absolute, conceiving
them instead as free propositions of the
human mind, just so would this musical
theory free us from the concept of major/minor

tonality [...] as an irrevocable law of nature.




L’approche axiomatique en mathématique
David Hilbert: les fondements axiomatiques de la géométrie et le rdle de [’intuition

’

geometry [...] only needs few simple Y iz
principles. These principles are called the .
axioms of the geometry. [...] This study
(of the axioms) goes back to the logical
analysis of our spatial intuition

(Grundlage der Geometrie, 1899).

4

In order to be constructed in a right way, //’ .

1y

4
\ |

\
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-

At the moment there are two tendencies in mathematics. From
one side, the tendency toward abstraction aims at ‘cristallizing’
the logical relations inside of a study object and at organizing
this material in a systematic way. But there is also a tendency
towards the intuitive understanding which aims at

understanding the concret meaning of their relations
(Anschauliche Geometrie, 1932)




Les groupes comme “paradigmes”

ao

3 _$.< do# s X oor
> \ \._\ g ;_\
la# f \ \y® Iut,L
— e [ i VAR n g A
Av— la( / \ cmo o~ a{ \ ’;.nfd
. \ / S c— \ - /
» J \ \ ~ s
suly b ¥ .«-"’7"/ 8 Wy ‘~_."’ o~ / ]
.‘-' 2 3 /’
g e = g e =
fné ‘ad
4N Q.3 = @710
L
6

MTITT11111]

Groupe cyclique 2 [/ )
- ()
, ]

—-‘.L/—“—‘L—w (2321 4)

N

4
s2e (4 /2 % <
« / mGroupe dihédral

.~ .~

(12324)

sssss

. - . e ¥
t T2 " ?
D

- -

(r22234)

c"“f'c )
(1120

v | i M OGN
i | \
g | | E W A
| - - ) \ i \\

Relation d’équivalence:
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Classes d’équivalence d’accords et groupes de transformations
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Classification paradigmatique des structures musicales

P 1 r : 1
I o 1 (n=1)/2 . '
1 n 1 : + | 9. (k) + )] if n is odd, I
| # of k-chords = ; Y ¢(y )(kjj) = ;@,(k)i i 2n | "\ (k2 |
: JKn, k) J : | # of k-chords = L O,(k)+n("/2)] if n is even and k is even, |
S - ! 2n| k/2 :
v @ N* — N \\ i L . (k) + (("/2)_1)], if n is even and k is odd. |
n +—— card({m € N* | m <n et m premier avec n}) \ i (27| [k/2] :
\, D o o o e e e
ASARGARRARA. R T D T E e S S I T E e o " //7
Zalewskl / Vieru / Halsey & Hewitt JPt aad
é x Groupe cyclique = Forte/ Rahn
onmecessi T Carter Morrls / Mazzola
{ ’IA" ; .........................................
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$ 7 ¢ L Groupe diédral : LA -
ke o a6, oo | to1ss i
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Architecture paradigmatique Groupe affine

* D. Halsey & E. Hewitt: « Eine gruppentheoretische Methode in der Musik-theorie », Jahresber. Der Dt. Math.-Vereinigung, 80, 1978.
* D. Reiner: «<Enumeration in Music Theory», Amer. Math. Month. 92:51-54, 1985

* R.C. Read: « Combinatorial problems in the theory of music », Discrete Math., 1997

* H. Fripertinger: « Enumeration of mosaics », Discrete Math., 1999




Classification paradigmatique des structures musicales
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Enumeration des orbites par rapport a 1’action d’un groupe

Lemme de Burnside
1
——J— a|.
n Gl Z |X9)

geG@

X8 = {xEX: gx=x}

IR:
o

?
——> Trouver le nombre de configurations possibles



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

XY
o $0°

Lemme de Burnside

= |C1;_|Z | X9]. ,f‘/
9€@ O ‘ ‘ Action de Z/4Z
X¢ = {xEX : gx=x} T, = 1dentite
T, = rotation de 90°
Q T, = rotation de 180°

- - T, = rotati 270°
Configurations possibles = 3% = 81 3 = rotation de 270

T, fixe toute configuration => | X7, | =81

T, fixe toute configuration monochromes => | X7, |=3

T, idem e
T, fixe toute configuration «double-diameétre » => | X7\ |= 32 =9 O | O

> n=1/4(81+3+3+9) =24



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

Lemme de Burnside ‘
n= =3 X9 oo
P> © @ O oy
Xe = (xEX : gx=x) Action de Z,, =
Transformation Action Cycle repres  No. of Fixed Cyole Cycle
sentation cycles configs, hpe Index
To 00, 11,252,353 (OX1X2X3) ! 3= 8] 1 n
I, 0—=1—-2—3—0 (0123) 1 3 =3 i s’
T 020, 131 (02X1 3) 2 =9 2 r
I 0—3—=2—1-20 03i21) ! 3 =3 4 A

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on

Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007

n=1/4 (81+3+3+9) =24




Lemme de Burnside \}/,/'?““\}\,\'
n= @g; 1X9]. ‘ ‘ Q fx*’
. ™ [ A
X2 = {xEX : gx=x) Action de D, ©
Transformation Action Cycle repre-  No. of Fixed Cyole Cyele
sentation cycles configs. hpe Index
To 0—0, 151,232,353 (ON1)2X%3) 4 3'=38) 1t n
I; 01230 (0123) 1 3'=3 ¢ s
Ts 020, | =31 (02)1 3) 2 =9 2 s
T 032150 0321) ! 3'=3 4 A
! 0—0, 1 —3—1, 22 (0X1 3%2) 3 3 =27 192 fers)
I 010, 2332 (012 3) 2 3= 2! s’
T 0=s2es0, 1 =21, 323 (0 2X(1%3) 3 3 =27 172 NS
I 0—3—0, 1321 (0 3)12) 2 3= 2* n

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007

n = 1/8 (81+3+3+9+27+9+27+9) = 168/8=21



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

Lemme de Burnside
1
= — CAR
n Gl Z | X8|

ge@

X8 = {xEX: gx=x}

. . O ™ .A-‘. ---n-.\
/ \
/ \
/ N\
/ \
! :“ \l
,
— ‘ —— ’
-~ . ’ \ /
- ’ \ /
g vV s /
I ¥ \ /
1 . \ /
’ \ /
1 ’ ~ —
| ’

@,: ___________ ‘ Action de D4

S ) T,=id T, = inversion
‘ \‘;r{\ T, =rot 90° T\I = 1inv.
S g T,=rot 180° T,/ =inv.
: T; = rot 270° 151 = 1nv.




Lemme de Burnside
1
e a.
n Gl Z |X9)

geq@

X8 = {xEX: gx=x}

Group
_(:l_t:mut_xt
Identity

T. T T. 7!
T.’. Tll)

TS, T9

TS T¢
Th

@ — 9

— -
SO0 ON

N
o r

OO OC

A

=T
495

0
0
K
0

15

5 6
792 924
0 0
0 2
0 0
(0 6
0 20

size of subset

Action de Z,,,

. 8
792 495
0 0
0 0
0 3
0 0
0 15

(Benson, p. 348)

o)c_
-

c:.--ooc:;xu:»i

10 11 12
66 12 1|
0 0 1
0 0 1
0 0 1
0 0 1
6 0 1

> #accords de 3 notes = 1/12 (220 + 4-2) = 228/12 = 19




Enumération d’accords par rapport a I’action d’un groupe

e
Lemme clle Burnside /- , \
n=— | X9 A \‘
IG’IgezG 4, \
X8 = {xEX: gx=x} \ f Action de D12
\ /
\\ /’
e e
e (Benson, p. 348)
Group | ) _ sizeofsubset |
clement 01 2 4 4 5 6 ¢ 8 0 1011 124
Identity 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
TTTTR - 0 0 '8 O O: 90 6 0 0 0 0 1
Te. T 1 0 0 0. 0 O 2 O O O0 O0 O 1
TS, T? 1 0 0 0 3 0 O O 3 0 o0 0 1
™ 7% 10 0 B B O 6 O 0 4 0 0. 1
TS 1 0 6 0 15 0 2 0 15 0 6 0 1
T2m] 1 2 6 10 15 20 20 20 15 10 6 2 1
Tam+i] 1 0 6 0 15 0 20 0 15 0 6 0 1

) #accords de 3 notes = 1/24 (220 + 42 + 10-6) = 288/24 = 12



Enumération d’accords par rapport a I’action du groupe dihédrale

Transformation Cycle representation No.of  Fixed Cycle Cyele
cycles configs. npe index
To (OX 1B HANSHENTHENINANB) 12 2 =g006 IF PR
I, (0123456789AB) 1 2'=2 12! Iys!
I's (02468AN135798B) 2 2=y 6 fe
h (0369X147AN258B) 3 g 4 r Lemme de Burnside
Ty (0481 S9)N26 AN3TB) 4 =16 3 A 1
I (0SA3816B4927) 1 2'=2 12! hs! n=mZIX’I-
Ts (0 6X1 TH2 8)3 9K4 AXS B) 6 2*= 2* n' P
Iy (07294B6183AY%) ! 2:"2_ 'f’ "il Xé = {x&€X : gx=x}
Ty (OSANIOSN2AGHIBT) 1 2'= 16 3 f
T (0963NIATAN2BES) 3 =3 ¥’ 7
T (DAS642X1IB97513) - o'=4 6 te .
Ty OBAOST654321) | 2w 2 12! s Action de D12
I (0X1 BX2 AX3 9)(4 8)S TH6) 7 2"= 128 142° ety
T (O 1X2 BN3 ANA49)S 8)6 7) 6 =64 2* gs?
574 (0 2X1)3 BX4 ANS 9X6 8X7) 7 2"=128 1°2° n'n’ (HOOk’ MTO)
Tl (0 3X1 2X4 BXS ANG69XT7 8) 6 2% = 64 2° 1,
Td (0 4)1 3)2NS B)6 AXN7 9INS) 7 2"= 128 1°2 1ty
Td (0SK14XN23)6BXT AXS9) 6 2%= 64 2 f'
Td (0 6X1 SX2 4)(3X7 B)S AX9) 7 2'=]28 12? ne’
Tal (0 TK16M2 53 ANS BY9 A) 6 2*=64 2 1t
Ty (0 8)1 TH2 6)(3 SK4XO BXA) 7 27w 128 142 1
Tl (09X) X2 7)3 6X4 SXA B) 2%= 64 2 1°
Tiof (0 AX1 9K2 8)3 THA 6)SXB) 7 2"=128 132 e
Tl (0 B) 1 AN29)(3 8)4 X5 6) 6 2 = 64 , 1’

PR #daccords=1/ 12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352
Pl | # d’accords = 1/24[4224+1152] = 224



Enumération d’accords et dans un systeme tempéré

' Reiner, 1985
B # of keords =1 T 4()){ 7] = 30.(0) (Reiner, 1985)
R ikn, k) k/j] n
-
1 (n—-1)/2 L.
zh°'(k)+" (k/2] , ifnisodd,
# of k-chord —l-'Q(k)+n("/2) if n is even and k is even
of k-chords = { 7|, (k) +n{ /)|, -
[ ((n/2) -1 - :
& 5 if and k is odd.
| 2n {o'(k)”\ [k/2) if n is even 1S
G\k |12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ciz 1 6 19 43 66 80 66 43 19 6 1 1
D, |16 1220 38 50 38 20 12 6 1 1 o
Aff(Zi) |15 9 21 25 34 25 21 9 5 1 1  (Fripertinger, 1992)

* D. Halsey & E. Hewitt: « Eine gruppentheoretische Methode in der Musik-theorie », Jahresber. Der Dt. Math.-Vereinigung, 80, 1978.

* D. Reiner: «kEnumeration in Music Theory», Amer. Math. Month. 92:51-54, 1985

» H. Fripertinger: «<Enumeration in Musical Theory», Beitrdge zur Elektr. Musik,1,1992

* R.C. Read: « Combinatorial problems in the theory of music », Discrete Math., 1997

* H. Fripertinger: « Enumeration of mosaics », Discrete Math., 1999

* H. Fripertinger: « Enumeration of non-isomorphic canons », Tatra Mt. Math. Publ., 2001

* M. Broué : « Les tonalités musicales vues par un mathématicien », Le temps des savoirs, Revue de I'Institut Universitaire de France, 2002
* David J. Hunter & Paul T. von Hippel : « How Rare Is Symmetry in Musical 12-Tone Rows? », The American Mathematical Monthly, Vol.
110, No. 2., Feb., 2003

* H. Fripertinger: « Tiling problems in music theory », in Perspectives in Mathematical and Computational Music Theory (Mazzola, Noll,
Puebla ed., Epos, 2004)

* Rachel W. Hall & P. Klingsberg: « Asymmetric Rhythms, Tiling Canons, and Burnside’s Lemma », Bridge Proceedings, 2004




Catalogue des pitch-class sets d’ Allen Forte (1973)

complémentaire
name pcs vector name pcs vector
5-30 0,1,4,6,8 121321 7-30 0,1,2,4,6,8,9 | 343542
5-31 0,1,3,6,9 114112 7-31 0,1,3,4,6,7,9 | 336333
5-32 0,1,4,6,9 113221 7-32 0,1,3,4,6,8,9 335442
5-33(12) | 0,2,4,6,8 040402 7-33 0,1,2,4,6,8,10 | 262623
5-34(12) | 0,2,4,6,9 032221 7-34 0,1,3,4,6,8,10 | 254442
5-35(12) | 0,2,4,7,9 032140 7-35 0,1,3,5,6,8,10 | 254361
15-236 0,1,2,4,7 222121 | 17-236 0,1,2,3,5,6,8 444342 |-

- 5-237(12)| 0,3,4,5,8 212320 - | 7-237 0,1,3,4,5,7,8 | 434541 -
5-7238 0,1,2,5,8 212221 - 7-238 0,1,2,4,5,7,8 | 434442
6-1(12) | 0,1,2,3,4,5 543210 |
£ N12246 4437211
5-7236 0,1,2,4,7 222121 7-236 0,1,2,3,5,6,8 444342
6-24(12) |, 0,1,2,4,5,6 4372321 6-431(12) 0,1,2,3,4,8

6-5 0,1,2,3,6,7 422232
6-26(12) | 0,1,2,5,6,7 421242 6-238(12)| 0,1,2,3,7,8
6-7(6) 0,1,2,6,7,8 420243
6-8(12) | 0,2,3,4,5,7 343230
6-9 0,1,2,3,5,7 342231
6-Z10 0,1,3,4,5,7 333321 6-Z39 0,2,3,4,5,8
6-Z11 0,1,2,4,5,7 333231 6-Z40 0,1,2,3,5,8
6-Z12 0,1,2,4,6,7 332232 6-241 0,1,2,3,6,8
6-Z213(12)| 0,1,3,4,6,7 324222 6-Z242(12) 0,1,2,3,6,9




Vecteur d’intervalles et relation Z

5-30 0,1,4,6,8 121321
5-31 0,1,3,6,9 114112
5-32 0,1,4,6,9 113221
5-33(12) 0,2,4,6,8 040402
5-34(12)  0,2,4,6,9 032221
5-35(12)  0,2,4,7.9 032140
/15-236 0,1.2,4,7 222121 .
© 5-Z37(12) 0,3,4,5,8 212320 °

5-738 0,1,2,5,8 212221

: 6-1(12)  0,1,2,3,4,5 543210 __

£.9 N1234 64 443211

5-736 0,1,2,4,7 222121
6-24(12) 0,1,2,4,5,6 432321 5
6-5 0,1,2,3,6,7 422232 |
6-26(12) 0,1,2,5,6,7 421242 |
6-7(6) 0,1,2,6,7,8 420243 |
6-8(12)  0,2,3,4,5,7 343230 ]
6-9 0,1,2,3,5,7 342231
6-210 0,1,3,4,5,7 333321
6-211 0,1,2,4,5,7 333231
6-212 0,1,2,4,6,7 332232
6-213(12) 0,1,3,4,6,7 324222

7-30
7-31
7-32
7-33
7-34
7-35
7-236
7-237
7-238

6-236
6-237(12)

6-238(12)

6-239
6-240
6-241
6-242(12)

0,1,2,4,6,8,9
0,1,3,4,6,7,9
0,1,3,4,6,8,9
0,1,2,4,6,8,10
0,1,3,4,6,8,10
0,1,3,5,6,8,10
0,1,2,3,5,6,8
0,1,3,4,5,7,8
0,1,2,4,5,7,8

0,1,2,34,7
0,1,2,3,4,8

0,1,2,3,7,8

0,2,3,4,5,8
0,1,2,3,5,8
0,1,2,3,6,8
0,1,2,3,6,9

343542
336333
335442
262623
254442
254361
444342
434541
434442




Contenu intervallique, Z-relations et homométrie

Le contenu intervallique est €équivalent a un produit de convolution de
fonctions caractéristiques (Lewin, JMT, 1958)

ICA(/{?) — (]-A * l_A)(k)

ci: 11 .
(0,1,4,6) (0.1.3.7) ci: 0
0
H : ci: 9
¢ B C 9/ 3 |ci:5
,.—'6%.__. ] | J.\‘ k. .
; 6
‘_,.’ | ‘~_. o A={0,5,9,11}= IC,(k)=1Vk
B={0,1,4,6}
C={0,1,3,7}

= [Cy(k)=IC . (k)=IC,(k)=1V k

Mandereau J., D. Ghisi, E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon, (2011a), « Z-relation and homometry in musical distributions »,
Journal of Mathematics and Music, vol. 5, n° 2, p. 83-98



Approche transtormationnelle et théorie de ’homométrie

Le contenu intervallique est €équivalent a un produit de convolution de
fonctions caractéristiques (Lewin, JMT, 1958)

ci: 11 ci: 0

ICA(k) = (14 * 1_A)(k) O
14 % 13([6) — Z ]_1( % 1B i —k Z 1 ci: 9

z icA

7 s 9/ 3 |ci:5

Flla*1p)=F(1s) X ]—"(13)
fA = Z e—2i7rkt/c ¢
keA A={0,5,9,11} = IC,(k)=1Vk

F(ICa)=FaxF-a=|Fal° 3 Reconstruction de la phase

Vk F(ICz\A)(K) = f(ICA)(k)I > Théoréme de I’hexacorde

Mandereau J, D. Ghisi, E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon (2011b), « Discrete phase retrieval in musical
structures », Journal of Mathematics and Music, vol. 5,n° 2, p. 99-116



Maximally-Even Sets (ME—sets)

(en collaboration avec Emmanuel Amiot)

sol

Gamme diatonique:
{Oa 2,4,5 7 9, IO}
(Gamme pentatonique:

{Ia 3, 6, 87 11}
L
fourier(set, t) := ) e?mkt/12
1 keset

[Fa(5) I=1+1+1+1+1=5
. . En général, | Fa(t) |= #A

Definition (Amiot, 2005 ) A set A with cardinality 4 given equal tempered space
Z. is maximally even if | F4(d) | 2 | Fp(d) | for all subsets B of cardinality & in Z.

where FseL(L) . Z GZstkt/lZ
kEset




Nouvelle classification des structures musicales a 1’aide de la DFT

Fa:t Z e—2i1rkt/c

heA

aPF x 9.

e 2 Pt L Ly E

L __..--_..---“"" :
'._.
!”-
.3-4

L 100 200 300 400 00 A00 P00 MO0 H40 WO 1ox

4 Unes " Sphre preview .




Classification des structures microtonales a 1’aide de la DFT

NONA >

Systeme en tiers de ton

nnn CHORD-SEQL
MO0 NG | Cwomo-seQ

, (DN CHORD-SEQ1
| BPF x Ww
i L A0 | D OO M-CRAE cHORD-SEQ Selecton: CHORD

Systeme en quarts de ton
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Elliott Carter: 90+ (1994)

« From about 1990, I have reduced my vocabulary of chords more and
more to the six note chord n° 35 and the four note chords n° 18 and 23,
which encompass all the intervals » (Harmony Book, 2002, p. iX)

@ pcset vector name
____________________________ [(012478) — [322332] | 6-Z17

e ¢ o All-triad hexachord
181 [4 & Vb 1 (014 6) > [111111] |— > 4-715
3| | fe 3] — »1(0137) > [111111] — »1 4-729




Elliott Carter: 90+ (1994)

G\k

3 4 5

6

8 9 10 11 12

[T QT G T —

2
6 19 43 66
6
3

30 66

Dis 12 129 38 50 38
Affi(Zi2) |1 5 T 21 25 34 25 21 9 !
pcset vector name
............................ > (O 1 2 4 7 8) e [3 2233 2] e 6-217

o All-triad hexachord

43 19 6 1
29 12 6 1




Elliott Carter : 90+ (1994) : combinatoire tetra/tricordale

e ¢ o anse S e ey
2 L Cartey
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« Making and Using a Pcset Network for Stockhausen's Klavierstiick III »

yo 1 = 3' o Trois interprétations :
e ke £ -y X Ry ~ Musical Form
= [ — S X — == Henck e o
o 4 { ‘ E % w ’ Transformation

(}_8 i .‘5,,, ¢8_,§¢_- ﬁ%“g ..... . .-} Kontarsky
== = =--==— I E
J { g Tudor




« Making and Using a Pcset Network for Stockhausen's Klavierstiick 111 »

“J= ; " ie Musical Form
bl SR : 1 : E™ ano
\%;:#.'tt— ! : : te = e &—' Transformation
S4 L LTAE LT[ 35 |w
(' 5~ Pl.lp V|8 PIPLL. 2 IR 8 : :
2 Var L [r | il i
5

/ ) .
.
.
R & ',_,". h & ',_,"'
. ” . ”
N s N s
\ / \ /
\ 4 \ 4
X ¥ ¥
\ / /
\ f
\

« The most ‘theoretical’ of the four essays, it focuses on the forms of one
pentachord reasonably ubiquitous in the piece. A special group of
transformations 1s developed, one suggested by the musical interrelations
of the pentachord forms. Using that group, the essay arranges all
pentachord forms of the music into a spatial configuration that illustrates
network structure, for this particular phenomenon, over the entire piece. »

David Lewin, Musical Form and Transformation, YUP 1993



« Making and Using a Pcset Network for Stockhausen's Klavierstiick III »

Lewin 1993

Sk (1. 1,1,3,6) 6. 3LLD 6. 3.1.1.1)
IFUNC: [S322010 000223 [S32200000223) 1532200 0010223)
Vi (322111} 322111) (32211 1)




Segmentation par « imbriction »: progression transformationnelle
Stockhausen: Klavierstiick III (Analisi di D. Lewin)




Vers une modélisation informatique de 1’analyse transformationnelle

YunKang Ahn, L’analyse musicale computationnelle, these, Université de Paris VI / Ircam, déc 2009




Reseau transformationnel
Stockhausen: Klavierstiick III (Analyse de D. Lewin)

» [ . ; .

| : 1 : « Rather than asserting
1 » '

' ' —e P; . —» | a network that follows
! . : N Y Jo pentachord relations

: Oy SN W o ~J! » one at a time,
» . ' . Z
| '

! '

1 '

[ '

P /e

’ according to the
lT 1l chronology of the

! o ' piece, I shall assert
| instead a network that
: displays all the

\ pentachord forms used
! and all their
|

|

|

|

|

potentially functional
interrelationships, in
a very compactly
_ | organized little spatial
] 3 IT, configuration. »

«[...] the sequence of events moves within a clearly defined world of possible relationships, and because
- in so moving - it makes the abstract space of such a world accessible to our sensibilities. That is to
say that the story projects what one would traditionally call form. »




Réseau transformationnel et « 1sographies » (théorie des K-nets)
Stockhausen: Klavierstiick Il (Analyse de D. Lewin)
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Xavier Hascher: « Liszt et les sources de la notion

Klumpenhouwer Networks (K-r€S€auX)  wagrégat» Analyse Musicale, 43, 2002
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Action de groupe et commutativit€é des diagrammes

l(--"‘\ — --,. \' £, L f
(A R o ’.0

¥ d "~_ "

Pogy 1TLP) g g
! L : : o .0

7/ \\ Tout diagramme commute

\?..;‘ --‘l:"-;',.-“' ~\_’/ Vf’ g €< T9 J>

Le groupe des 24 transformations ¢ = {T, T,,..., T;;, TJ, T J, ..., T{;J} est commutatif
et opére de maniére simplement transitive sur I’espace S des 24 formes du pentacorde
de base (i.e. ’ensemble de ses 12 transpositions et de ses 12 inversions)

=> (S, o, int) est un GIS



pen Systeme d’Intervalles Généralisés - Systeme Généralisé d’Intervalles

TR David Lewin’s Generalized Interval System [GMIT, 1987]

ﬁmﬁmaﬁbm

GIS = (S, G, int)

S = ensemble int(s,u)

(G,*) = groupe d’intervalles m m
/—-\ /'—\

int = fonction intervallique

. S t. u
sxs ™. G |
1. Pour tout objets s, ¢, u dans S : x*
int(s,f)eint(z,u) = int(s,u) i /
2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i / 2
dans G il y a un seul objet ¢ dans S tel que int
(sf) =i .
« S={...,do, do,=ré,, ré, ..., si, do’,...}, G=1L, mt(do,ré)=2, mt(fa,do)=-5 etc.
« S={...,do, ré, mi, fa, sol, la, si, do’, ...}, G=Z, int(do,ré)=1, int(fa,do)=-3 etc.
*  8=G=Z,,={do, do,=ré,, ré, ..., si}, nt(do,ré)=2, mt(fa,do)=7 etc.



Generalized Premieres généralisations : transposition

Musical Intervals

EEETR

Transformations
GIS = (S, G, int) int(s,u)
S = ensemble m m
(G,*) = groupe d’intervalles VY
S t u

int = fonction intervallique
sxs ™. G

1. Pour tout objets s, ¢, u dans S :
int(s,f)eint(z,u) = int(s,u)

T;(s)

i @

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i
dans G il y a un seul objet ¢ dans S tel que int

(s) =1

Généralisation de la notion de transposition (musicale)
Pour tout ¢lément i dans G, la transposition T, est une application
T;:S§-->S8 telleque int(s, T, (s)) =i pour tout élément s dans S



weenzed | Kquivalence entre GIS et action de groupe
S ends
Transformations
GIS = (S, G, int) int(s,u)
S = ensemble m m
(G,*) = groupe d’intervalles TN Y
int = fonction intervallique § l
sxs ™. G
T,(s)
) 1. Pour tout objets s, ¢, u dans S :
AXE int(s,f)*int(t,u) = int(s,u) -
simplément 1
transitive 2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i
dans G il y a un seul objet ¢ dans S tel que int
(s)f) =i S

Soit 7 ={T,; ; iEG} le groupe des transpositions
GIS=(S, G,int) < 7xS5— §telle que (T,;,s)—=T,s)

Terminologies équivalentes :
* Un GIS est un G-torseur a gauche
* S est un ensemble principal homogéne [Bourbaki]



Le Tonnetz en tant que GIS

(Neo-)Riemannian Operation P =, Parallel* [N oll0 4]
A . B () F
" » D. »
qu - b e Qc 4’ »
ok .G . B . Ob
» ® ¥ »
. i W A 2 e 4 -
¢ 9 o ct
,(" ,u.. & N'~ oA
- 10, . ." - 1‘ ~
Major trad
» N "
« B
P
“ 5 -

= Mod-12 pixh class ~ Minor triad

number (C = Q)

p=<L,R|L?=(LR)?=1 ; LRL=L(LR)! >

* p opere de facon simplement transitive sur I’ensemble
S des 24 triades consonantes

= (S, p, int) est un GIS




Une autre structure de GIS sur l’espace S

K RL

L I (Neo-)Riemannian Operation P = , Parallel*
C ¢ C —+a C -+ G C e [Noll04]
c = A ¢ - B c - f c = E
Do s | Dy — b Db A Dy o
o 9 A 4 » E a2 3 o B
D «» D b D« A D =»4d
d - B d -+ F d <2 d - D
E g Eb ¢ E - B E oo o
& + B @ - e & G
E - gt E = cf E B E =»¢c
e =+ C e = G e -3 e = C
F - a F —»d F - C F -+ b
{f <« Db f < A f <+ » {f -+ B
5 - 2 N @ B C B - b
D # 2+ A f b f - B
G —+b C e G -+ D G = a
g = B g - Bb g = ¢ g A
A> - ¢ A= A B A »
# -+ E g+ B gt o of g o GS
A cd AR A<+ E Az
a =+ F a =»C 3 -4 a —+ 0
B d By~ g By F B ¥
P R < 4 # - C M o & ® - F
B o B - gt B+ B B »1f
® 4 G b - D B = ¢ ® < F
[Satyendra 2004]

D,=<I, T|2=T2=1; ITI=IIT)! >

* D,, opére de facon simplement transitive sur
I’ensemble S des 24 triades consonantes

=> (5, D,,, int) est un GIS




Dualité entre (S, p, nt) et (S, D,,, int)

p=<L,R|L?=(LR)2=1; LRL=L(LR)"' > | <>

D,,=<I, T|I?=T2=1; ITI=I(IT)"! >

=> p et D, sont ’un le centralisateur de I’autre (dans le groupe symétrique Sym(S))

A O~ D> B0~ CoD
Hl s wl.,( "D G = Y:\('“
~ oA ~ LS
\‘\ y \\\
ANDS 57 oL A%B> (7 30
r X r
4 Lo ol o by
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._r 7_) . |/ Y
'. ‘I \ 't
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| r '. r
\ / \ f
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Yo FRGy

[Crans, Fiore & Satyendra, 2008]

4 4

O AN (o)
Tout diagramme commute
VEE p



I1. Le probléme du pavage en musique

Les canons rythmiques mosaiques :
de Minkowski a Fuglede...
...en passant par Messiaen



Les canons mosaiques comme probléme « mathémusical »

Le probléeme de Les canons mosaiques Lien entre Minkowski et Vuza
Minkowski/Hajos de Vieru/Vuza (Andreatta, 1996)

' Groupes de Hajés (good groups)
|

: Z/nZ avec n € {p®, p°q, pqr, P4, p*qr,
. pqrs} ou p, q,r, s, sont des nombres
i premiers distincts

Dans un pavage simple [simple Un canon de Vuza est une
lattice tiling] d’un espace a n factorisation d’un groupe
dimensions par des cubes cyclique en somme directe de o i
unités, il y a au moins un deux  sous-ensembles  non- ! Groupes non-Hajos (bad groups) '
couple de cubes qui ont en périodiques b !
ﬁqmmup une face entiere de 7/nZ. =R®S 108 120 144 168 180
Sy Moo N e e 200 216 240 252 264 270 280 288 |
=2 -] Lo P i 300 312 324 336 360 378 392 396 |
RS v ¢ -+1 y . 400 408 432 440 450 456 468 480 i
o ,L'_ § s — > ! 500504 520 528 540 552 560 576 588 594 :
) s e ] " et | 600 612 616 624 648 672 675 680 684 696 |
| | | e | 700 702 720 728 744 750 756 760 784 792 i
{ | ¢ oo “ oo S T T | 800 810 816 828 864 880 832 888... g
| | |
| | |

Y 4 Y
1907-1942 1991 1996

M. Andreatta, « Constructing and Formalizing Tiling Rhythmic Canons: a historical Survey of a “Mathemusical” Problem », invited
paper, Special Issue « Tiling Problems in Music », Perspectives of New Music, J. Rahn (ed.), University of Washington, Seattle (2011).




Canons rythmiques et pavage de I’espace
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« ...il résulte de tout cela que les différentes sonorités se mélangent ou s’opposent de maniéres
trés diverses, jamais au méme moment ni au méme endroit |[...]. C’est du désordre organisé »

O. Messiaen : Traité de Rythme, de Couleur et d’Ornithologie, tome 2, Alphonse Leduc, Paris, 1992



Quatre types de canons rythmiques mosaiques

A<Z. | y Canon de Vuza

1 {

n
BCZ, A- | ABCZ,
/ sous-ensembles non-périodiques

sous-ensemble’,
périodique '
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Quatre types de canons rythmiques mosaiques

A<Z,

B<Z,
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Propriété d’imparité rythmique et ses généralisations

. - (R. W. Hall & P. Klingsberg, Asymmetric rhythms and tiling canons.
(Simha Arom & Marc Chemillier) American Mathematical Monthly 113 (2006), no.10, 887-896)
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Rythmes 3-asymétriques

( Rachel W. Hall & P. Klingsberg, 2006)




Rythmes 3-asymétriques et pavages

( Rachel W. Hall & P. Klingsberg, 2006)

=> OpenMusic




Canons rythmiques mosaiques et sé€ries tous-intervalles
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Séries dodécaphoniques et rythmes k-asymétriques
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Pattern 8-asymétrique



Canons mosaiques avec symeétrie transpositionnelle
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Canons mosaiques sans symétrie transpositionnelle (Vuza)
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De la Conjecture de Minkowski aux groupes de Hajos

I
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Conjecture de Minkowski
(1896/1907)

Dans un pavage simple [simple
lattice tiling] d’un espace a n
dimensions par des cubes unités,
il y a au moins un couple de
cubes qui ont en commun une
face entiére de dimension n-1.

Théoreme de Hajos (1942)

Soit G un groupe abélien fini et soient a,, a,, ..., a, n éléments
de G. Si ’on suppose que le groupe admet comme
factorisation la somme directe des sous-ensembles A,...A

Ay ={l,a1,...,a7 " '}, Aa={l,a2,...,a5~ " '}, ..., An ={1,@n,...,an """}

avec m;> 0 pour tout i=1, 2, ..., n, alors un des A, est un groupe

(Cf. S. Stein, S. Szabé : Algebra
and Tiling, 1994)

Groupes de Hajos (good groups)

Rédei 1947 (p,p) Sands 1962 (p, 3, 3)
Hajos 1950 7 ____________ . @, 22 2)
! Z/nZ avec n=p°* | S
.. ! [ »,2,2,2,2)
De Brujin 1953 (p%, q) ] %, 2,2,2)
1 b
i (p9 q’ r) i (p3’ 2,22)2
|
Sands 1957 | (2% @) : ?.4:2,2)
I [
L (g, 1) ! Sands 1964 Q
|\ Pons) | Z+ZipZ
+7Z./pZ
Sands 1959 (22,2 Q+Zlp
343
(27,2)




Quelques versions faibles de la conjecture de Minkowski

l . ’/’

e 1)

Conjecture de Minkowski
(1896/1907)

Dans un pavage simple [simple
lattice tiling] d’un espace a n
dimensions par des cubes unités,
il y a au moins un couple de
cubes qui ont en commun une
face entiére de dimension n-1.

* Les quatre conditions de la Conjecture de Minkowski
[1] Les cubes sont tous obtenus par translation
[2] Les vecteurs de translations forment un réseau [lattice]
[3] Les parties internes des cubes sont disjointes
[4] Tout point de ’espace qui n’est pas dans le bord d’un cube est
contenu exactement dans un cube

* Conjecture de Keller (1930) = Minkowski — |2]
=> Vraie pour n<6 (Perron, 1940)
=>» Fausse pour n>10 (Lagarias et Shor, 1992)
=>» Fausse pour n=8 et n=9 (Mackey, 2000)
=> Ouverte pour n=7

* Conjecture de Furtwangler = Minkowski — |3 et 4] + nouvelle

condition :
[ 4°] Tout point de I’espace qui n’est pas dans le bord de chaque
cube est contenu dans exactement &k cubes
=» La conjecture est vraie ssi n<3 (Hajos 1941)

* Conjecture semi-périodique de Hajos (1950) : toute
factorisation d’un groupe G = A+B est semipériodique i.e. B=B,,
..., B, et s’il existe un sousgroupe G’={g,,..., g} telle que A
+B=g;+A+B,.



Groupes non Hajos et Canons de Vuza

Groupes non-Hajos (bad groups) . ! Groupes Hajos (good groups)

72 a !

108 120 144 168 180 ; I
! — .

— 200 216 240 252 264 270 280 288 | \ Z/n’Z avec

300 312 324 336 360 378 392 396 | |

400 408 432 440 450 456 468 480 I n E {p*, p° r D2a2. D2ar. Dars
500 504 520 528 540 552 560 576 588 594 ; % p°q, Par, p°q", P°qr, pars}

600 612 616 624 648 672 675 680 684 696
700 702 720 728 744 750 756 760 784 792
800 810 816 828 864 880 882 888...

. ou p,q,r,s,sont des nombres premiers
- distincts

. | Probleme ouvert : Trouver un algorithme qui permet d’obtenir toutes le
factorisations d’un groupe cyclique non-Hajos en somme directe de deux
sous-ensembles non périodiques (i.e. classifier tous les Canons de Vuza).
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Classification « paradigmatique » des canons mosaiques de Vuza

Résultat : uniquement

(13361149651 320)

|
deux«types» .(20315694116331) _ l
o . R (14119416674136) "
de canons différents (a (61347661419141)
. (1515456634173 3) .
une transformation (33174366541551) :
o 1 o LLUILLIL LSRR LRI IRIRRRRERERRIRANNE
affine pres, i.e. (88288 38) = iRt i s
f:1Z,— 71, t.q. S (1621421622) S el
(1481081418 = Ciess = = =T e e as L —Sesass
J(x)=ax+b avec ac (Z72)* ; ;_‘é',::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::,'
e R ey == -0
et bE Z,, Y] sl
(1336 1149651320) i—;‘g_ e TR e R e e e e e R e R T
R (14119416674136)
(1515456634173 3) ~m | . Zoom (B =
(88288 38) o Y e it 2D
e R. Tijdeman: S (1621421622) s T, T
.ee & . e —— )
“Decomposition of the Integers (140:109.14.70) 7 %\\ rd “ & SN
as a direct sum of two subsets”, m ] \ / ¥ |
Number Theory, Cambridge R QO 61149651320) } { ¢ ‘ ! ;’
University Press, 1995. ( 194166741386) Y, \ ; \ g
LY A “%
The fundamental Lemma: R S (1481081418) \\” > A e’
pave Z, => aR pave Z, T S N QRT3 I M
= |
<a,n>=1 i | Z/72Z =R®S
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« Musique/

Sciences »

(dir. J.-M. Bardez &
M. Andreatta)

F. Lévy

G. Bloch

M. Lanza T. Johnson




Fabien Lévy

Canons de Vuza pour une musique « morphologique »

* Coincidences (pour 33 musiciens, 1999-2007)
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Concidences - Fabien Levy : déroulemamt du canon (mes, 158 3 226)
SMacue rpact 'at ) tevex

Interpretes : Tokyo Symphony Orchestra, Dir.: Kazuyoshi
¢ Akiyama, 05/09/2007, Suntory Hall, Tokyo, Japon



Georges Bloch

Stratégies compositionnelles a partir d’un modele formel

TTTTT

* Réduction d’un canon par auto-
similarité = B e oy
« Modulations métriques entre canons i ; _ ”
* Canons mosaiques et IAO (OMax) bt e ”f'i,, -+
+ Projet Beyeler (2001) @ = LT \
« Projet Hitchcock BLAR e F
 Visite des tours de la 5. L% T2 T s Rt 1
cathédrale de Reims ) )
* Noél des Chasseurs \9:"’;' ! V ! o Py
« Canons a marcher e .
« Canon a eau e - .
 Harawun (2004) N DB pimsie= =
« L’Homme du champ (2005) vy -=a =
* A piece based on Monk (2007) wi Pt —ty iy Bee
« Peking Duck Soup (2008) et s Ml
* A piece based on Monk (2007
N @ (« \{\)fell You Need'nt ») ( )

O ZINIAN e Iana SEED WORKSHOP on MATHEMATICS AND MUSIC




Mauro Lanza
Canons de Vuza et périodicités locales

* La descrizione del diluvio (Ricordi, 2007-2008)

Canon a 14 voix sur le pattern rythmique :
(1325271311142713252742527132514131325271352)

No. 1 "Aria"
6 voix sont en live et
8 dans l'électronique.
L'unité est la double-
croche de triolet.
S SR - 2 Le choix des notes et
| des durées est fait en
' cherchant a souligner
certaines quasi-
périodicités du canon
S de Vuza, et cela
SR donne a chaque voix
un caractere
beaucoup plus
@ GMEM - Festival « Les Musiques » -Marseille, 25 avril 2008 “redondant” .

Locad Dynamics

Seyrano é . ]

Metzo

Tonere

Farkon




Mauro Lanza
Canons de Vuza et périodicités locales

» La descrizione del diluvio (Ricordi, 2007-2008)

[...] Le choix des notes et des durées est fait en cherchant a souligner certaines
quasi-périodicités du canon de Vuza, et cela donne a chaque voix un caractere
beaucoup plus “redondant”.

(1325271311142713252742527132514131325271352)

(13252771311142713252742527132514131325271352)

(1325271311142713252742527132514131325271352)

3252713111427132527425271325141313252713352)

(13252713111427132527425271325141313252713352)

=> OpenMusic



Canons mosaiques et conjecture spectrale

La conjecture de
Fuglede

Un sous-ensemble de R”
pave par translation ssi il est
spectral (i.e. il admet une
décomposition hilbertienne
d’exponentiels complexes)

J. Func. Anal. 16, 1974.

Fausse en dim. n>3
Ouverte en dim. 1 et 2

N N e -

& ———

. Canons de Vuza de période n

' 108 120 144 168 180

' 200 216 240 252 264 270 280 288

i 300 312 324 336 360 378 392 396

i 400 408 432 440 450 456 468 480

. ! 500 504 520 528 540 552 560 576 588 594

" 1600 612 616 624 648 672 675 680 684 696
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Résultat (Amiot 2009) :
Si A pave mais il n’est pas spéctral
=> A est le rythme d’un canon de Vuza

1 700 702 720 728 744 750 756 760 784 792
i 800 810 816 828 864 880 882 888...

VOLUME 3 NUMBER T JULY 20

Journal of

Mathematics & Music

Maharmaticsl and Computations Approaches 10 Music
Theory, Analysis, Composition and Performance

Speciel iz on Thing Problorrs in Music
Oumst Eitore: Morenc Ardrestis end Carlos Agon

Oueat Ctany
Moreso Acdreafie and Caron Agon

Now DorEpectves on My Tic CAnone anS The apectral
conjecture
Everarm Avet

Agorttera for arakstons
R '~

THng B ndegen with speriadc thes
Prance e rmensh

(M. Andreatta et
C. Agon, eds 2009)
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Pavage de la ligne et conjecture spectrale

Conjecture de Fuglede (1974) :
« Commuting Self-Adjoint Partial Differential Operators and a

Group Theoretic Problem », J. Func. Anal. 16,101-121, 1974.

SPECTRALITE < PAVAGE

(Conjecture fausse en dimension
n>3 ouverte en dimension 1 et 2)

DEFINITION 6 A subset A of some vector space (say R") is spectral iff it admits a Hilbert base
of exponentials, i.e. if any map f € L*(A) can be written

f(x) = ng exp(2imAs.x)

for some fixed family of vectors (Ay),.x where the maps e, : x +> exp(2imi;.x) are mutually
orthogonal (i.e. [, & e; = 0 whenever k # j).

E. Coven & A. Meyerowitz: “Tiling the integers with translates of one finite
set”, J. Algebra, 212, pp. 161-174,1999. Deux conditions de C&M :

* T1 + T2 => pavage

* pavage =>T1




Les conjectures de Minkowski/Fuglede et les canons rythmiques

Minkowski’s conjecture (1896/1907) .
Hajos algebraic solution (1942)
Hajos quasi-periodic conjecture

The classification of Hajos groups (Hajos, de Bruijn,
Sands, ...)

Classification of factorizations for non-Hajos groups
(Vuza, Andreatta, Agon, Amiot, Fripertinger, ...)

The Tiling of the line problem and Fuglede’s Conjecture
(Tijdeman, Coven-Meyerowitz, Lagarias, Laba,
Kolountzakis...)

Given a finite set that tiles Z, what will be the period
(Kolountzakis, Steinberger, ...)

Fuglede’s Conjecture and Vuza’s Canons (Amiot, 2004)

e R. Tijdeman: “Decomposition of the

Integers as a direct sum of two subsets”,
Number Theory, Cambridge University
Press, 1995. The fundamental Lemma:
A tiles Z,, => pA tiles Z,, when <p,n>=1

e [. Laba : “The spectral set conjecture
and multiplicative properties of roots of
polynomials”, J. Lond Math Soc, 2002
T1 + T2 => spectral

T2 => spectral

spectral => T1

« E. Coven & A. Meyerowitz: “Tiling the
integers with translates of one finite set”,

J. Algebra,212,pp.161-174, 1999
TI +T2=>tile
Tile=>TI1

« E. Amiot : “A propos des canons
rythmiques”, Gazette des
Mathématiciens, n°106, Octobre 2005.
if A tiles with period n and Z, 1s Hajos
=> A has T2 (=> A 1s spectral)

S1 A pave mais i1l n’est pas spectral => A est le rythme d’un canon de Vuza




Racines de ’unité et polynomes cyclotomiques

Racines n-iémes de 'unité : 2z =1
{ —1+4+1iy/3 —1—2'\/5}
n—=3 ——— 1, = : >

n=4 ——— {1, +4, —1, —z.}
Le racines n-1emes de 1'unité peuvent s'écrire sous la forme :

2kwi 2[: th \
e n = cos (—ﬂ) + isin (_r) (k,neNet0 <k <n)

Elles sont exactement les racines du polynome : P(X)= X" -1

A
2kir

Le racines n-iémes primitives de I'unité : € =  (n,k)=1

Elles sont exactement les racines du polynéme cyclotomique :
2(n)
(I)n(X) = H (/\r — Zk_) < > /\rn — 1= H (I)d(X) «—

k=1 d|n




Pavage de la ligne et polynomes cyclotomiques

(I)n()() - H (X - 3];:)4 > )(n o> 1 — H (I)d(xY)4
k=1 d|n
O, X)= X-1 ) > (LD
(I)2(X): 1+X ) g (19 1)
O, ()= 1+X+X* - (L, 1L, D
B, ()= 1+X2 - - (1,0, 1)
(I)S(X): 1+X+X2+X3+X4 DR > (1, 1, 1, 1, 1)
O (X)= 1-X+X°~ - (1,-1,1)
A=1+x+x2+ . +xm =]]o, - j'"
= |

A=1+X+X2+X3= c1>|2 X)chT(X)

v ¢
Ax) xB(x)=(A®B)(x) =1+x+...x"! (mod X™—1) .



Bonnes et mauvaises factorisations

d|n
A=1+x+x2+ . +x+ =]]o,X dil
o, (X)=1+Xx * - (LD
;)= 1+X+X2 - (1, 1,1
O, ()= 1+X? - (1,0,1)
D ()= 1-X+X2+ - (1,-1, 1)

AL=1+X+ . +X 11 = DO, xD,xP,xP xD,,
— A(X) = Pyx D x D xP,= 1+ X+ X4+ X+ X8+ X7

[“ﬂ@41+X2 / LAY = opxx,
S=10,2} ,: ; B¥(X) = @ xP
- R=10,1,4,5,8,9} - A Cette décomposition

- ne marche pas



Les conditions de Coven-Meyerowitz

e E. Coven & A. Meyerowitz : “Tiling the integers with translates of one
finite set”, J. Algebra, 212, pp.161-174, 1999

There is no loss of generality in restricting attention to translates of a finite
set A of nonnegative integers. Then A(z) = 3 . ,2* is a polynomial such that
#A = A(l). Let S be the set of prime powers ¢ such that the s-th cyclotomic
polynomial ¢,(x) divides A(z). Consider the following conditions on A(x).

(T1) A(1) =][L,cs, Ps(1)-
(T2) If 834....8m € S4 are powers of distinct primes, then ¥, ..., (r) di
vides A(_.r:).

‘Theorem A. If A(z) satisfies (T1) and (T2), then A tiles the integers.
‘Theorem B1. If A tiles the integers, then A(z) satisfies (T1).

Theorem B2. If A ties the integers and #A has at most two prime factors, then
A(zx) satisfies (T2).

Corollary. If #A has at most two prime factors, then A tiles the integers if and
ondy if A(x) satisfies (T1) and (T2).



Les conditions de Coven-Meyerowitz

(T1) A(1) =TT,es, Pa(L). |
(T2) If $1,....8;m € S4 are powers of distinet primes, then &g, ... () di-
vides A(x).

Theorem A. If A(x) satisfies (T1) and (T2), then A tiles the integers.
AX) = DyxDxD xD =1+ X+ X4+ X+ X8+ X7
®,(X)= 1+X
O, ()= 1+X+X?
(THYA(1)=6=D, (1) xD;(1)=2x3
(T2) @, | ACX) et @5 [ ALX) = D,,5 | AX)

Theorem Bl. If A tiles the integers, then A(x) satisfies (T1).
A¥(X) = O, xPx P, =1 +2X + 2X2- X3 - X4+ X+ 2X 0+ X7
A*(1) =7 = O, x(1)xD,(1) =6



Conditions de C&M et canons mosaiques

» E. Coven & A. Meyerowitz: “Tiling the integers with translates of one finite set”, J. Algebra, 212, pp.161-174, 1999
Deux conditions de C&M :
T1 + T2 => pavage

pavage =>T1
e AX) =1+ X+ X4+ X5+ X8+ X? = @, xD;xPD; xD,,
, D, (X)= 1+X
O, (X)= 1+X+X?
\ (T1) A1) =6=®, (1) x D, (1) =2 x 3
N o (T2) @, | AX) et D, | AX) = D, 5| AX)
. Canons de Vuza de période n'
72 | . .
108 120 144 168 180 Mathematics & Music
| 200 216 240 252 264 270 280 288 i Theo. Ansys, Camposton and Perormarce
| 300 312 324 336 360 378 392 396 i R
| 400 408 432 440 450 456 468 480 ; S T A £ G e
. 500 504 520 528 540 552 560 576 588 594 ! e e o Ao
600 612 616 624 648 672 675 680 684 696 | O N st e
700 702 720 728 744 750 756 760 784 792 | =
800 810 816 828 864 880 882 888... ; B e

THrg D ntegens with speriodic thes
Franch Jedrrweenl

........................................................

Si A pave mais il n’a pas T2 => A est le rythme d’un canon de Vuza




Transformée de Fourier discrete et pavage

TILING FEits E :e—%vrkt/c
keA

Let Za= {t€ Z, Fa(t)=0)
A tiles Z, when equivalently:

& There exists B, A®B = Z.

9 IA* lB =]
GFAxFp(t) =1+ eme | e2iMDk (( ynless t=0)
$ZauZp={12...c-1} AND Card AxCard B=c

& ICA % ICg = IC(Z.)=c and Card A xCard B=c A=1{0,5,9,11}
IC,(ky=1Y k=

IC (k) = Card{(z,y) e AXA|lz+k=y} 1.1
IC4(k) = (1a*x1_4)(k)

Journal of

E. Amiot, « New Perspectives on Rhythmic Canons and the Spectral
Conjecture », Journal of Mathematics and Music, 2009.




Pavage et Z-relation (homométrie)

Deux ensembles sont en Z-relations s’ils ont le méme module de la DFT
y1,4,0, . 1,357)
IO k=11 k1 4)(k) 0,1,4,6)  (0,1,3
Fa:t— Z g—2imkt/c ;#? };

keA
.40\‘ / ._“
EICN)=F1xF n— |~7’—A|2 [ {2 \) [ [
i a ’

= Reconstruction de la phase

* Mandereau J., D. Ghisi, E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon, (2011a), « Z-relation and homometry in musical
distributions », Journal of Mathematics and Music, vol. 5,n° 2, p. 83-98.

* Mandereau J, D. Ghisi, E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon (2011b), « Discrete phase retrieval in musical
structures », Journal of Mathematics and Music, vol. 5,n° 2, p. 99-116.
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@ Theorem:
If A tiles with B and A' has the same IC, then A'
tiles with B, too.

E. Amiot, « New Perspectives on Rhythmic Canons and the Spectral Conjecture », Journal of Mathematics and Music, 2009.




La famille des « canons cyclotomiques »
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« E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon: « Tiling the
(musical) line with polynomial: some
theoretical and implementational aspects »,
ICMC, Barcelona, 2005, pp.227-230.




Canons mosaiques par translation et augmentation
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Augmented Tiling Canons ou I’action du groupe affine

(en collaboration avec Thomas Noll)
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=> OpenMusic




Tiling the line and/or circle with augmentations

« Tom Johnson (2001): tiling the line with a given rhythmic pattern
* eX. (0 14).Does it tile? With augmentations? With which period?

augmentations is periodic and the period is equal to a multiple of 15

e Theorem (Amiot, 2002) : Any tiling of the line with the pattern (0 1 4) and its

—— R ——

n=12

n=15




Tom Johnson’s « Self-Similar Melodies »




’ 1: Tilework for Piano
TOIII J Ohnson S Perfect TlllngS perfect triplet tilings, 5th order

with thanks to Jon Wild and Erich Neuwirth
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Jean-Paul Davalan, « Perfect Rhythmic Tilings » (to appear in Tiling Problems @
in Music, M. Andreatta & C. Agon eds., Collection « Musique/Sciences », 2008)




Perfect Rhythmic Tilings and open problems

» 1 | 11l 19, 27, &8
1" ! 1.7 . 4 W
T 'Y ! ' 2w N
T - : 2, 16 M, 4
-~ : 2 * = 117"ttt ' 5 - 1.5 1. o9 4
+ - - 3¢, 55 48 3P
M - g i 33
- i i . A M 4
- *J T b 2. T 14, .20
: 3 ] 24
: ' o T 1111 1wt -1 1 1 = n '
: $ : ' & . -+ 4 . 3 -+ 2. 4 » 3
3 m | 52 A B0

1 |} 7, &, &

3 2 '

l'H
‘ 'l}‘ﬂ

M\ ‘,, VI \/ ” VIANXLAS S



Séquences périodiques et calcul des différences finies

Df(x)=/(x)-/x-1)

/= 7111011 72711101172 711...
\N/N\ /
Df = 4\/1118754111875411...
Df = 11\/72711011727110...
Df = 1\/8754111875411...
Dff =
oo ol o .
AokrsSImo PR, -7 1 - .\ 2o £ pt
==sisevamunisse——cunoaec :
— o - . ‘T‘ ——r
mf w 7 mp P omp ™ PP ry
vV 0 3 8 711 0 11 10 6 9 0 9 1 2 9 8 4 3 6
Vil 0 0 0 03 3 7 2 0 O 0 6 3 3 3 4 B 0 0
v 3 3 4 4 1 11 11 8 3 3 a 4 1 7 11 8 11 3 g
X 0 O 0 0O 3 6 (1] 3 3 3 3 9 0 3 6 110] 6 6
v O i0 3 9 10 0O 9 7 0 6 7 9 6 4 g 3 < 6 3

Anatol Vieru: Zone d’oubli pour alto (1973)



Periodic sequences and finite difference calculus

=> OpenMusic

f = 11\/6\’Z 2310 ue...
Df = Z/l 717171... Reducible sequences:
Df = 6 6666... 3 k=1 such that D* f=0
\/
D = 000

Théoréme de décomposition: Toute sequence périodique (a valeurs dans un groupe cyclique Z/nZ) peut se
décomposer de fagon unique en somme d’une sequence reductible et d’une sequence reproductible (2001)

f = 7\}{ }0 117271 ...
Df = 4{/11 187S54m1.. Reproducible sequences:
D = 7 271110 11 727 ... 3 k=1 such that
5 Dif=f
Df = 7541118 7541118.7
Df = 101172711 1011 ...
D’f = 18754111s..

Dif = 71101172 711...




Growing by additions

> OpenMusic



Growing by additions and proliferation of values

N
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Fig. 11 Initial values equal to 8
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Séquences réductibles et s€quences reproductibles

=> OpenMusic

f = 11\/6\’Z 2310 ue...

Df = Z/l 717171... Séquences réductibles :
D = 6\/6666... d k=1 tel que D* f=0
Df = 000

f = 711101172711 ...
_ NN/ Séquences reproductibles :

Df = 4{/1118754111... 3 k=1 tel que

2 —

Df = 727111011727 ... Dhf=F
Df = 7541118 7541118...

Df = 101172711 1011 ...

D’f = 18754111s..

Dif = 71101172 711...



Criteres de réductibilité et de reproductibilité

Toute séquence de période p" a
valeurs dans Z/pZ est réductible
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Toute séquence de p-1 nombres différents
a valeurs dans Z/pZ est reproductible

=> OpenMusic



Additions successives a valeurs dans un groupe

> OpenMusic



Additions successives et prolifération des valeurs

N
3 —
Ag \‘/I.\
A’g = 8421 2
N/N/\N/ \/\
Ag = 8101112
N/\N/\N/\/
i g = 2121
“%“ofBaxd 4
00
70 —
0
evels

Fig. 11 Initial values equal to 8
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Fig. 15 Initial values equal to 4
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Théoreme de décomposition

Toute s€équence periodique (a valeurs dans un groupe cyclique Z/nZ.) peut se décomposer de
facon unique en somme d’une séquence réductible et d’une séquence reproductible (2001)
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=> OpenMusic




Quelle est la place de la cognition ?

http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/mamux/Cognition.html
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Quelle est la place de la cognition ?

http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/mamux/Cognition.html
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Quelle est la place de la cognition ?

http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/mamux/Cognition.html
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Approche paradigmatique et perception
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The nature of a given geometry is [...] defined by the reference to a
determinate group and the way in which spatial forms are related within
that type of geometry. [Cf. Felix Klein Erlangen Program - 1872][...] We
may raise the question whether there are any concepts and principles that
are, although in different ways and different degrees of distinctness,
necessary conditions for both the constitution of the perceptual world and
the construction of the universe of geometrical thought. It seems to me that
the concept of group and the concept of invariance are such principles.

E. Cassirer : « The concept of group and the theory of perception », 1944

Felix Klein

Ernst Cassirer



Approches « set-théoriques » et perception musicale

021 | [1236 0123568 44431 |

[s236 00247

313231

« Trained musicians rated the similarity of 24 instances of set classes
[0137/0467] and [0157/0267] at three different transposition levels and two
different spacing types. [...] The results are consistent with the hypothesis
that even musicians with significant experience of atonal music do not use
the equivalence relation Tnl in making similarity judgments »

Art Samplaski, « The Relative Perceptual Salienece of Tn and Tnl », MP, 21(4), 2004



Architecture paradigmatique et dualité objectale/opératoire

FYTTYYYYYYN ., FR R L L e e e e L E L L LR L LR L LR EER LY

23z 4

Groupe
diédral

Sl

R

c.-"'f”s ' <
(M1128) (r2z234q) Groupe Symetrlque

- -

Groupe affine

« [C’est la notion de groupe qui] donne un sens précis a l’idée de structure d’un ensemble [et]
permet de déterminer les éléments efficaces des transformations en réduisant en quelque sorte a son
schéma opératoire le domaine envisagé. [...]L’objet véritable de la science est le systéeme des
relations et non pas les termes supposés qu’il relie. [...] Intégrer les résultats - symbolisés - d’une
expérience nouvelle revient [...] a créer un canevas nouveau, un groupe de transformations plus

complexe et plus compréhensif »

G.-G. Granger : « Pygmalion. Réflexions sur la pensée formelle », 1947 G.-G. Granger



Progression transformationnelle vs réseau transformationnel

« Group Theory has emerged as a powerful tool for analyzing cognitive structure. The number of cognitive
disciplines using group theory is now enormous. The power of group theory lies in its ability to identify
organization, and to express organization in terms of generative actions that structure a space »

Michael Leyton, The International Society for Group Theory in Cognitive Science
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Réseau transformationnel et cognition (musicale)

Bamberger, J. (1986). Cognitive issues in the development of musically gifted children. In Conceptions of
giftedness (eds., R. J. Sternberg, & J. E. Davidson), pp. 388-413. Cambridge University Press, Cambridge
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< NAAL T e Bamberger, J. (2006). '""What develops in musical development?'" In

‘ : G. MacPherson (ed.) The child as musician: Musical development from
P conception to adolescence. Oxford, U.K. Oxford University Press.



Aspects cognitifs d’une approche catégorielle en musique

« De méme qu’en mathématique le structuralisme des Bourbaki est déja doublé par un mouvement faisant
appel a des structures plus dynamiques (les « catégories » [...]) de méme toutes les formes actuelles du

structuralisme [...] sont certainement grosses de développements multiples... »

J. Piaget: Le structuralisme, 1968 PSSR E

« La théorie des catégories est une théorie des constructions mathématiques, | - » '~ = =~ I

qui est macroscopique, et procede d’eétage en étage. Elle est un bel exemple he {(n) 2 (n)]
d’abstraction réfléchissante, cette derniére reprenant elle-méme un principe | _' 3
constructeur présent dés le stade sensori-moteur. Le style catégoriel qui est| . - At
ainsi a l'image d’un aspect important de la genése des facultés cognitives, est : P
un style adéquat a la description de cette genese » T T

la Si — i

1,:I a Il. =0 W b
Jean Piaget, Gil Henriques et Edgar Ascher, Morphismes et Catégories. Comparer et Ja# —p-esib Ja# -y +sib
transformer, 1990 P I A

la 235, ré la . ré
G. S. Halford & W. H. Wilson, “A Category Theory Approach to Cognitive ¥oc s =T, W od [t
Development”, Cognitive Psychology, 12, 1980 e i
J. Macnamara & G. E. Reyes, The Logical Foundation of Cognition, OUP, 1994
A. Ehresmann, J.-P Vanbremeerch, Memory Evolutive Systems, Hierarchy,
Emergence, Cognition, 2007

s C

S. Phillips, W. H. Wilson, “Categorical Compositionality: A Category Theory
Explanation for the Systematicity of Human Cognition”, PLoS Comp. Biology, 6
(7), July 2010




De Piaget aux Systemes évolutifs a mémoire

« La théorie des catégories est une théorie des constructions
mathématiques, qui est macroscopique, et procéde d’étage en étage.
Elle est un bel exemple d’abstraction réfléchissante, cette derniere
reprenant elle-méme un principe constructeur présent des le stade
sensori-moteur. Le style catégoriel qui est ainsi a I’'image d’un aspect
important de la genese des facultés cognitives, est un style adéquat a la

description de cette genése »

J. Piaget

Jean Piaget, Gil Henriques et Edgar Ascher, Morphismes et Catégories. Comparer et transformer, 1990

«[...]L'émergence d'une ceuvre d'art est l'expression d'une
dynamique se développant dans un systéeme hiérarchique de
complexité croissante a multiples temporalités. Notamment, dans le
cadre de notre modeéle mathématique « les systemes évolutifs a
mémoire » (SEM), nous analysons l'existence d'objets multiformes
émergeant dans le systeme sociétal d'un « monde artistique »; il
pourrait s'agir de courants artistiques, issus de mouvements de pensée,

de mouvements sociaux, culturels, scientifiques, technologiques. »
(Colloque « Complexité dan les sciences et dans les arts », Ircam, 8-19 juin

2009)

A. Ehresmann et J.-P. Vanbremeersch, « Petite mathématique de la création », L’étincelle, n° 6, novembre 2009



Vers une « algebre des objets mentaux » (Changeux) en musique
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FIGURE 1 - A GAUCHE, FORNATION PROGRESSIVE O'UN DBUET COMPLEXE C PAR RECOLLEMENT 0DBETS
PLUS SMPLES A DROME MODELE CUEGDRIDUE OF LA RAMFICATION 0E C DEPLOYEE « DE MAUT EN BAS »

A. Ehresmann et J.-P. Vanbremeersch, « Petite mathématique de la création », L’étincelle, n° 6, novembre 2009




Systemes évolutifs a mémoire et K-réseaux ?
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« Memory Evolutive Systems » et neurons catégoriels JEREEnt: }*
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Les cat-neurones et la dualit€ corps/esprit

http://pagesperso-orange.fr/vbm-ehr/

La représentation d'un état mental, tel un processus
cognitif complexe, par un cat-neurone d'ordre supérieur
conduit a une nouvelle approche du probleme philosophique
de l'identité entre états mentaux et états physiques du
cerveau. En effet, un état physique, tel qu'il est vu par
imagerie médicale, correspond a l'activation d'une simple
assemblée de neurones (modélisée par un cat-neurone
simple). Mais un cat-neurone d'ordre supérieur n'est pas
(directement) réductible a une telle assemblée, bien qu'il soit
construit par des complexifications successives a partir du
niveau des neurones, et qu'il ait des ramifications jusqu'a ce
niveau. Ainsi son activation exige plusieurs étapes, passant
par les niveaux intermédiaires d'une de ses ramifications,
jusqu'au niveau des états physiques; et, a chaque étape, elle
peut se propager par l'une ou l'autre des décompositions
non-équivalentes d'objets multifaces, avec balancement
entre elles qui peut étre d'origine aléatoire (bruit) ou
controlé. Bien que ce processus représente un "évenement”
physique bien déterminé, il ne s'identifie pas a un "état"
physique: on peut dire que les états mentaux émergent de
maniere dynamique (au travers du déploiement graduel
d'une ramification) des états physiques, sans leur étre
identiques. Ceci définirait un monisme émergentiste au sens
de Bunge.
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Vers une explication categorielle de la perception musicale ?
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A 'simple' cat-neuron emerges as the colimit in a complexification of Neur of a pattern of neurons which has no
colimit neuron in Neur, but acts as a synchronous coherent assembly of neurons in the sense of Hebb.

[A. Ehresmann, J.-P Vanbremeerch, Memory Evolutive Systems, Hierarchy, Emergence, Cognition, 2007]

Category theory offers a re-conceptualization for cognitive science,
analogous to the one that Copernicus provided for astronomy, where
representational states are no longer the center of the cognitive universe —
replaced by the relationships between the maps that transform them.

[S. Phillips, W. H. Wilson, “Categorical Compositionality: A Category Theory Explanation for the Systematicity
of Human Cognition”, PLoS Comp. Biology, 6(7), July 2010]



Démarche structurale et approche phénoménologique

Repenser la généalogie du structuralisme et le role des structures

Positivisme
logique




Vers un structuralisme-phénoménologique en musique ?

Mathématiques, perception esthétique et cognition/perception musicales

Modeles mathématiques

Perception esthétique

Cognition/perception musicales

(1) Modzéles
catégoriels

]

(2) Modzéles
morpho-
dynamiques

L

(3) Modéles
logiques




