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1.) Rappel historique 
2.) Représentation/formalisation et énumération/classification des structures musicales  
3.) Set Theory et théories transformationnelles!
4.) Pavages en composition : la construction des canons rythmiques mosaïques "
5.) Aspects computationnels (implémentation en Openmusic)"
6.) Ramifications philosophiques et cognitives de l’approche algébrique en musique "



•  1999 : 4e Forum Diderot (Paris, Vienne, Lisbonne), Mathematics and Music             
(G. Assayag, H.G. Feichtinger, J.F. Rodrigues, Springer, 2001) !

•  2000-2003 : International Seminar on MaMuTh (Perspectives in Mathematical 
and Computational Music Theory (Mazzola, Noll, Luis-Puebla eds, epOs, 2004) 

•  2004 - 2011 : Séminaire mamuphi (Ens/Ircam) 
•  2001 - 2011 : Séminaire MaMuX de l’Ircam 

•  2007 : Journal of Mathematics and Music (Taylor & Francis) et MCM 2007 

•  2003 : The Topos of Music (G. Mazzola et al.) 

•  2006 : Mathematical Theory of Music (F. Jedrzejewski), Coll. «"M/S"» 

•  2000-2001 : Séminaire MaMuPhi, Penser la musique avec les mathématiques ? 
(Assayag, Mazzola, Nicolas éds., Coll. «"M/S"», Ircam/Delatour, 2006)  

•  2007 : La vérité du beau dans la musique (G Mazzola), Coll. «"Musique/Sciences"» 

•  2011 : Conférence de la SMCM (Ircam, 15-17 juin 2011) 

•  2009 : MCM 2009 (Yale) et Proceedings chez Springer 
•  2010 : Mathematics Subject Classification : 00A65 Mathematics and music 

•  2009 : Computational Music Science Series (Springer) 

•  2003: Music and Mathematics. From Pythagoras to Fractals (J. Fauvel et al.) 

•  2007: Music. A Mathematical Offering (Dave Benson), CUP 

•  2008: Music Theory and Mathematics (Jack Douthett et al.), URP 



… … 

Physique 
Mathématiques 

do do#        ré         ré#        mi        fa         fa#       sol       sol#       la          la#      si 

  réb                    mib                               solb                 lab                     sib 

Z12 



Iannis Xenakis, Musique. Architecture, Tournai, Casterman, 
1971, (New, revised edition: Tournai, Casterman, 1976) 

Euler : Speculum 
musicum, 1773!

Mersenne, 
Harmonicorum 
Libri XII, 1648!

Pythagore et le 
monocorde, VIe-Ve siècle 
av. J. C.!
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Exemples de dynamique mathémusicale!

 1. La construction des canons rythmiques mosaïques 
 2. La relation Z et la théorie des ensembles homométriques  
 3. La Set Theory et la théorie transformationnelle 
 4. Les théories diatoniques et les ME-sets 
 5. Suites périodiques et calcul de différences finies 
 6. La théorie des block-designs en composition algorithmique 

[Cf. M. Andreatta : Mathematica est exercitium musicae, HDR, octobre 2010] 

Actions de groupe Pavages et homométrie Calcul des différences finies DFT et unicité de la gamme diatonique Block-designs 



1.) Rappel historique 
2.) Représentation/formalisation et énumération/classification des structures musicales  
3.) Set Theory et théories transformationnelles!
4.) Pavages en composition : la construction des canons rythmiques mosaïques "
5.) Aspects computationnels (implémentation en Openmusic)"
6.) Ramifications philosophiques et cognitives de l’approche algébrique en musique "



•  Relation d’équivalence"
•  Définition de groupe"

–  Groupe cyclique Z/nZ d’ordre n!
–  Groupe diédral D2n d’ordre 2n!
–  Groupe affine Affn d’ordre !(n)"n "
–  Groupe symétrique Sn d’ordre n! "
–  Groupe de Klein "

•  Action d’un groupe sur un ensemble"
–  Action transitive et simplément transitive"
–  Stabilisateur d’un élément (d’un ensemble)"

•  Factorisation d’un groupe"

1.) Représentation/formalisation et énumération/classification des structures musicales  
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Structure de groupe 
-  Clôture 
-  Existence de l’élément neutre 
-  Existence de l’inverse 
-  Associativité 



Camille Durutte:  
•  Technie, ou lois générales du système harmonique 
(1855)  
•  Résumé élémentaire de la Technie harmonique, et 

complément de cette Technie (1876)  
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Camille Durutte:  
•  Technie, ou lois générales du système harmonique 
(1855)  
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La cloche diatonique centrée autour du ré (P. Audétat & co.)"
http://www.cloche-diatonique.ch/ 

Junod, J., Audétat, P., Agon, C., 
Andreatta, M., « A Generalisation of 
Diatonicism and the Discrete Fourier 
Transform as a Mean for Classifying and 
Characterising Musical Scales », Second 
International Conference MCM 2009, 
vol. 38, New Haven, 2009, pp. 166-179"



Euler : Speculum musicum, 1773!

Balzano (1980)!

Hugo Riemann : «"Ideen zu einer Lehre 
von den Tonvorstellung"», 1914" Longuet-Higgins (1962)"

Douthett & Steinbach, 
JMT, 1998!

J. Hook, «"Exploring Musical Space"», 
Science, 2006"



C 
c# 

Euler : Speculum 
musicum, 1773!



Extract of the 2nd movement of the Symphony No. 9  
(L. van Beethoven)"
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Louis Bigo, Ongoing PhD on Spatial Computing, Ircam / Université Paris 12 



C 
c# 

Euler : Speculum 
musicum, 1773!

! = <L,R | L2 = (LR)12 =1   
LRL=L(LR)-1 > 

D12 = <I, T | I2 = T12 =1 
ITI=I(IT)-1 > 

dualité 



[J. Hook 06] 

[Noll04] 



Recherche des cycles hamiltoniens dans LPR 

G. Albini, Modelli matematici per l’analisi e la composizione 
musicale. Uno studio sul Tonnetz e sulle teorie neo-
riemanniane, Tesi di Laurea, Università di Pavia, 2007-2008. 



Recherche des cycles hamiltoniens dans LPR 

[Albini 2007-2008] 

62 cycles hamiltoniens 
classés en 8 types  



Z12 = Z3 # Z4"

Représentation toroïdale"

Représentation circulaire"





Renversements = permutations circulaires de la 
structure intervallique 

2 1 2 2 2 2 1 



2 1 2 2 2 2 1 

T7 

{0    2      4    5     7    9     11  (0)} 

T7(x)=7+x (mod 12) 

2 1 2 2 2 2 1 

$=210° 

Equivalence modulo la transposition 



2 1 2 2 2 2 1 

I 

{0    2      4    5     7    9     11  (0)} 

I(x)= -x (mod 12) I 

1 2 2 2 1 2 2 
Equivalence modulo 
l’inversion 



{0, 5, 9, 11} 

I: x!-x T11: x!11+x 

T11I: x!11-x 

{11, 6, 3, 0} 



André Riotte e Marcel Mesnage!
L’analyse formalisée ou les entités formelles en musique"

A. Schoenberg : Klavierstück Op. 33a, 1929  

(… , … , … , … ) 
(… , … , … , … ) 

(… , … , … , … ) (… , … , … , … ) (… , … , … , … ) 

(… , … , … , … ) 



André Riotte & Marcel Mesnage !
L’analyse formalisée ou les entités formelles en musique"

A. Schoenberg : Klavierstück Op. 33a, 1929  

T3 
T1I T1I 



Sérialisme et combinatorialité des hexacordes"
Schoenberg: Suite Op.25, Minuetto 

Double “combinatorialité” 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{… , … , …} {… , … , …} {… , … , …} {… , … , …} 

(… , … , …) (… , … , …) (… , … , …) (… , … , …) 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{3 , 4 , 6} {5 , 7 , 8} {11 , 1 , 2} {9 , 10 , 0} 

(1 , 2 , 9) (2 , 1 , 9) (2 , 1 , 9) (1 , 2 , 9) 



S 

I 

R 

IR 

Série originelle 

Inversion 

Rétrogradation 

Rétrogradation inverse 

M. Babbitt: The function of Set Structure in the Twelve-Tone System, PhD (1946/1992) 

Le système dodécaphonique est « un ensemble d’éléments, relations entre les 
éléments et operations sur les éléments. […] Une vraie mathématisation aurait 
besoin d’une formulation et d’une présentation dictées par le fait que le système 
dodécaphonique est un groupe de permutations qui est façonné [shaped] par la 
structure de ce modèle mathématique"» 



Structure de groupe 
-  Clôture 
-  Existence de l’élément neutre 
-  Existence de l’inverse 
-  Associativité 

Iannis Xenakis, Formalized Music, 1992 

S 

IR I 

R 

Felix Klein"



Ernst Krenek et l’approche axiomatique en musique!
Vers l’émergence de la notion de groupe en musique"

Physicists and mathematicians are far in advance of musicians in realizing that 
their respective sciences do not serve to establish a concept of the universe 
conforming to an objectively existent nature 

Ernst Krenek : Über 
Neue Musik, 1937 
(Engl. Transl. Music 
here and now, 1939)  

•  The Relativity of Scientific Systems 
•  The Significance of Axioms 
•  Axioms in music 
•  Musical Theory and Musical Practice 

As the study of axioms eliminates the idea that 
axioms are something absolute, conceiving 
them instead as free propositions of the 
human mind, just so would this musical 
theory free us from the concept of major/minor 
tonality […] as an irrevocable law of nature.   



David Hilbert: les fondements axiomatiques de la géométrie et le rôle de l’intuition!
L’approche axiomatique en mathématique"

In order to be constructed in a right way, 
geometry […] only needs few simple 
principles. These principles are called the 
axioms of the geometry. […] This study 
(of the axioms) goes back to the logical 
analysis of our spatial intuition 
(Grundlage der Geometrie, 1899).  

At the moment there are two tendencies in mathematics. From 
one side, the tendency toward abstraction aims at ‘cristallizing’ 
the logical relations inside of a study object and at organizing 
this material in a systematic way. But there is also a tendency 
towards the intuitive understanding which aims at 
understanding the concret meaning of their relations 
(Anschauliche Geometrie, 1932)  



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{… , … , … , … , … , … } 

(… , … , … , … , … , …) 

{… , … , … , … , … , … } 

(… , … , … , … , … , …) 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{9 , 10 , 0 , 3 , 4 , 6 } 

(3, 1, 2, 3, 1, 2) 

{5 , 7 , 8 , 11 , 1 , 2 } 

(2, 1, 3, 2, 1, 3) 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{9 ,  10 ,   0 ,    3,    4 ,    6} 

(3, 1, 2, 3, 1, 2) 

{5 ,   7,     8,    11,   1,      2} 

(2, 1, 3, 2, 1, 3) 

A = 

T6{9,10,0,3,4,6}= 
={6+9,6+10,6,6+3,6+4,6+6}= 
={3,4,6,9,10,0} 

T6(A)=A 

=A’ 

I11 = T11 I 



Architecture paradigmatique Groupe Affine 

Groupe cyclique 

Groupe dihédral 

Relation d’équivalence: 
-  Reflexive 
-  Symétrique 
-  Transitive 



Architecture paradigmatique 

Groupe dihédral 



Architecture paradigmatique 

352"

Groupe cyclique Forte/ Rahn 
Carter"

224"

Groupe diédral 

Estrada"

77"

Groupe symétrique 

Morris / Mazzola 

158"

Groupe affine 
•  D. Halsey & E. Hewitt: « Eine gruppentheoretische Methode in der Musik-theorie », Jahresber. Der Dt. Math.-Vereinigung, 80, 1978.   
•  D. Reiner: «Enumeration in Music Theory»,  Amer. Math. Month. 92:51-54, 1985 
•  R.C. Read: « Combinatorial problems in the theory of music », Discrete Math., 1997 
•  H. Fripertinger: « Enumeration of mosaics », Discrete Math., 1999 



Architecture paradigmatique 

352"

Groupe cyclique Forte/ Rahn 
Carter"

224"

Groupe diédral 

Estrada"

77"

Groupe symétrique 

Morris / Mazzola 

158"

Groupe affine 

Set Theory 



Alain Bancquart 

A. Bancquart, M. Andreatta, et C. Agon, « Microtonal Composition », The OM Composer's Book 2, 
éd. Jean Bresson, Carlos Agon, Gérard Assayag (Ircam/Delatour France, Sampzon), 2008, p. 279-302. 



Robert Bosanquet, 1876 

Vitus Trasuntinis, 1606 

Z/31Z Z/53Z 

Marin Mersenne, Harmonie universelle, 1636 



Enumeration des orbites par rapport à l’action d’un groupe"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} 

Trouver le nombre de configurations possibles 
? 

~ = 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} 
Action de Z/4Z 

T0 = identité 
T1 = rotation de 90° 
T2 = rotation de 180° 
T3 = rotation de 270° Configurations possibles = 34 = 81 

T0 fixe toute configuration => |XT
0 |=81 

T1 fixe toute configuration monochromes => |XT
1 |=3 

T3 idem 
T2 fixe toute configuration «double-diamètre » => |XT

1 |= 32 =9 

n = 1/4 (81+3+3+9) = 24 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe"
Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} Action de Z4 

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on 
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007


n = 1/4 (81+3+3+9) = 24 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe"
Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} Action de D4 

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on 
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007


n = 1/8 (81+3+3+9+27+9+27+9) = 168/8=21 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} Action de D4 
T0 = id 
T1 = rot 90° 
T2 = rot 180° 
T3 = rot 270° 

T0I = inversion 
T1I = inv. 
T2I = inv. 
T3I = inv. 

21=24-3 



Enumération d’accords par rapport à l’action du groupe dihédrale"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} 

Action de D12 

(Hook, MTO) 

# d’accords = 1/12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352  
# d’accords = 1/24[4224+1152] = 224  



Enumération d’accords et dans un système tempéré "

•  D. Halsey & E. Hewitt: « Eine gruppentheoretische Methode in der Musik-theorie », Jahresber. Der Dt. Math.-Vereinigung, 80, 1978.   
•  D. Reiner: «Enumeration in Music Theory»,  Amer. Math. Month. 92:51-54, 1985 
•  H. Fripertinger: «Enumeration in Musical Theory», Beiträge zur Elektr. Musik,1,1992 
•  R.C. Read: « Combinatorial problems in the theory of music », Discrete Math., 1997 
•  H. Fripertinger: « Enumeration of mosaics », Discrete Math., 1999 
•  H. Fripertinger: « Enumeration of non-isomorphic canons », Tatra Mt. Math. Publ., 2001 
•  M. Broué : « Les tonalités musicales vues par un mathématicien », Le temps des savoirs, Revue de l'Institut Universitaire de France, 2002  
•  David J. Hunter & Paul T. von Hippel : « How Rare Is Symmetry in Musical 12-Tone Rows? », The American Mathematical Monthly, Vol. 
110, No. 2., Feb., 2003 
•  H. Fripertinger: « Tiling problems in music theory », in Perspectives in Mathematical and Computational Music Theory (Mazzola, Noll, 
Puebla ed., Epos, 2004) 
•  Rachel W. Hall & P. Klingsberg: « Asymmetric Rhythms, Tiling Canons, and Burnside’s Lemma », Bridge Proceedings, 2004 
•  …  

(Reiner, 1985) 



Elliott Carter: 90+ (1994)"

35 
(0 1 2 4 7 8) 

pcset vector name 

[322332] 6-Z17 
All-triad hexachord  



Elliott Carter : 90+ (1994)"

•  Combinatoire d’accords 
•  Hexacordes 
•  Tétracordes 
•  Triades 
•  Relation Z 

•  Séries tous–intervalles 
•  Link–chords 

(piano: John Snijders) 



Elliott Carter: 90+ (1994)"

35 
(0 1 2 4 7 8) 

pcset vector name 

[322332] 6-Z17 
All-triad hexachord  

« From about 1990, I have reduced my vocabulary of chords more and 
more to the six note chord n° 35 and the four note chords n° 18 and 23, 
which encompass all the intervals  » (Harmony Book, 2002, p. ix) 

18 

23 

(0 1 4 6) 

(0 1 3 7) 

[111111] 

[111111] 

4-Z15 

4-Z29 



Catalogue des pitch-class sets d’Allen Forte (1973)!

name pcs vector vector pcs name 
complémentaire 



Vecteur d’intervalles et relation Z!

5-Z12 



Théorème de l’hexacorde (ou théorème de Babbitt)"

Un hexacorde et son complementaire ont le 
même vecteur d’intervalles  "

IV(A) = [4, 3, 2, 3, 2, 1 ]"=" [4, 3, 2, 3, 2, 1 ] = IV(A’)  "

A" A’"

(Wilcox, Ralph Fox (?), Chemillier, Lewin, Mazzola, Schaub, …, Amiot [2006])"



Elliott Carter : 90+ (1994) : combinatoire tetra/tricordale"

? 



Elliott Carter : 90+ (1994) : Link–chords (mm. 49–68)!

OM-> ((0 10 11 3 5 2 8 1 9 4 7 6) (1 2 3 5 8 9))"
OM-> ((0 10 11 1 5 2 9 3 8 4 7 6) (1 2 3 5 8 9))"
OM-> ((0 10 3 5 2 8 9 1 4 11 7 6) (1 2 3 5 8 9))"
OM-> ((0 9 4 8 2 3 5 10 1 11 7 6) (0 2 3 4 8 9))"
OM-> ((0 9 4 2 3 8 10 1 5 11 7 6) (0 2 3 4 8 9))"
OM-> ((0 9 3 11 4 5 7 10 2 1 8 6) (3 4 5 7 10 11))"
OM-> ((0 9 1 4 2 8 3 5 10 11 7 6) (3 5 6 7 10 11))"
…"

Mauricio Toro Universidad Javeriana, Colombia / IRCAM"
http://gelisp.sourceforge.net/


S = (0 10 11 3 5 2 8 1 9 4 7 6) 
S*= (10 1 4 2 9 6 5 8 7 3 11) 

0 



« Making and Using a Pcset Network for Stockhausen's Klavierstück III » 
Trois interprétations : 

Henck 

Kontarsky 

Tudor 



« Making and Using a Pcset Network for Stockhausen's Klavierstück III » 

David Lewin, Musical Form and Transformation, YUP 1993 

« The most ‘theoretical’ of the four essays, it focuses on the forms of one 
pentachord reasonably ubiquitous in the piece. A special group of 
transformations is developed, one suggested by the musical interrelations 
of the pentachord forms. Using that group, the essay arranges all 
pentachord forms of the music into a spatial configuration that illustrates 
network structure, for this particular phenomenon, over the entire piece. »  

? ? ? 



« Making and Using a Pcset Network for Stockhausen's Klavierstück III » 
Lewin 1993 



Stockhausen: Klavierstück III (Analisi di  D. Lewin) 



YunKang Ahn, L’analyse musicale computationnelle, thèse, Université de Paris VI / Ircam, déc 2009 



G. Mazzola#: The!
 Topos of Music, "
ch. 13 - “What are 
global compositions ?” "



I" IV" V"II" III" VI" VII"

Un atlas pour la gamme 
diatonique… 

G. Mazzola, The Topos of Music 



I"

IV"

II"

VI"
V"

III"

VII"
10"

10"
10"

10"
10"

10"

15"

5"

5"

5"

5"
6"

2"

2"

2"
2"

2"

2"

2" 2"

2"

2"

2"

2"
2"

2"

6"6"

I    II  III  IV   V  VI  VII   

…et le nerf topologique associé 

G. Mazzola, The Topos of Music 



Stockhausen: Klavierstück III (Analyse de  D. Lewin) 

« Rather than asserting 
a network that follows 
pentachord relations 
one at a time, 
according to the 
chronology of the 
piece, I shall assert 
instead a network that 
displays all the 
pentachord forms used 
and all their 
potentially functional 
interrelationships, in 
a very compactly 
organized little spatial 
configuration. » 

« […] the sequence of events moves within a clearly defined world of possible relationships, and because 
- in so moving - it makes the abstract space of such a world accessible to our sensibilities. That is to 
say that the story projects what one would traditionally call form. » 



Stockhausen: Klavierstück III (Analyse de  D. Lewin) 



Stockhausen: Klavierstück III (Analyse de  D. Lewin) 



Stockhausen: Klavierstück III (Analyse de  D. Lewin) 

« I take the question ‘Can you hear 
it » to mean something like this: After 
studying the analysis in examples 2.5 
and 2.6, do you find it possible to 
focus your aural attention upon 
aspects of the acoustic signal that 
seem to engage the signifiers of that 
analysis? […] For me, the interesting 
questions involve the extent and ways 
in which I am satisfied and 
dissatisfied when focusing my aural 
attention in that manner. It is 
important to ask those questions about 
any systematic analysis of any 
musical composition ». 



! http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/OpenMusic/ 
" OpenMusic 



R. Attas : Metaphors in Motion: Agents and Representation in Transformational Analysis, MTO, 15(1), 2009"
http://mto.societymusictheory.org/issues/mto.09.15.1/mto.09.15.1.attas.html"



R. Attas : Metaphors in Motion: Agents and Representation in Transformational Analysis, MTO, 15(1), 2009"
http://mto.societymusictheory.org/issues/mto.09.15.1/mto.09.15.1.attas.html"



Action de groupe et commutativité des diagrammes"

# # 

# # 

f 

f 
g g 

Tout diagramme commute 

&f , g % < T, J > 

Le groupe des 24 transformations " = {T0, T1,…, T11, T0J, T1J, …, T11J} est commutatif 
et opère de manière simplement transitive sur l’espace S des 24 formes du pentacorde 
de base (i.e. l’ensemble de ses 12 transpositions et de ses 12 inversions)         

' (S, ", int) est un GIS    



David Lewin’s Generalized Interval System [GMIT, 1987]!
Système d’Intervalles Généralisés - Système Généralisé d’Intervalles !

1. Pour tout objets s, t, u dans S :!
 int(s,t)•int(t,u) = int(s,u)!

S = ensemble!

G!S # S!

GIS = (S, G, int)!

(G,•) = groupe d’intervalles!
int = fonction intervallique!

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i 
dans G il y a un seul objet t dans S tel que int
(s,t) = i!

s t u!int!

•  S={…, do, do#=réb, ré, …, si, do’,…}, G=Z, int(do,ré)=2, int(fa,do)=-5 etc. 
•  S={…, do, ré, mi, fa, sol, la, si, do’, …}, G=Z, int(do,ré)=1, int(fa,do)=-3 etc. 
•  S=G=Z12={do, do#=réb, ré, …, si}, int(do,ré)=2, int(fa,do)=7 etc. 


