~

UNIVERSITE DE STRASBOURG

o’

MEMOIRE DE DEUXIEME ANNEE
DE MASTER DE MATHEMATIQUES FONDAMENTALES

SUITES SPECTRALES
ET HOMOLOGIE PERSISTANTE

VICTORIA CALLET

MEMOIRE REDIGE SOUS LA DIRECTION DE
M. PIERRE GUILLOT

ANNEES 2019/2020






Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le lien entre eux outils de ’algebre homologique a priori
différents : les suites spectrales d’une part et ’homologie persistante d’autre part. Ce lien a été élucidé
une premiere fois dans I'ouvrage [EH09], mais la formule reliant les deux notions comportait une erreur.
Cette derniere a été corrigée dans I'article [BP18] datant de 2018 : il s’agit donc d’une découverte récente
faisant le lien entre les mathématiques théoriques et appliquées.

Les suites spectrales sont un outils de I’algebre homologique et de la topologie algébrique introduit au
milieu du X X™*™¢ sidcle par le mathématicien francgais Jean Leray et qui permet notamment de calculer
des groupes d’homologie par approximations successives. Le principe est simple : une suite spectrale est
constituée d’un certains nombres de pages elles-mémes constituées d’un certains nombres de modules
différentiels, et on passe d’une page a une autre en calculant I’homologie sur chaque module. En répétant
cet algorithme un certain nombre des fois, il arrive un moment o, dans les meilleurs cas, on se retrouve
toujours face la méme page, qui sera alors appelée la page limite ou page infinie de la suite. Sans trop
rentrer dans les détails, on pourra parler de convergence, et la suite spectrale convergera alors vers un
groupe d’homologie. En pratique, on a un objet mathématique qu’il est difficile de comprendre, et les
suites spectrales découpent la difficulté page par page pour finalement comprendre 'objet au moyen des
groupes d’homologie.

L’homologie persistante est, quant a elle, un outil plus calculatoire a la limite entre la topologie
algébrique et les mathématiques appliquées. Comme pour les suites spectrales, le principe est de
comprendre un objet de départ par approximations successives. Pour cela, on utilise la théorie des
complexes simpliciaux et de 'homologie simpliciale, qu’on supposera connue pour ce mémoire. Notre
objet de base sera un complexe simplicial muni d’une filtration, et le principe de I’homologie persistante
est de calculer ’homologie a chaque étape de cette filtration. On observe ensuite les informations qu’on
gagne et qu'on perd au fur et a mesure qu’on avance dans la filtration. En pratique, on se donne un
nuage de points duquel on pense pouvoir extraire un objet topologique, on le transforme en complexe
simplicial et on applique les techniques de I’homologie persistante pour retrouver la forme de départ.
C’est ce qu’on appelle 'analyse topologique des données.

Le mémoire s’articulera naturellement en trois parties : dans un premier temps, on étudiera les suites
spectrales en se basant essentiellement sur 'ouvrage [McC00]. On donnera les définitions et propriétés de
base puis on se concentrera sur deux constructions : 'une par les filtration et I’autre par les couples exacts.
On montrera également que ces deux approches sont équivalentes. On donnera enfin des applications
de natures topologiques (CW-complexes) et algébriques (complexe double), pour lesquelles on utilisera
[Wei94].

La deuxiéme partie sera consacrée a I’homologie persistante : on commencera par prendre un point
de vue algébrique, en en donnant la définition ainsi qu’un théoreme de structure, puis on expliquera le
lien avec I’analyse topologique des données et la reconnaissance des formes. Pour cette partie, on utilisera
principalement les articles [ZC05] et [Ghr07]. On finira par donner une application simple de ’homologie
persistante permettant d’en comprendre le fonctionnement.

Dans un troisieme et dernier temps, on se penchera sur la relation entre les deux concepts que nous
venons de développer en s’appuyant sur larticle [BP18]. On montrera notamment qu’il existe un lien tres
étroit entre ces deux outils au moyen d’une formule mettant en jeu les dimensions des modules d’une
suite spectrale et celles des groupes d’homologie persistante. Pour conclure cette partie, nous reprendrons
les exemples et applications vus au cours des sections précédentes afin d’illustrer ce lien.
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1 Suites spectrales

Dans toute cette partie, A désigne un anneau commutatif unitaire.

1.1 Définitions et premieres propriétés
Définition 1.1. Un A-module bigradué est une famille de A-modules M** = (M*J); ;cz.

Les morphismes entre modules bigradués possedent donc un bidegré. Par exemple si ¢ : M** — N**
est un morphisme de modules bigradués de degré (r, s), alors pour tout couple (7, 7) on a

MW — NtTIts,

Définition 1.2. Un A-module différentiel bigradué est un couple (M**,d**) ot M = (M*J); ez est
un A-module bigradué et d** = (d"7); jez est une famille de différentielles, c’est a dire de morphismes
de A-modules bigradués tels que d** o d** = 0.

Généralement, on oublie d’écrire la bigraduation pour la différentielle (et plus généralement pour
tout morphisme entre deux modules bigradués), qu’on notera simplement d.

Si M** = (M"7); jez est un module bigradué, alors comme chaque module M%7 est équipé d’une
différentielle, disons de bidegré (r, s), on peut considérer la (co)homologie :

Hi’j<M*’*,d) _ kerd : MHI — Mi+r"j+s/. o .
imd: M*™"I7%5 — MY

Définition 1.3. Une suite spectrale est la donnée :
(7) d’une famille de A-modules différentiels bigradués (E*, d,),=1,2,... dont les différentielles sont de
bidegrés (—r,r — 1) ou (r,1 —r)
(#4) pour chaque r > 1, d’un isomorphisme

¢r : BNV HY*(EX*,d,),

autrement dit pour tous r, p et g, il existe un isomorphisme @29 : Effl = HPY(E®* d,).
On parle de suites spectrales homologiques si bidegd = (—r,r — 1) et de suites spectrales coho-
mologiques si bidegd = (r,1 — 7).

Le module bigradué E* est appelé riéme page de la suite spectrale, que I’on représente par un réseau

de points comme ci-dessous :

~
°
°
°
°
°
°

w
[ ]
[ ]
L]
L]
[ ]
[ ]

[\
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

| T

Exemple de la page 2 d’'une
suite spectrale cohomologique

ol les fleches représentent les différentielles ds et les o les modules EL'? pour chaque couple (p, q). Dans
cet exemple, F¥? = 0 dés que p < 0 ou ¢ < 0, et une telle suite spectrale est appelée suite spectrale
du premier quadrant.



Remarque 1.4. Les suites spectrales homologiques sont généralement notées par dualité (E] ,,d"), avec
chaque EY , = (E;q)p,qez. Sion a une telle suite spectrale, alors en posant £ = E”, _ on obtient une

suite spectrale cohomologique. Dans la suite, sauf dans de rares cas, nous noterons une suite spectrale
E}* = (EP), 4ez et nous énoncerons les théorémes en version cohomologique, mais il est bon de retenir
qu’ils admettront tous un analogue dual.

Remarque 1.5. On a ainsi une définition des suites spectrales par récurrence, mais la connaissance de
E** et de d, permet d’obtenir E:fl, sans pour autant donner d’informations sur la différentielle d,. 1.

Dans la proposition suivante, on définit une suite spectrale par une suite de sous-modules et d’iso-
morphismes. On oublie provisoirement la bigraduation afin de simplifier les notations.

Proposition 1.6. Soit (E,,d,)r=1,2,.. une suite spectrale dont la premiére page est Ey. Pour tout entier
naturel n, il existe Z, et B, des sous-modules (bigradués) de E; tels qu’on ait :
(1) un isomorphisme

Zn ~ By,
/Zn+1 B +1/Bn
(#i) une suite d’inclusion
BicB,C..CB,C..CZ,C..ZyCZ CE.

Réciproqguement, la donnée d’une telle suite de sous-modules de E1 avec les isomorphismes (pour chaque
n) détermine une suite spectrale.

Démonstration. Soit (E,,d,)r=1,2,. une suite spectrale dont le premier terme est donné par E;. Posons
71 = kerd; et By = imd;. La condition d; o d; = 0 donne la double inclusion By C Z; C Ej. Posons
maintenant Zs = kerdy et By = imds. Alors, Zy et By sont des sous-modules de Ey & kerdy /im di ~

2 /31’ donc il existe Zy et By deux sous-modules de Z; contenant B tels que Zy = Z3 /B1 et Bo
BQ/Bl' Alors, on a

Eg,%Z_2/E2 =~ (22/31)/

o~ 2o
(BQ /B1> =2/ By’
ce qui donne la suite d’inclusions de sous-modules
By CByCZyCZ CE.
En répétant ce procédé, on obtient la suite de sous-modules de E; souhaitée
BicBCc..CcB,C..CZ,C..ZyCZ CFE.

avec pour chaque n, F,y1 = Zn / B, - En suivant la construction qui vient d’étre faite, la différentielle
n

Z B

dn+1 : Epy1 — En41 a pour noyau nH/B et pour image
n

courte

n+1 / B.- Ceci nous donne la suite exacte
n

0—— Zn+1/Bn *}Z”/Bn M)Bn"'l/Bn — 0

et donc Iisomorphisme voulu

Bn+1/Bn ~ (Zn/Bn)/ ~

(ZnH/Bn) - n/ZnH'

Réciproquement, en remontant la preuve l’isomorphisme fournit la suite exacte courte et donc les
différentielles, et la suite de sous-modules donne les modules F,. |

Définitions 1.7.
(i) On dit d’'un élément de E; qui apparait encore dans Z, qu'il survit a la r®™¢ page.
(ii) On appelle B, le sous-module de E; constitué des bords & la 7*™¢ page.



(#4i) On note

&,:ﬂ&la &@:UBH

respectivement ’ensemble des éléments de E; qui survivent toujours et qui sont les bords a
Pinfini. D’apres la proposition précédente, B, C Zoo, ce qui permet de définir la page limite ou
page infinie

Ew::Z“/Bm
(iv) Soit N > 1. On dit que la suite spectrale dégénere & la N'®™¢ page si Vr > N, d,. = 0.

Ce dernier point est particulierement intéressant, car dans ce cas la suite exacte courte
Z, Zr_q - = B
0 T/Br—l " /B7'—1 T/Br—l 0

de la proposition précédente donne Z,. = Z,._1 et B, = B,._1, pour tout » > N. La suite de sous-modules
de Fy devient alors

BicB,C..CBy.1=By=..=BsxCZyw=...=ZnN=ZN_1C..CZ CE

et on obtient finalement 7 7
EOO: OO/BOO = Nﬁl/BNfl :EN

Voyons cela sur deux exemples.

Exemple 1.8. Soit (E}*,d,) une suite spectrale telle que EY*? = {0} si p est pair ou si ¢ est impair.
Alors, la suite dégénere a la deuxieme page.

Il s’agit donc de montrer que d,. = 0 pour tout r > 1. Remarquons d’abord que si p+¢ # 1 mod 2,
alors E7"? = {0}, pour tout r > 1. En effet, dans ce cas p + ¢ est pair, donc p et ¢ sont soit tous les deux
pairs, soit tous les deux impairs et dans les deux cas E}7*? = {0} par hypothese. Soit maintenant r > 1 et
d, : EP9 — EPtra=rT1 yne différentielle. Alors (p+7)+(¢—r+1)=p+¢+1=0 mod 2, donc par ce
qui précede EPTTP=r+l = {0} soit d, = 0.

Exemple 1.9. Soient n; et ny dans N et (E*, d,.) une suite spectrale telle que EY*? = {0} pour p > ny
et ¢ > no. Cette suite dégénere a la page N, avec N = mln(m +1,n2+2).
- Supposons que N = ny + 1. Soit r > N et d, : EP9 — EPTH4="+1 yne différentielle. On a
p+r>p-+ng +1>ng, don par hypothese Ef+’"q L = {0} et d, = 0 pour tout r > N.
« Supposons que N = no+2, ie ng+1 < ny. Soit r > N. Danscecas,onaq¢—r+1<qg—n,—1<0,
et donc a nouveau d, = 0.

1.2 Construction des suites spectrales
1.2.1 Construction par des filtrations
Définitions 1.10. Soit M un A-module.
(i) Une filtration F' de M est une famille de sous-modules F' = (FPM),¢z telle que
{0} C...C FPip Cc FPMCFPH M C..CM (filtration croissante)
ou
MD.DFP 'MDFPMDFPHI'MD...D {0} (filtration décroissante)

On dit alors que M est un A-module filtré par F.
(#4) Une filtration de M est dite bornée ou finie s’il existe deux entiers s et ¢ tels que F*M = 0 et
FtM = M.

Zsip<O0

. _
WL sip>0 et la filtration F' = FPZ,

Exemple 1.11. Prenons A = M = Z. Alors, on pose FPZ = {

ainsi définie est une filtration décroissante de Z :

72O .OZD2Z D47 DO 8Z D 16Z D ...



Définition 1.12. Si M = (M, F) est un A-module filtré, on définit le module gradué associé a M,
noté Ef (M, F)(ou E§(M) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité), par

FPM P ) ‘ .
E§(M,F) =< ppys / -1 si la filtration est croissante
/ Fripg si la filtration est décroissante

Exemple 1.13. Dans 'exemple 1.11, le module gradué associé est donné par

{0}sip<O

E”Z,F:{ .
o( ) Z/QZSIZ)ZO

Exemple 1.14. Soit M un A-module filtré dont la filtration (décroissante) F' est bornée par s =n > 0
et t =0, c’est a dire qu'on a

M=F'M>F'M>..>F"'M>F"M = {0}.

k
Sous ces conditions, EF(M) = M/Fk“M est trivial sauf pour k € {0,...,n — 1}. Si on considere les
suites exactes courtes

0 — FFM —— FF1M — B —— 0

alors pour k =nona F* 1M = Eg_l (M), donc si on connait le module gradué associé, on peut retrouver
Fn=1M. On peut continuer ainsi jusqu’a k = 1, ol1 la suite exacte

0—— FIM M EQ 0

fournit des informations sur M qui permettent dans certains cas de le reconstruire. L’exemple 1.17 en
est une illustration (dans le cas des suites spectrales).

En pratique, on se placera toujours dans le cas ou le module admet une filtration bornée
par s=n>0et t=0.

Supposons maintenant qu’a la place d'un A-module filtré M = (M, F'), on dispose d’'un A-module
gradué filtré H* = (H*, F'), avec F' = (FPH"*),ez. On peut alors considérer la filtration en chaque degré
de H*, en posant FPH™ = FPH*NH" pour tous p et n. Un telle filtration est dite bornée si pour tout p,
il existe s > p et t > 0 tels que F*H? = H? et F*H? = {0}. Comme souligné plus haut pour les modules
fitrés, on se placera en pratique toujours dans le cas ou la filtration est bornée par s=n > p
et t =0.

Ceci permet de définir le module bigradué associé a4 un module gradué filtré (H*, F) :

FrHprt+a

, * / p—117p+q S1 F'* est croissante
EGU(H" F) = { [P Epta P H

/Fp“Hp*q si F'* est décroissante
Cette construction permet d’introduire la notion de convergence pour les suites spectrales :

Définition 1.15.
(¢) Une suite spectrale cohomologique (E**,d,.), converge vers un A-module gradué H* §’il existe
une filtration décroissante bornée F' = (FPH*),cz de H* telle que

EPY = EPYH* | F).

(i) Une suite spectrale homologique (E ,,d"), converge vers un A-module gradué H, s’il existe
une filtration croissante bornée F = (F,H,) de H, telle que

oo ~ ;70
Epq = Epg(He F).

(On a utilisé les notation duales pour le (i7)).



Remarque 1.16. Si une suite spectrale cohomologique du premier quadrant converge vers un A-
module gradué filtré H*, alors pour tout module H"™, on dispose d’une filtration de longueur n + 1

H"=F'H" > F'H" > ...D F"H" > F""'H" = {0}

avec 0 = F"H™ sur 'axe des abscisses et EOn = H" / 1 gn sur Vaxe des ordonnées. En particulier,
on a dans ce cas
FOH* = H* et FPYFHP = {0} pour tout k > 0.

On peut bien sir faire la méme remarque pour les suites homologiques du premier quadrant.

Exemple 1.17. Soit (E}*,d,), la suite spectrale cohomologique sur Z dont la page 2 est représentée
ci-dessous,

Page E2

ou on note C5 le groupe cyclique a 2 éléments, et dg’4 : Eg " ES -3 I’'unique différentielle que I’on suppose
non nulle.

On suppose que cette suite spectrale converge vers un Z-module gradué H*. Comme notre suite est
dans le premier quadrant, on dispose d’apres la remarque 1.16 d’une filtration bornée F' de H* telle que

* ~ FPHPta
ol 10 ) R P —

et
FOH* = H* et FPY*HP = {0} pour tout k > 0.

On va voir que 'on peut reconstruire H* a partir du bimodule gradué associé.
. , 0,4 p . s
D’abord, puisqu’on a supposé dg’ non nulle, c¢’est forcément 1’identité et donc

Bttt = p0) o 5= (V2)) (%) ="

27

donc la page 3 de notre suite spectrale est donnée par




On voit qu’il n’y a aucune fleche non nulle dans cette page, donc la suite dégénere et F35 = Fo, =
Eo(H*,F). On a alors pour HY :

HO — FOp0 — Eg,o — EO.0 _ Z/QZ
o .
0yl 1yl
Pour H', on a E%! =I"H /FlHl Z{O}ZEééO:F H /F2H1,et donc
H'=F°H'= F'H' = F?H' = {0}.

De la méme fagon on obtient H™ = {0} pour n =1,2,3,4.

27175
Pour H®, on a E§’3 = Eggf = Z/QZ — F°H /F3H5 donc il existe une suite exacte courte

0 F3HP HP Z /oy — 0

et comme F3H® = FAH® = FPH® = FSH® = {0}, on obtient H> = Z/QZ' On peut appliquer le méme
raisonnement sur H 7, et on trouve finalement

/ R
H”:{ /2Z sin=0,5,7

0 sinon

En résumé, on a pu décrire entierement la cible de notre suite spectrale de départ grace au bigradué
associé.

Remarque 1.18. Dans notre exemple, ces informations pouvaient se lire facilement sur la page limite
(ici la page 3) en regardant les seules diagonales non nulles n = 0, 5 et 7 et en calculant directement
I’homologie (puisqu’ici il n’y a qu’un seul terme non nul sur chaque diagonale).

Jusqu’a présent nous avons vu ce qu’était un module filtré, un module gradué filtré ainsi qu’une
différentielle. Pour énoncer le résultat principal de cette partie, nous avons besoin de combiner ces notions,
ce qui fait 'objet de la définition suivante :

Définition 1.19. Un module différentiel gradué filtré est un triplet (M*,d, F'), ou (M*, F) est un
A-module gradué filtré et d : M* — M* une différentielle vérifiant :

(i) dod =0

(i) d(M™) C M™ ! ou d(M™) C M™ ! (d est de degré 1 ou —1)

(i1i) d(FPM*) C FPM* (d respecte la filtration).

Remarque 1.20. Si M* est un A-module différentiel gradué filtré, on note i, l'inclusion de FPM™* dans
M*. Alors, pour tout degré n, la (co)homologie H™(M*, d) hérite d’une filtration donnée par

FPH™(M*,d) = im H"(i,) : H"(FPM*,d) — H"(M*,d).

Théoreme 1.21. Si (M*,d, F) est un A-module différentiel gradué filtré, alors ce dernier détermine une
suite spectrale cohomologique (EX*, dy)r=1,2,.. dont la premiére page est donnée par

D *
EPY Herq(F M /FP+1M*’d>'

Cette suite est appelé suite spectrale du module filtré (M*,d, F).
Si de plus la filtration (décroissante) de M* est bornée avec s =n >0 et t =0, c’est a dire

M*=F'M*> F'M* > ... D F" 'M* > F"M* = {0},
alors la suite spectrale converge vers le module gradué filtré H*(M*,d), c’est a dire

~ ) * * * Tk * ~ FpHp+q M*,d
BT = qu(H (M*,d), F*H"(M 7d)) = (M, )/Fp"‘al"‘q(M* d)’

Démonstration. Soit (M*,d,F) un A-module différentiel gradué filtré. On dispose d’une filtration
décroissante F' = (FPM™),¢z telle que pour tous p et g,

.. D FP2p\pta o ppolpypta o prppte o

11



De plus, d respecte cette filtration et est de degré 1 donc pour tous p et g,
d(FPMPTT) C Pyttt
On commence par quelques notations : pour tout r > 0, on définit
Zria = [FPMPTIN d-1 (Fp+rMp+q+1)
Br1 = FPMPHIN d(Fp—TMp+q—1)

et pour r = —1,
ZP0 = FPHIMPTe ot BPY = d(FPTiMPTeTh.

Enfin, pour » = 0o, on pose
709 =kerd N FPMP™ et B29 =imdnN FPMPTI,
Remarquons que puisque d respecte la filtration et que celle-ci est décroissante, on a la tour d’inclusions
By cBMMc..cBRlczrtC...czZytczs

ainsi que l'inclusion suivante, que nous noterons (*),

d(zg= ) € BY )
puisque
d(zp=ratr=1) = cl(FZ"*TMp*q*1 N dil(F”Merq))
c FrMPTran d(prrMpﬂfl)
= Bg’q

Il s’agit maintenant, & partir de ces données, de construire une suite spectrale cohomologique vérifiant
les égalités du théoreme. On a donc quatre étapes a effectuer :

(¢) Définir une famille de modules différentiels bigradués (E**,d;)r=01,...

(i4) Définir une famille d’isomorphismes ¢, : E;\", — H**(E>*,d,)

(#1) Vérifier que notre suite spectrale définie en (i) et (i4) a bien la premiére page souhaitée.

(iv) Vérifier que, si on suppose la filtration F' de M* bornée, alors notre suite spectrale converge
vers H*(M*,d).

On peut a présent débuter la preuve :

(¢) On pose, pour 0 < r < co et pour tous p et q :

Ef’qzzf’q/ P.q D,q
Z,% + B,

On note w29 : ZP9 — ZP9 la projection canonique, dont le noyau est donc donné par
ker 724 = ZP9, 4 BP9, |
On veut équiper chaque module gradué E’* d’une différentielle d,., qui sera induite de d. On peut déja

remarquer que, d’apres (*) d(ZP1) C Betma—r+l ¢ zptma=r+l ce qui permet de voir d comme application
de ZP9 vers ZPT4="+1 ot donc de construire le diagramme suivant :

p+r,g—r+1

gpa 4 gptrg-r+l T pptrg-r+l
T T T
.
J/ﬂ.p,q //_,,—"’
4 T
P -
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L’application d, est bien définie, puisque, toujours d’apres (*), on a

A(ZPT 4 BRY) = d(ZP )+ d(BRY)
BT 40

+r—1,q—r +q,q—r+1
Zf—l Ty Bf_f q—r+

N N

p+r,q—r+1
ker ¥

ce qui implique que 72+t ~1 o d(ker 72+7) = 0. Enfin, comme dod = 0, on a aussi d,. od, = 0 et donc d,
est bien une différentielle de bidegré (r,1—r). On a donc construit notre suite spectrale (E**,d,)r=o1,...-

(#4) T s’agit maintenant de montrer que, pour tout r > 0 et tous p, g, il existe un isomorphisme ¢ :
EP8 = HPY(E** d,). Pour cela, on consideére le diagramme suivant :

r+1
p+1,q—1 D,q < P,q C pq _ d prg—r+1
Zr + Br Zr+1 Z’r‘ Z’l“
lﬂf"‘ J{wf’q lﬂrp%»r,qfrqtl
ker d,. < Epa dr Eptra=rtl

|

HP4(E** d,)

|

0
Commengons par vérifier qu’on a bien 7r£7q(fo1) = ker d,.. Le carré de droite du diagramme commute
par construction de d,, donc d, o 724 = 7PT"4="+1 o d et donc d, o wP9(z) = 0 si et seulement si

d(z) € ker g = ZPHHLITT o of seulement si z € Z2% + ZPF 1971 d’apres les définitions de Z1*
et By". Ainsi, on obtient
p,q)—1 — 7P p+1,q—1
(r2 )" kerd, = Z7\ + Z) 100,

1,1
et comme ZP1 1

C ker 29, on a bien finalement
, +1q-1\ _ )
kerd, = w(Z80 + Z2T0770) = n(ZE0).
Pour construire les isomorphismes ¢,., on a besoin de montrer I’égalité suivante :
1,q—1 g _ P q\—17:
zbrhat 4 ppt = 704 0 ((a29) " (imd,.)).
On sait déja, par construction de d, et par 'inclusion (*), que
i d, = a7 o d( 27T = AP(BE),
donc en appliquant (729)~1 on trouve
(72)~Y(imd,) = BP9+ ker P4
= B+ B+ 200
- Bz

Ensuite, puisqu’on veut intersecter avec fol, on peut remarquer que, par décroissance de la filtration
F,ona

fol N ijllvqfl — (FerlMerq N dfl(FerrMerqH)) N (FpMp+q N dfl(Fp+r+1Mp+q+1))
= Fprtlpptangd-t (Fp+r+1 Mp+q+1)
— Zqzﬂﬂrl,qfl

Alors, en rassemblant les deux calculs précédents, on obtient bien

200 0 (72 )~ imde)) = 208 0 (20510 Bpa) = Zpthat 4 ppe.
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On peut enfin construire nos isomorphismes ¢, : on pose pour chaque r > 0, p,. : kerd,, — HP9(E** d,)
la projection canonique, et on définit ¢, comme étant la composée de p, avec w29 : fol — kerd, :

bp = pp ol Z0I HPI(ED" d,).
Alors, le noyau de ¢, est donné, grace a ’égalité précédente, par
ker ¢, = ker p, o 704 = ZP% 0 ((729) "} (imd,)) = ZP 1971 + BP,
donc par passage au quotient, ¢, définit bien un isomorphisme

ZZD#I

Hp’q(E:’*,d,») o~ Lt _ P9

/Zf-‘-l,q—l + B”p,q - ET’+1'

(#43) On dispose maintenant d’une suite spectrale bien définie (E;*,d;),=0.1,... Nous devons & présent
vérifier que cette derniere a bien la page 1 donnée par le théoreme, a savoir que

p *
EPY Hrta (F M /FPJFlM*’d).
Regardons d’abord la page 0 : par définition de E;™, Z;"" et By, on a

D,q
Ep’q — ZO _
0 /Zﬂ-l,q 1 _|_BI_)711

Fi Mi 1 +d FJ Ml 1 ’

Alors, comme d respecte la filtration, on a

, FP)[r+a
Eg? = /Fp-&-lMp-s-q'

Par ailleurs, la différentielle dg : E2? — EP9t! est induite de d : 289 = FPMP+e — z09TE — prpptatt
donc en fait on a bien

BP9 = HPU(ES* dy) = Hp+q(FpM*/Fp+1M*,d).

(tv) Pour ce dernier point, on suppose que la filtration F' = (FPM*), de M* est de plus bornée, avec
s=mn>0ett=0. Autrement dit, on dispose d’une filtration décroissante de M* telle que

M*=F'M*> F'M* > ...D F"'M* > F"M* = {0}.
D’apres la remarque 1.20, si on note ), : FPM* — M* l'inclusion naturelle pour tout p, on dispose
également d’une filtration décroissante pour H*(M™*,d) dont les termes sont donnés par
qu__[p-&-quw*7 d) = im (Hp-l-q(ip))

pour tous p et g. Alors, comme la filtration de M* est bornée, il est clair que celle induite sur H*(M*, d)
I’est aussi. Il reste & vérifier qu’on a bien

B = FpHerq(M*’d)/FpHHHq(M* d)’

Pour cela, on définit les projections canoniques
mhd o ZP — ED
m : kerd — H(M*,d)
avec ker 04 = ZP-4 4+ BP:9. Alors, toujours avec les notations de la remarque 1.20, on a
FPHPY(M*,d) = im (HP*(i,)) = 7(FPMPT9 Nkerd) = 7(Z29),

ce qui permet de voir m comme une application de Z2:4 vers FP HPT4(M*, d), et donc d’écrire le diagramme
suivant :
zZra T FpHp+q(M*,d)

.y
T{'p"q ///
l ® T de

P,q
E%
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L’application d, est bien définie, puisque
m(ker m27) = w(Z%1 + BEA) = FPT HPTI(M*, d).

Enfin, en calculant le noyau de cette nouvelle application, on constate que

kerde, = mbo (w—l (FPHiHPHa(M*, d)) O Zg;ﬂ)
= b (Zgjlxq*1 nd(M*) N Z&q>
C mya(ZEret + BR)

=0

et donc doo @ ERT — FPHPM(M*’d)/Fp+1Hp+q(M*’d) est bien un isomorphisme, ce qui acheve la

preuve. |

1.2.2 Construction par des couples exacts

Définition 1.22. Un couple exact C est la donnée :
(i) d’une paire (D, E) de A-modules
(#4) d’un triplet (7, j, k) de morphismes de A-modules avec i : D — D, j: D — E, k: E — D tels
que im¢ = ker j, im j = ker k et im k = keri. Autrement dit, le diagramme suivant doit étre exact
en chaque sommet :

On note C = {D, E, 1, j,k} un tel couple exact.

Exemple 1.23. Considérons la suite exacte courte classique

0 Z-47 Z) 7 ——0

ol u, désigne la multiplication par n. On se donne un Z-module gradué différentiel (M*,d) que 1'on
suppose plat (c’est & dire que, pour tout n, le module M™ est plat). De fait, le foncteur M* ® — est exact,
et donc en tensorisant sur Z par M*, on obtient la suite exacte courte

* Hn * * 7
0 M M M*®%/ .7 ——0

ou i, désigne 'application induite par u, sous l'isomorphisme M* = M* ® Z, qui est encore la multi-
plication par n. Alors, d’apres le théoréme des suites exactes longues en (co)homologie, on obtient un
couple exact

H* (pin)

Iy —

H (M@ %/ )

H*(M*) H*(M*)

ou ¢ désigne le morphisme de connexion.

Lemme 1.24. Si C = {D, E,i,j,k} est un couple exact, alors E muni de d = j ok est un A-module
différentiel.

Démonstration. Comme C est un couple exact, ker k = im j donc ko j =0 et

dod:(jok)o(jok):jo(k‘oj)ok‘zo.
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Lemme 1.25. Soit C = {D,E,i,j,k} un couple exact, avec (E,d) le A-module différentiel équipé de
d=jok. On pose

E'=H(E,d) ="/ et D =iD)=imi.

Alors, les trois applications suivantes sont bien définies :

i'=ilpp : D — D j . D = F kK E — D’
i(r) — i%(x) i) — jlx)+d(E) z+dE) — k(z)
Démonstration. « Pour ¢/ il n’y a évidemment rien & vérifier.

+ Soit y € D’ tel que y = i(x) = i(z') avec x,2’ € D. Alors, z — 2’ € keri = imk donc il existe
z € E tel que k(y) = x — 2’ et jok(z) = d(z) = j(z) — j(a’), donc j(z) € j(z') + d(E) soit
4’ (i(z)) = j/(i(z')). Ainsi j’ ne dépend pas de I'antécédent choisi, donc j' est bien définie.

« Soit x +d(E) = ' + d(E) € E'. Il existe e € E tel que 2’ = z + d(e) et donc on a k(z') =
k(x) + kod(e) = k(z) + ko jok(e) = k(x) puisque imj = ker k. Ainsi, ¥’ ne dépend pas du
représentant choisi. De plus, si  + d(F) € F’, alors © € kerd et d(x) = jo k(z) = 0, dou
k(xz) € kerj =imi = D', et donc k' est bien définie.

]

Définition 1.26. Avec les notations du lemme précédent, ’ensemble C' = {D’, F’,i',j', k'} est appelé
couple dérivé de C. 1l est donné par le diagramme suivant :

) )
H(E,d)

Proposition 1.27. SiC = {D, E,i,j,k} est un couple exact, alors le couple dérivé C' l'est aussi.

p——"Y
Démonstration. On doit montrer que le diagramme \ / est exact en chaque sommet.

. Comme D' =imi = D/keri on a

kerj' ={z e D' | j(z) € d(E)} :j_l(imd)/keri :jl(j(imk))/keri

_ (imk+kerj) o (keritkerj), . _i(yerj)=i(imi)=imi

+ erd = imi N keri = kerj N imk = k(K™ (kerj) ) = k(kerd) = &' (Krd /o) = 1/(E) = im
* ker &/ :kerk/imd:imj/imd:imj/imd:imj/
m

Nous allons maintenant réitérer ce processus, et ainsi construire par récurrence le n'®™¢ couple dérivé
de C : pour n =0, on pose C(? :=C avec D© = D et E(® = E. et pour n > 1,

cm —{D(”) E(n) z(n) (n) k(")} (C(n—l))’
modules dérivés

D™ = im iV et B = gH(EMD 4Y)

avec les n'cmes

la différentielle
dm = j(n) o k™

et les applications i), () et k(™ qui sont induites par 4, j et k comme suit :

i =i pmy DM — D
i1 (z) = i(i () = i"(z)
4 . D) - E@)
i(nfl)(z) — j(nfl)(z) + d(nfl)(E(nfl))
k(1) . E®) - D0

r+d"D(ECD) = kO (g)
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Le n'®™¢ couple dérivé de C = {D, E, i, j, k} est donc donné (par itération) par le diagramme suivant :

)

ku\ 5

H(E(nfl)’ d(n))

i(n_l)(D> ’i(n_l)(D)

La proposition 1.27 s’applique : par récurrence, si C("~1 est exact, alors C™ Dest aussi. On voit
maintenant apparaitre les suites spectrales, puisqu’on a la relation Bt = H (E("),d(")). Avant de
pouvoir formaliser cela, on a besoin d’une derniere définition :

Définition 1.28. Un couple exact bigradué C** est la donnée :
(1) d’une paire (D**, E**) de A-modules bigradués
(#4) d’un triplet (¢%*,j%*, k**) de morphismes de A-modules bigradués de degrés respectifs (—1,1),
(0,0) et (1,0), tels que le diagramme suivant

D*,* i D*7*

k‘\ A

est exact en chaque sommet et en tout degré.

Pour alléger les notations, on oubliera la bigraduation sur les morphismes lorsque celle-ci n’est pas in-
dispensable pour la compréhension. On peut représenter un couple exact bigradué C*** de deux manieres :
la premiere est donnée par le diagramme suivant

| |
. L Dp+2’q*1 % Ep+2’q*1 L Dp+37q*1 %

L L

Lk o prtta I pptla k. ppt2g I

L L

ok o ppaett I ppaetl _k  ppt3g+l I

L L

ou si on se déplace d’une fleche verticale puis de deux a I’horizontale on a une suite exacte. La deuxieme
est ”d’oublier” un des degrés, ce qui donne

... —y DptL : : pr-tx L,

DP*
B

Ep—1*

et c’est ce qu’on appelle couple exact déroulé.

On peut a présent énoncer le résultat fondamental de cette partie :

Théoreme 1.29. Si C** = {D** E** i,j,k} est un couple exact bigradué, alors ce dernier détermine
une suite spectrale cohomologique (Ef*,d,)r=12,.. en posant :

EP* = (B0 = B aecd; =d=jok

Ey* = (E*)V = (B~ = H(E}*,dy), avecdy =d' =j' ok

et par récurrence

Ex* = (B0 = H(E, dr_1), avec d, =d7™Y = ;0D o k=1 = j ok,

r—1

oty (E**)("=1) est le (r — 1) module dérivé du module bigradué E**.
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Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur r» > 1. Vérifions que d, ainsi définie ait le
bon degré, c’est a dire que bidegd, = (r,1 —r). On a E"" = E** muni de d; = §O o kO = jok,
donc bidegd; = (1,0) + (0,0) = (1,0). Supposons que pour r > 1, on ait bidegj,_; = bideg;j("=2 =
(r — 2,2 — ), bidegk,_; = bidegk(""? = (1,0) et donc que bidegd, ; = bidegj, 1 0 k.1 =
(r — 1,2 — 7). Alors, par définition on a directement bidegk, = bidegk("~1) = (1,0). Ensuite, on
a jr V(0D (z)) = ;0D (z) + d""D(ET=2) donc si j77D(2) € (EP9)"=2), alors par hypothese
de récurrence x € (DP—7‘+37’1+7"—3)(7'_3). Or par définition de i) on a bidegi("=? = (—1,1), donc
i) ( Dpfr+s,q+r73)<’“*2> = (Drr+2a+r=2) "V Qo bidegiT2(z) = (p—r + 2, + 1 — 2), et fi-
nalement bideg j("=Y = (r — 1,1 — 7) = bideg j,. Ainsi, on a bien

bideg d,, = bidegd"™Y = (r — 1,1 —r) 4 (1,0) = (r,1 — 1)

et
B = (E*,*)(r—l) _ H((E*,*)(r—2)’d(r—2)) _ H(E*’* dv_1)

r—1»
donc on a bien une suite spectrale cohomologique. ]
Remarque 1.30. On fera attention & la convention qui vient d’étre posée (sans le dire) sur les appli-

cations, & savoir que 4, = i""V, j,. = ;01 et k, = kO~ avec bidegi, = (—1,1), bidegk, = (1,0) et
bideg j, = bideg j"~Y = (r — 1,1 — 7). De méme, on a d, = d"~Y de bidegré (r,1 — ).

Le théoreme qui vient d’étre démontré affirme qu’'un couple exact bigradué détermine une suite spec-
trale ; on va maintenant voir que ’on peut donner une description explicite de cette suite spectrale. On
utilisera pour cela les notations du couple exact déroulé ainsi que le lemme suivant :

Lemme 1.31. Soit C** = {D**, E** i,j,k} un couple exact bigradué. Il existe pour chaque p une
description du module dérivé (EP*)', donnée par

(EP*Y = k= (imi : DPT2* — DP‘H**)/
j(keri: DP* — DP=1¥)

Démonstration. En simplifiant les notations, on a k~!(imi) = k=1 (ker j) = ker j o k = kerd et j(keri) =

j(imk) =imjok =imd, et donc E' = kerd/imd = k_l(imi)/j(keri). [ ]

Proposition 1.32. Pour tous p et r, on pose

AN
S
Il

k=l(im" ™' : DT 5 DL

j(keri™=1: DP* —y Dp=r+l)

oy
=
I

ou i"~1 désigne la composée de i avec elle-méme r — 1 fois. Ces sous-modules de EP* fournissent une
description de la suite spectrale associée au couple exact bigradué C** = {D** E** i, j k} :

* w\(r—1) ~ ZP*
S

Démonstration. On va appliquer le lemme précédent & (EY™) = H(EL™, dy) = E5™ avec dy = ) 0 k),
En faisant cela, on obtient

—1(; AN P42,%\/ Dp-‘,—l,* /
E.p,*/:k‘ (1m2.(D )—>( ))
( 2 ) /j(keri/ . (Dp,*)/ N (Dp—l,*)/)
_ kY (imd s i(DP) z’(Dp“’*))/

j(kerd : i(DPHI*) = i(DPF))
M D DAL
j(keri? : DP* — DP=2%)
D, *

3
P,*
/ B
— EP*
= [?3

Ensuite, comme Papplication (") est induite de %, on obtient la bonne description de EP* en répétant ce
méme procédé. |
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Corollaire 1.33. Pour tout r > 1, il existe une suite exacte courte

Dp’*/ ] D%

J
R (ker (i : DP* — DP=r*) 4 §(Dr+1e)) — Bk

— & m(i" : DPFTLE —y DPHLEY A ker (51 DPFLF 5 DPF) 5 0

Démonstration. Pour cette démonstration, on reprend la proposition précédente en allégeant les notations.
On commence par définir k en utilisant le diagramme suivant :

j(keri™)

|

k~(imi") —E imi" Nimk — 0

|

P,*
Er+1

|

0

La suite verticale est exacte d’apres la proposition précédente et comme k o j = 0, par propriété
universelle du quotient k est bien définie. De plus, k est surjective donc k aussi, et le diagramme est bien
exact en chaque sommet.

Pour définir j, on commence par construire 5 comme sur le diagramme suivant, ou les deux lignes
sont exactes :

0 —— i(DP*H*) + kerd” Dr= Dpy*/i(Dpﬂ ) +kerqm 0

| ! [

00— j(keri") im j mJfopir ———— 0

Comme ici j est surjective, par le lemme des cinq j est aussi. Alors, puisque im j = ker k = k=1(0)
k~1(im4"), on pose
= . Dp* ker k
' /i(DYDH7 %) + kerit [kerir
[z] = [i(@)] = (@) + j(keri")

71 . .
k= (im ZT)/j(ker jr)» on va montrer qu’elle est injective.

J ainsi définie est surjective, et puisque EX} =
. ¥ - - -
Soient [z] et [y] deux classes dans D /i(Dp"’l,*)—kkeri’“ telles que jlz] = jly]. Alors, jlz —y] =
[j(z —r)] =0, donc j(x —y) € j(keri"), et donc x —y € ker j + keri” = imi + keri", d’ou [z] = [y]. On
. - Pp,* * .. . P el .= T
obtient donc que j : D //L'(Dp+17 %) + ker i — Efjrl est injective, et comme par définition im j = ker k,

la suite énoncée est bien exacte. [ |

1.2.3 L’équivalence des deux approches

On a vu au cours des deux parties précédentes deux fagons d’obtenir une suite spectrale : en prenant
une filtration sur un module différentiel gradué ou en prenant un couple exact bigradué. Dans les deux
cas, les théoremes 1.21 et 1.29 font apparaitre une suite spectrale, et le but de cette partie est de montrer
qu’elles coincident.

Pour cela, on va prendre (M*,d,F) un A-module différentiel gradué filtré, dont la filtration est
décroissante, et construire un couple exact bigradué a partir de ce dernier. On sait que pour chaque
degré p de la filtration, on a une suite exacte courte

0 —— FPOM —— P s FPMY e —— 0

et comme d respecte la filtration, cette suite est une suite exacte courte de modules gradués
différentiels. Alors, d’apres le théoreme des suites exactes longues en cohomologie, on a
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. —2 grra(prriN) — L grra(FR) I, grta (FPM/FPHM)
kL, geraty(pering) b getatl(pepg) L HP*"“(FPM/FWM) o, .
avec 0 est le morphisme de connexion. On définit maintenant deux modules bigradués D** et E** par

DP1 = gPTI(FPM*) et BP9 = Hm_q(FpM*/FerlM*)-

Avec tout ceci et en posant k := 0, on obtient un couple exact bigradué

avec
k. pptla-l i, ppa I, ppa _k , pptlg i,

En particulier, on voit avec la suite exacte longue que bidegi = (—1,1), bidegj = (0,0) et bidegk =
(1,0), donc d’apres le théoreme 1.29, ce couple exact bigradué détermine bien une suite spectrale. La
proposition suivante montre que cette suite spectrale coincide avec la suite spectrale du module filtré
(M*,d, F) donnée par le théoréme 1.21.

Proposition 1.34. Si (M*,d,F) est un A-module différentiel gradué filtré avec F wune filtration
décroissante, alors la suite spectrale associée coincide avec la suite spectrale donnée par le couple exact
construit comme ci-dessus.

Démonstration. On va montrer que la page r de la suite spectrale associée au couple exact, dont une

_1 . o
expression a été donnée & la proposition 1.32 par EP4 = k= (imi") / j(kerim=1)’ coincide avec celle donnée
dans la preuve du théoreme 1.21, c’est a dire
P,
Epa — 2 B
=T g g,

avec ZP4 = FPMPTIN dfl(Fp+rMp+q+1) et BP4 = FPMPTIN d(prrJrlMerqfl).
Soit [z + FPH1M] € EP? = Hp+a (F M i M), avec & € FPMPH et d(z) € FPMPT+ (ou d est

la différentielle associée & F}"" qui respecte la filtration). Les morphismes k et j de la suite exacte longue
en cohomologie peuvent étre décrit explicitement sur cette classe par

E([x + FPTIM)) = [d(z)] et j([z]) = [z + FPT M].
: —1/: -7 Zp,q - r—1 prq
On va maintenant montrer que k' (im¢") = “r /Fp+1Mp+q et j(keri" 1) = 7"—1/Ferlj\/ijrq.
D’abord, [z + FPTIM] € k=1(imi"~1) si et seulement si [d(z)] € imi"~! si et seulement si d(z) €

FPFTr MPTa+L puisque bidegi = (—1,1). Ainsi, x € FPMPT N d=L(FPHrMPHatl) = ZP4 d’on

A 2]
k™ (im ):Zr /Fp+1Mp+q-

Ensuite, on regarde ker i"~! comme sous-module de HP™9(FP M), et alors une classe [x] de HPT(FP M)
est dans keri"~1 si et seulement si x € FPMPHY et d(x) € FP~"FIMPTI=L Ainsi, o € FPMPTIN
d(FP=r+1ppTa=1) = BP9 et donc par définition de j, on obtient

P,
jlkeri™™t) = Br_l/Fp+1Mp+q~
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Grace a ces deux égalités, on obtient finalement
EPd — k‘_l(imir)/

T j(kerim—1)
o

F

/ P+1Mp+q)/
Bpaq

( 7'_1/Fp+1_]\4p+q)

(2

/Fp+1Mp+q)/

r—1

1,q—1 ,
(ZIH‘ q +B£—ql/ )
Fp+1prp+a

an/

frg s

- p+1,g—1 D,q
Z.' + B

et donc les deux suites spectrales coincident. |

1.3 Quelques applications algébriques

L’objectif de cette partie est de construire deux suites spectrales a partir d’'un complexe double qui
convergent vers la (co)homologie du complexe total associé. On utilisera ensuite ces suites spectrales afin
de démontrer deux résultats classiques en algebre homologique. Noter qu’on passera en notations duales
(homologiques) pour les applications.

1.3.1 Suites spectrales associées a un complexe double
Définition 1.35. Un complexe double est un triplet (C** d’,d"”) ot C** est un A-module bigradué
muni de deux applications A-linéaires d’' : C** — C** et d"” : C** — C** de degrés respectifs (1,0) et
(0,1) et telles que d' od' =d" od" =d' od’+d"od =0.
On représente un complexe double (C**,d’,d") par le diagramme suivant :
o — gl ontlmil

1T

crm & omttm
! !

Dans toute la suite, d’ désignera la différentielle horizontale du complexe double considéré, et d” la
différentielle verticale.

Définition 1.36. Le complexe total ( Tot (C**)",d) associé & un complexe double (C**,d’,d") est
un module différentiel gradué donné par

Tot (C**) = (Tot (C*’*)n)nEZ et d = (d")nez,

ou pour chaque n
Tot (C**)":= @ CP9etd == Y (dP7+d""9).

pt+q=n pt+g=n

La question est de savoir comment calculer la (co)homologie de ce complexe. Pour cela, on va
construire deux suites spectrales qui convergent vers cette derniere. Dans toute la suite, on considere un
complexe double (C**,d',d") du premier quadrant, c’est & dire que C?? = 0 pour tous p, ¢ < 0. Pour
alléger les notations, oubliera la bigraduation de C' = C**.

Nous allons commencer par construire deux filtrations décroissantes du complexe total Tot (C) :
pour tous n et p, on pose

P Tot(C)" = @D C™ " ety FP Tot (C)" = @ C .

r>p r>p
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Intuitivement, la premiere filtration filtre le complexe par les colonnes, et la deuxieme par les lignes.
Ces deux filtrations sont bien sir bornées, puisque CP? = 0 pour p,q < 0, et il est clair que
d(,FP(Tot (C)") € F?(Tot(C)") pour tout p (de méme pour ,F*), donc que d respecte ces filtra-
tions. Par ailleurs, ces filtrations donnent & Tot (C')* une structure de module différentiel gradué filtré,
ce qui sera indispensable pour en extraire une suite spectrale. Posons enfin

H5*(C) = H(C**,d') et H**(C)=H(C**,d")
respectivement la cohomologie du complexe horizontal et vertical de C.

Proposition 1.37. ((H**(C),d") et (WH**(C),d") sont deuz modules différentiels bigradués, avec d' et
d" les applications induites de d’ et d”.

Démonstration. Vérifions que d’ et d”’ sont bien définies. On a

" . H™™(C) — H"™YCO) d : pHY™(C) — H"Lm(0)
$+d'(0n’m) — d”(x) er/(cfn,erl) z+d”(C”’m) — d’(:z:) er”(CnJrl’m)
Prenons z et 2+d’(a) deux représentants de la classe [x], avec x € ker d'. Alors, d’od”(x) = —d"od'(z) =0

et d'(d"(z)+d"od(a)) = —=d" od'(x) —d" od od'(a) = 0 donc d"(x) et d’(z + d'(a)) sont dans le noyau
de d'. De plus, d’(z) +d" od'(a) = d"(z) — d' o d"(a), donc [d"(z)] = [d"(x + d'(a))]. Ainsi, d” est
bien défini. On fait de méme pour d’. Par ailleurs, d’ et d” sont des différentielles par construction, avec
bideg d’ = (1,0) et bidegd” = (0,1). [ |

On peut maintenant énoncer le théoréme essentiel de cette partie, qui fournit deux suites spectrales
associées a notre complexe double :

Théoreme 1.38. Soit (C**,d’,d") un complexe double du premier quadrant. Alors, il existe deux suites
spectrales ((E* 1 dy)r=12,... €t (WE}* 2 dy)r=12,.. qui convergent toutes deux vers H*(Tot (C)*, d) et dont
les deux premiéres pages sont données par

IEik7* IIH*’*(C) et IIEik7*
By (©)

H* wH IIE;*
Démonstration. Nous avons construit plus haut deux modules différentiels gradués filtrés,
(Tot ()", d, IF) et (Tot ()", d, HF), dont les filtrations sont bornées. Le théoréme 1.21 s’applique :
il existe deux suites spectrales cohomologiques ((E;"*,1 dy)r=1,2,... €t (uE}*,2dy)r=1,2, .. dont la premiere

page est donnée respectivement par

IH*,* (C)
wH** (H(C)

111
1111

IEf’q ~ fpta (IFP Tot *,d) ot HE{MI ~ fpta <HFp Tot (C)*/

C *
©y FPHTot () WFPHITot (C)*’d>

et qui convergent vers H*(Tot (C)*,d). Il ne reste plus qu’a montrer que les deux premiéres pages sont
bien celles données par le théoreme. On le fait pour (E}*,1 d;)p=12, ., la deuxiéme suivra par symétrie.

Pour Eq, remarquons d’abord que, par constructions de la filtration ;F’, on a

FP Tot (C)P+1 ~ Oopta

/ P Tot (C)PH9
pour tous p et q. De plus, on a d = d' + d” par définition, et d'(;F? Tot (C)*) C FP*! Tot (C)*, donc la
différentielle induite par cet isomorphisme est bien d”. Ainsi, on obtient E}"? = HP4(C,d") = HP(C),
ce qui donne la premiere page.

Pour simplifier les notations, on notera & partir de maintenant ;£ pour ;F? Tot (C)".

Passons a |y : on sait que (FY? = HP (B dy) = H(HH”"I(C’), dy), donc il suffit de montrer que
di1 = d'. Pour cela, on définit trois applications i, j et k comme suit :

i. o HPRIEPTY) s HPRO(FP)
j . H;D"FQ(IFP) — Hp-i-q (IFP/IFP+1)
[z] = o PP

b (P ) e
1
[z + FPH] = [d(w)]
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ou ¢ et j sont les applications induites en homologie respectivement de l'inclusion et de la surjection
naturelle, et k est le morphisme de connexion dans la suite exacte longue associée a la suite exacte courte

0 Naas FP IFp/IFp“ —— 0 . D’apres ce qui précede, on a

D *
H20(C) = Bpt = mra(FUINOY g 0y0d)

donc on a le diagramme suivant :

d1

WHP(C) qu+1,q(C)
+1
nHPT (IFP /IFP'H) Hp+q+1 (IFP /IFP+2)
pHPrOR( ety i pHPORL(perly T getatl( f)

ou 'on voit apparaitre le méme couple exact que celui donné dans la partie 1.2.3. La proposition 1.34 de
cette derniere nous donne d’une part que d; = j o k. D’autre part, en définissant j et k sur une classe
[2] de (HPT9, avec z € kerd” : CP? — CP9T1 on obtient alors que k[z] = [d(z)] = [d'(z)], et donc
jokl[z] = j[d(2)] = [d'(2) + FP*?] = d'[z]. On a donc bien d; = d'.

Pour obtenir le résultat sur ,F3"*, on applique le méme raisonnement au complexe transposé ‘CP»4 =
CoP, avec td' = d’ et *'d”’ = d'. Alors Tot (*C)* = Tot (C)* et donc ,FPTot (C)* = FPTot (*C)" et la
méme preuve s’applique. |

1.3.2 Foncteurs dérivés

Dans cette partie et celle qui suit, nous allons utiliser la remarque 1.4 faite au tout début de la
section 1, et ainsi passer en homologie : nous utiliserons donc les notations duales ainsi que la version
duale du théoreme 1.38.

Soit M est un A-module & droite, N un A-module & gauche. On note L, (M ® —)(N) le ni*™¢ foncteur
dérivé a gauche du foncteur M ® —. Nous allons démontrer, en utilisant le théoréeme 1.38 de la partie
précédente et donc les suites spectrales associées a un complexe double, le résultat d’algebre homologique
classique suivant :

Proposition 1.39. Pour tout n, L,(M ® —)(N) = L,(— ® M)(N).

Démonstration. Prenons deux résolutions projectives P. — M et Q. — N de M et N respectivement. On
peut considérer le complexe double (C. x,d) = (Pi,d’) @ (Q+,d"), puis le complexe total (Tot(C),,d) =
((P ®Q)x, d). La version homologique du théoreme 1.38 nous donne 'existence de deux suites spectrales
E7, et EL, qui convergent toutes deux vers H, ((P ® Q) ). Ce méme théoréme nous dit aussi que

Epy = uHpq(P.® Q) = H(P, ® Qg d") = P, ® H,y(Q)

car pour tout p, P, est projectif et donc P, ® — est exact. De méme, on a
1
HEp,q = Hq(P) ® QP'

Alors, la deuxieéme page de (F7 . est donnée par

*,%

H(P,®N,d') = Ly(—®N)(M) siqg=0

IEzz),q = Hypq uHp (P ®Q.) = H(P, ® Hy(Q),d') = { 0 sinon

puisque @. — N est une résolution projective de N. Cette deuxieme page est constituée d’une seule ligne,
donc la suite dégénere et (EZ, = (E2%,, donc (El, converge vers L,(— ® N)(M) = H,((P ® Q).)). De
la méme maniere, la deuxieéme page de ;£ , est donnée par

H(M® Qp,d) =L,(M®—)(N)sig=0

“E;q = ulpg iHp (P ® Qi) = H(HQ(P) ® Qpad/) - { 0 sinon
donc EI, dégénere et (B2, = LE°,, donc (EL, converge vers L,(M @ —)(N) = H, (P ® Q)+) =
L.(—® N)(M). [ ]
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1.3.3 Formule de Kiinneth

Le but de cette partie est de donner une preuve utilisant les suites spectrales de la formule de Kiinneth
et du théoreme des coeflicients universels :

Théoréme 1.40. Soit (C,d) un complexe de A-modules plats tel que pour tout n, d(Cy,) et Z, soient
plats. Alors, pour tout A-module M, on a la suite exacte courte

0 —— Hy(C)® M —— H,(C®M) — Tor{ (H,—1(C),M) —— 0
De plus, si A est un anneau principal et que (C,d) est un compleze de A-modules libres, alors cette suite
exacte courte est scindée.
Pour cela, on commence par démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 1.41. Soit (C,d) un complezxe positif de A-modules plats et M un A-module. Alors, il existe
une suite spectrale homologique du premier quadrant (EI)*,d’")T telle que

2 A
E; = Tor; (H,(C), M)
et qui converge vers H,,,(C @ M).

Démonstration. Soit P. — M une résolution projective de M et C, . = C. ® P, le complexe double
(borné) associé. Comme C), est plat, on peut imiter la preuve de la proposition 1.39 et ainsi obtenir

Iqu:{ H,(C@M)sig=0

0 sinon

Cette suite spectrale dégénere et (B2, = (B, = H,(C® P) = H,(C ® M). De méme, P, est projectif
pour tout n donc Hy(C' ® P,,) = H,(C) ® P, et donc & nouveau selon la preuve de la proposition 1.39

wEp . = Hy(Hy(C) ® P) = Tor;! (Hy(C), M).

Passons maintenant & la preuve du théoreme 1.40 :

Démonstration. On va utiliser la suite spectrale donnée par le théoreme précédent, dont la deuxieme page
est
2 A
E? = Tor, (H,(C),M).

Par hypothese, d(C,,) et Z,, sont plats pour tout n, donc on dispose d’une résolution plate pour H,(C) :
0 —— d(Cpy1) — Zp, —— H,(C) —— 0

On a de fait Tor;‘ (Hq(C), M) = 0 sauf pour p =0 et p = 1, autrement dit la deuxieme page de la suite
E7 , est donnée par

* %

H,(C)®M  Torj (H;(C),M)
Hy 1 (C)® M Tori (Hy—1(C), M)

o o o
o O o o

0

Cette suite dégénere et on a, pour p > 1,

Epg=Epq="" ral )/Fp,alJrq(C@M)_O

(attention, ici la filtration est croissante puisqu’on a une suite spectrale homologique). Comme la
filtration est bornée, on a F,,H,(C ® M) = H,(C ® M) pour n assez grand, donc en fait

FiH,(C® M) =FH,(CeM)=..=H,(C M).

Prenons maintenant la suite exacte courte

0 —— FRH,(C®M) —— FiH,(C® M) — FlHq(C®M)/FOH CceoMm) 0
q
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On sait par ce qui précede que
E}, 1 =Tor (Hy—1(C),M) = Pl (C & M)/Fqu(C ® M)
et de méme,
By = Hy(C) o M =ToHACOM) jp p o apy = Foly(C @ M).
ce qui donne bien la suite exacte courte attendue

0 —— H(C)® M —— H,(C® M) —— Tori' (H,_1(C), M) — 0

1.4 Une application topologique : suites spectrales et CW-complexes

Le but de cette partie est d’appliquer le théoréeme de construction des suites spectrales par des
filtrations aux CW-complexes. On notera k un corps et les calculs d’homologie se feront a coefficients
dans ce dernier. On utilisera également les notations homologiques pour les suites spectrales.

Tout d’abord, commencons par quelques rappels de notations et de définitions : on écrit respectivement
B* et B! la boule unité fermée et ouverte dans R’. Si X est un espace topologique, alors une structure
cellulaire sur X est une application continue et surjective f telle que

n

FJI B x{12,..r}) = X

=0

On dit que les images de la forme f(B? x {j}) et f(B% x {j}) sont respectivement les cellules fermées
et les cellules ouvertes de dimension i de X. On note r; le nombre de i-cellules fermées de X, et I'union
des cellules fermées de dimensions inférieures ou égales a i forme le i-squelette de X, noté X;.

Définition 1.42. Un CW-complexe X est la donnée d’un espace topologique séparé |X| appelé
réalisation topologique de X (et noté généralement X) et d’une structure de CW-complexe f
sur |X[, c’est a dire que f est une structure cellulaire sur |X| vérifiant :

(4) flBix{1,2,..r} st un homéomorphisme sur son image

(ii) flsi-1x{;} est a valeurs dans le (i — 1)-squelette de X.
Le i-squelette de X est le CW-complexe X(*) dont la réalisation est |X(¥)| = |X|; = X, par restriction.

Soit X un CW-complexe, dont la réalisation topologique est notée X. On peut définir un espace de
chaine sur X permettant de calculer son homologie : pour cela, on considere une homologie ordinaire
H.(-), par exemple ’homologie singuliére, et on définit le module gradué D, (X) par

Dn(:{) = Hn(Xnaanl)
pour tout n. On munit ce module d’une différentielle
6n+1 . Dn+1(x) — Dn(x)

construite comme suit : on applique d’abord ’axiome d’exactitude a ’homologie singuliere et au couple
(Xn+1,Xn), ce qui donne une suite exacte longue

H, (i O Hp—1(7)
IO g (X, X)) =25 Hyyo1(X,) —mt@

8n+1
—— H,(X,)
et donc un morphisme de connexion

an+1 : Hn+1(Hn+1;Xn) — Hn(Xn)

Ensuite, on consideére 'application induite en homologie de I'inclusion de (X,,0) dans (X,, X,_1), que
I’on note simplement j, :
Jn Hn(Xru(Z)) — Hn(Xann71)~
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Notons que le morphisme j, coincide avec le morphisme H,(j) dans la suite exacte longue de la paire
(X5, Xn—1). On définit alors notre différentielle 5 par composition :

ﬂn—i—l == Zn o 5n+1 : Hn+1(Xn+1aXn) - Hn(Xnan—l)
et on vérifie aisément qu’on a bien une différentielle en calculant

ﬁnﬁn+1 = (jnfl o 811) o (]n o n+1) = jnfl 000 anJrl =0

puisque 9, et j, = H,(j) apparaissent consécutivement dans la suite exacte longue du couple (X,,, X,,—1).
Le module différentiel gradué (D*(}f), ﬁ) est donc un complexe de chaine et I’homologie de X, notée
HEW (%), est naturellement donnée par

HSW(X) == Hp(D4(%), ).

Nous énongons a présent deux propriétés sur les CW-complexes qui seront utiles pour la suite, mais
que nous ne démontrons pas ici.

Proposition 1.43. Soit X un CW-complexe et X sa réalisation topologique.

Tn
(1) Pour tout n > 1, l’espace X”/X ) est homéomorphe a 'union pointée de sphéres \/ S™.
n— j=1
(i1) Si A est la réalisation topologique d’un sous-complexe de X, alors on a lisomorphisme H, (X, A)

PNI* (X/A>, avec PNI*(—) I’homologie réduite.

o~

De ces deux propriétés, on tire le lemme suivant :

Lemme 1.44. Soit X un CW-compleze et X sa réalisation topologique. Pour tous m et n, on a

Dp(X) sim=mn

Hin (X, Xn—1) = { 0 sinon

Démonstration. D’apreés la proposition 1.43, 'axiome d’additivité et 'axiome de dimension vérifiés par
une homologie ordinaire, on a pour tous m et n

k'™ sim=mn

Hm(Xnaanl) = Erm (Xn/Xn_l) = ﬁm \/ S" = @ﬁm(sn) = { 0 sinon
j=1 i=1

En particulier, H,(X,, X,,—1) = Dp(X) = k™ donc 'espace des chaines sur X s’identifie au k-module
libre sur les n-cellules de X. ]

Rappelons aussi que, pour un espace topologique X, on note S, (X, k) = S.(X) l'espace des chaines
singulieres sur X et §, : S, (X) — S,—1(X) la différentielle associée (on ne rappelle pas les constructions
ici). Enfin, si X est un espace topologique et A C X, on a

_S.(X
S.(X, A) = % )/S*(A)
et par définition de ’homologie singuliére (notée simplement H,,(—,—)) du couple (X, A),
H,(S.(X,A)) == Hu(X, A).

Il s’agit & présent d’appliquer le théoréme 1.21 (en version homologique) au CW-complexe X. Plus
précisément, on va 'appliquer a I’espace des chaines singulieres sur sa réalisation topologique X. Pour
cela, on a besoin de mettre une filtration (croissante) sur le module différentiel gradué S,(X). D’abord,
il existe une filtration naturelle de I’espace topologique X donnée par les i-squelettes :

PCXoCX1C...C XN S X=X
ce qui permet de définir la filtration F = (F,S, (X))p sur le module S, (X) par

F,8,(X) = S.(X,).
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Ainsi, (S*(X ),0,F ) est un module différentiel gradué filtré, donc d’apres le théoreme 1.21 il induit une
suite spectrale homologique dont la premiere page Ei* est donnée pour tous p et g par

E),=Hpiq (F”S*(X)/Fp_ls*(x)) ‘

En utilisant le lemme 1.44, on obtient donc :

By = Hpg (S* (Xp)/S*(Xp,l))
Hyyq (S*(vaXp—l))
= Hpiq(Xp, Xp1)
Dy(X)sip+q=p & q=0
0 sinon

La premiere page de la suite spectrale associée au complexe S, (X) ne posséde donc qu’une seule ligne
non nulle, celle ot ¢ = 0, et on retrouve le complexe de chaine D,(X). On a donc montré que pour tout
P, E;’O = D,(X). Il reste & montrer que ce sont les mémes en tant que complexe de chaines, c’est & dire
qu’ils ont bien les méme différentielles. Le module Ei* est construit a partir du module différentiel gradué
filtré (S.(X),d, F), donc d’aprés la preuve du théoreme 1.21, la différentielle d' sur E} , est induite de 4,
dont la construction est longue et n’est pas détaillée ici. En reprenant cette construction et en écrivant
toutes les définitions, on aboutit bien & dzl,yo = (3, pour tous les p, et donc E} ; coincide bien avec D, (X)
en tant que complexe de chaine.

Reprenons la premiere page que I’on vient de calculer : celle-ci ne possede qu’une seule ligne non nulle,
donc dégénere immédiatement a la deuxieme page et on a

H,(D.(X)) = HSW (X)siq=0
oo _ ;2 1 1y _
By =Epq= HPJF‘I(E*v*’d )= { 0 Zi(IlOH ) '

On voit ici que la page limite de notre suite spectrale ne possede qu'une seule ligne non nulle qui n’est
autre que 'homologie CW de X. On peut aller encore un plus loin : en effet, on a

E;?q:FpHpﬂ(S*(X))/F Hyoo(S ) = 0 pour tout ¢ # 0
p— q

«(X)

et comme la filtration est bornée (par —1 et N), ona F_1H, (S.(X)) = 0 et FxH, (5.(X)) = H, (S.(X))
pour tout n. En mettant tout ceci ensemble, on a d’une part Fj, H,(X) = 0 pour tout ¢ > k donc

B FpHp(S*(X))/F H,(5.(X)) F,H,(S.(X))

et d’autre part
FyHy (8.(X)) = Fyia By (S.(X)) = . = FH, (So(X)) = H, (S.(X)

donc en fait
Ejo = FpHp(S*(X)) = HP(S*(X))'
Ainsi, la page limite est finalement donnée par ’homologie singuliere de X, et on a en particulier montrer
que 'homologie CW coincide avec ’homologie singuliere.
Nous avons en somme démontré le théoreme suivant :

Théoréme 1.45. Soit X un CW-complexe et X sa réalisation topologique. Il existe une suite spectrale
associée a l’espace des chaines singuliéres sur X qui converge vers ’homologie singuliére de X et dont la
deuzxiéme page calcule I’homologie de X. En particulier, on a pour tout p

Ely=HS™(X) = Hy(S:(X)) = E%.

p,0 —
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2 Homologie persistante

Dans toute cette partie, k désigne un corps commutatif et A un anneau commutatif unitaire.

2.1 Définition algébrique

On suppose connues les notions fondamentales de la théorie simpliciale. L’objet de base utilisé en
homologie persistante est le suivant :

Définition 2.1. Un complexe simplicial filtré est un complexe simplicial K muni d’une filtration,
c’est & dire d’une suite croissante de sous-complexes de K, notés K* :

f=.=K'=K°cK'c..cKN=K

On rappelle que tout complexe simplicial K peut étre ordonné, c’est a dire que I'’ensemble de ses
sommets est un ensemble partiellement ordonné (muni d’une relation < qui est réflexive, transitive et
antisymétrique). En effet, il suffit pour cela de choisir une numérotation sur les sommets, disons {v1, ..., v, }
et de définir la relation

v; < Vj — 1 < j

On ne le dira jamais dans la suite, mais on supposera toujours que les complexes avec lesquels on travaille
sont ordonnés.

Pour K un complexe simplicial, on note Cy, (K, k) (ou simplement C,,(K) lorsqu’il n’y a pas d’am-
biguité) le k-module libre engendré par les n-simplexes orientés de K, c’est & dire les simplexes
(Vgy «vy V) avec v; < v;41 vérifiant les relations suivantes :

<’U07 ceey ’Un> = 6(8)(’05(0)7 ceey 'Us(n)>>
ol s est une permutation de &,,41 et € 'application signature.

Exemple 2.2. On considere le complexe K = {<O>, (1), (2), (3),(01), (02), (03), (12), (23}, (012), <023>}.
Une filtration de K est donnée par :

KU Kl K2 KS K4 K5 =K
0 0
[}
o] 1 1 1 1 1
D T AP VA SV
2 2 2 2
Temps 0 Temps 1 Temps 2 Temps 3 Temps 4 Temps 5

Pour K un complexe simplicial filtré, on note C? := C,,(K") = C,,(K*, k) le k-modules libre engendré
par les n-simplexes orientés de K et 9! 1'opérateur bord associé. Enfin, on pose

ZLK) = Zy(K") :==kerd,, B\ (K)=B,(K'):=imd.,, et H,)(K)=H,(K") := Z%/B,» .
Définitions 2.3. Soit K un complexe simplicial filtré.

(i) Le j**™¢ groupe d’homologie persistante (ou j groupe de persistance) de degré n
associé a K" est le groupe

4d _ 7K
20 =50 [y 2y

(ii) Le ji™° nombre de Betti persistant est le nombre
I (K) := dim H»/(K) = dim Z' (K) — dim BY(K) N Z! (K).

On notera simplement Z', B: H! HYP et B5P lorsqu’il n’'y a pas d’ambiguités.
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Remarques 2.4.
() Hy? est bien défini : en effet, B), et Z, sont des sous-groupes de Cf,, donc B}, N Z;, est bien un
sous-groupe de Z; . De plus, on a

HY C Hy(K7) et H = H,(K").

(#4) Une maniere équivalente de définir les groupes d’homologie persistante est la suivante : pour toute
paire (i,7), on considere les inclusions naturelles de complexes simpliciaux 7%/ : K — K7. En
prenant, pour chaque degré n, application induite en homologie (notée simplement 7%/ pour tout
n), on obtient une suite de groupes d’homologies :

0,1 nl:2 N-1,N

{0} = H,(K°) - H,(K') "~ .."™ — H,(KN) = H,(K)

L’application %7 est en fait celle qui envoie une classe d’homologie sur une classe qui la contient.
Alors, le j1™¢ groupe d’homologie persistante de degré n associé & K* est donné par

Hy7 = imo,’

Cette définition servira surtout dans la partie 3 de ce mémoire.

(ii7) Intuitivement, H%J est le groupe dont les éléments sont les classes d’homologie de K qui existent
encore dans K7 : en effet, une n-classe [2] existe au temps 4 de la filtration si c’est un n-cycle qui
n’est pas un bord, donc si z € Z’. Cette méme classe disparait au temps j si elle devient un bord,
donc si z € BJ. En quotientant par B N Z%, on est donc certain de n’avoir que des classes encore
”vivantes” j — i complexes plus loin dans la filtration.

Avec I'homologie persistante, on s’intéresse & la durée de vie des classes d’homologie au cours d’un
filtration donnée. Considérons un complexe filtré K : si z est un n-cycle qui n’est pas un bord et qu’on
suppose créé au complexe K* avec I’apparition d’un simplexe o € K, alors on dit que la classe d’homologie
[2] est née au temps i et que o est le créateur de [z]. Si maintenant 2’ € [2] est un n-cycle de K* tel
que z’ devienne un bord au temps j avec l'apparition de 7 € K, alors on dit que [z2] meurt au temps
J et que 7 est le destructeur de [z]. Les créateurs sont les simplexes positifs et les destructeurs les
simplexes négatifs.

Définition 2.5. Soit [2] € H! telle que [2] soit née au temps i et morte au temps j (z € Bj). La
persistance de [z] (et du n-cycle z) est le nombre p[z] = j — ¢ — 1. Si un simplexe n’admet pas de
destructeur, alors on dit que sa persistance est infinie : p[z] = co.

Exemple 2.6. Reprenons I'exemple 2.2 et considérons le 1-cycle z = (01) + (12) + (23) — (03) de K?. La
classe [z] a été créée au temps 2, avec I'apparition des arétes (03) et (23). En avancant dans la filtration,
on observe que laréte (02) est créée au temps 3, puis que les deux triangles (012) et (023) sont créés au
temps 4 et 5 respectivement. Alors, on remarque que

95((012) + (023)) = (01) + (12) — (02) + (02) + (23) — (03) = 2

donc z est devenu un bord au temps 5 avec Uapparition du 2-simplexe (023). Ainsi, le créateur de [z] est
le 1-simplexe positif (23) — (03), le destructeur de [z] est le 2-simplexe négatif (023) et enfin la persistance
de [z] est p[z] =5—-2—-1=2.

2.2 Structure de I’homologie persistante

2.2.1 Modules et complexes persistants

Le but de cette partie est de comprendre la structure de ’homologie persistante et d’en donner une
description simple (sur le corps k).

Définitions 2.7.
(i) Un complexe persistant C = (CZ, f');>0 est la donnée d’une famille de complexe de chaines
(C%)i>0 et d’une famille d’applications (f*);>o telles que f*: Ct — CH1.
(ii) Un complexe persistant C est dit de type fini si chaque complexe C? est un k-espace vectoriel
de type fini et si les applications f? sont des isomorphismes & partir d’un certain rang.
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Un complexe persistant peut étre représenté par le diagramme suivant :

NI

0 1 2
o/ JEEASNYG) S SNyo" B

e e ]

0 1 2
o Lo Lo S

ol L

0 1 2
o QAN ol S Ny o

Exemple 2.8. Le complexe de chaine associé a un complexe simplicial filtré muni des inclusions naturelles
est un complexe persistant. Sur la représentation précédente, on a verticalement le complexe associé a
K" et horizontalement le complexe engendré par les n-simplexes au cours de la filtration.

Définitions 2.9.
(i) Un module persistant M = (M, ¢%);>¢ est la donnée d’une famille de A-modules (M?);>¢ et
d’une famille d’applications (¢);>o telles que ¢ : M — M*+L,
(ii) Un module persistant M est dit de type fini si chaque module M? est de type fini et si les
applications ¢’ sont des isomorphismes & partir d’un certain rang.

Exemple 2.10. L’homologie d’'un complexe persistant est un module persistant, ou les applications sont
celles qui envoient une classe d’homologie sur celle qui la contient (les applications ni’* définies dans la
premiere partie). Toujours sur la représentation d’un complexe persistant, en passant & I’homologie on
obtient verticalement ’espace vectoriel H? et horizontalement les applications ¢* = n’! : HY — Hi*1 En
prenant le point (iii) de la remarque 2.4, on retrouve I’lhomologie persistante H:+! = im ® = imn L.

On va maintenant, & partir de ces définitions, établir une correspondance qui donne une description
simple de I’homologie persistante sur le corps k.

On commence formellement par prendre M = (M?, ¢");>¢ un module persistant sur k. On munit k[t]
de la graduation standard (c’est & dire celle donnée par le degré des polynomes), et on définit un foncteur
a de la catégorie des k-modules persistants vers la catégorie des k[t]-modules gradués :

a(M) = @Ml
i=0

La structure de k-modules gradués est induite par I'action de k sur chaque composante, et on étend a
Ek[t] en définissant ’action suivante :

te(m®mt,m? ..) = (O, ©%(m°), o' (m'), p*(m?), )

Théoréme 2.11. « définit une équivalence de catégories entre la catégorie des k-modules persistants de
type fini et la catégorie des k[t]-modules gradués de type fini.

Pour M un module persistant sur le corps k, a(M) est donc un module gradué sur 1’anneau
principal intégre k[t]. Ainsi, le théoreme de structure des modules gradués s’applique, ce qui fournit
une décomposition de a(M) :

a(M) = (@tai k[t}) @ (@tw .k’[t]/(tnj>)

ou la multiplication par t*¢ représente un décalage de «; dans la graduation de k[t]. En appliquant cette
description & I'homologie d’un complexe persistant (et donc en particulier & 'homologie d’'un complexe
de chaines associé & un complexe simplicial filtré), on obtient par équivalence de catégories le théoreéme
suivant :

Théoréme 2.12. Pour un compleze persistant C = (C%, f*);>0, l’homologie H,(C) est décrite par ’iso-

morphisme suivant :
H.(C) = (@t“i K[1)) @ (@tbﬂ' H0 ey ()
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L’interprétation de ce théoreme est simple : les parties libres correspondent aux générateurs d’homo-
logie qui apparaissent au temps de filtration a; et ne disparaissent jamais, tandis que la partie de droite
correspond aux générateurs qui apparaissent au temps b; de la filtration et qui disparaissent au temps
bj + ¢;.

Pour une dimension donnée, le théoreme précédent fournit une formule qui calcule I’homologie en
prenant en compte toute la filtration. Afin d’illustrer cela, reprenons 'exemple 2.2 et appliquons cette
formule en dimension 0. On obtient alors

Ho(K) = k)& (F1 /) @ (¢-#11/,)

En effet, au temps 0 de la filtration, on dispose de deux composantes connexes : I'une d’elle disparait
au temps 1 avec ’apparition d’un premier 1-simplexe, tandis qu'une nouvelle apparait au méme moment,
pour ensuite disparaitre au temps suivant, lorsque le premier 1-cycle est créé. La premiére composante
connexe, qui correspond & anneau k[t] dans la formule, ne disparait jamais (Cf. exemple 2.17 pour plus
de détails).

On souhaite maintenant paramétrer les classes d’isomorphismes de k[t]-modules. Pour cela, on utilise
la notion de P-intervalles :

Définition 2.13. Un P-intervalle est une paire ordonnée (7, j) avec 0 < i < j et j € Z*° = Z U {+o0}.

Enfin, on peut associer a tout k[t]-module gradué un ensemble de P-intervalles, via la bijection @
suivante : pour (4,j) un P-intervalle, on pose

ik L
Q(i,j):{ tt. [t]/(trl) sijcZ

thek[t] si j = +o0

et pour S = {(41,71), (i2,72), .-, (in, jn)} un ensemble de P-intervalles, on pose
Q(S) = P Qi ).
I=1

On peut résumer tout ce qui vient d’étre fait par le théoreme suivant :

Théoréme 2.14. La correspondance S — Q(S) ainsi construite définie une bijection entre les ensembles
finis de P-intervalles et les k[t]-modules gradués de type fini. En particulier, les classes d’isomorphismes
de modules persistants de type fini sur k sont en bijection avec les ensembles finis de P-intervalles.

2.2.2 Interprétation : le plan indice-persistance

Le théoreme de structure 2.12 assure l’existence d’une base compatible avec une filtration donnée
pour un complexe K, tandis que le théoréme de correspondance 2.14 assure que chaque P-intervalle (i, j)
décrit une élément de base pour I’homologie persistante. En effet, cet élément de base est un n-cycle qui
apparait au temps ¢ en formant une nouvelle classe d’homologie, qui n’est pas un bord avant le temps
j — 1 et qui le devient au temps j.

On peut représenter ces données dans ce qu’on appelle un plan indice-persistance, comme sur la
figure 1. Fixons une dimension n : si ¢ est un n-simplexe qui apparait au temps ¢ et qui meurt au temps
J, on peut lui associer un P-intervalle (7, j), qu’on appellera alors n-intervalle. Ce n-intervalle détermine
un triangle, dont les sommets sont les points (¢,0), (7,0) et (¢, —¢). On note 7, ’ensemble des triangles
définis par I’ensemble des n-simplexes d’un complexe filtré.

Rappelons que, pour tous [ et p, on a par définition

Hl,p _ Zfl/
" BrNZ.

Soit z € Z! tel que z ne soit pas un bord avant j > i, et tel que z € BJ. Alors, z ¢ BP pour tout p < j.
Pour que [2] = z + B, soit encore un élément de base pour H:?, on a donc besoin de [ > i et p > 0. Ces
trois inégalités définissent une région triangulaire dans le plan indice/persistance, et cette région nous
donne la valeur pour laquelle le n-cycle z est encore un élément de base dans H.P. En résumer, on obtient
le lemme suivant :
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FIGURE 1 — Le plan indice-persistance

Lemme 2.15. Pour une dimension n donnée et avec les notations ci-dessus, le nombre 35P = dim HP
correspond au nombre de triangles dans T, qui contiennent le point de coordonnées (1, p), pour tous | et

p.

En conséquence, calculer 'homologie persistante sur un corps k est équivalent a trouver I’ensemble des
P-intervalles pour chaque dimension. Cette description est particulierement utile pour 'implémentation
d’algorithmes de calculs de I’homologie persistante.

2.2.3 Visualisation : les codes barres

Le théoreme 2.14 et la formule du théoréme 2.12 nous donnent une description de I’homologie per-
sistante en terme de P-intervalles : ces intervalles représentent la durée de vie des classes d’homologie,
et il existe un moyen simple de visualiser toutes ces données sur un diagramme appelé code barre. Il
s’agit de représentations graphiques qui permettent de visualiser 'homologie persistante au moyen des
nombres de Betti persistants.

Définition 2.16. Soit K un complexe simplicial filtré. Le code barre de H,(K) noté CB,(K) est les
graphique dont l'abscisse décrit le temps de filtration et 'ordonnée les classes d’homologie (placées selon
un ordre arbitraire). Une classe qui nait au temps ¢ et qui meurt au temps j est représentée par une barre
(ou segment) horizontale allant de ¢ jusqu’a j.

FIGURE 2 — Un exemple de code barre

Les codes barres constituent une bonne représentation de I’homologie persistante, car ils permettent
de voir immédiatement quelles classes sont importantes et lesquelles peuvent étre ignorées. Cette in-
terprétation sera détaillée dans l'exemple de la couronne de la partie 2.3. Avant cela, voyons ce que
donnent les codes barres sur un exemple tres simple :
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Exemple 2.17. Reprenons le complexe simplicial K de 'exemple 2.2 muni de la filtration que nous
avions choisie :

KO Kl K2 KS K4 K5 =K
0 0 0 0 0 0
[}
o] 1 1 1 1 1
3e > 3-<\/' 3-@' 3@ 3@
2 2 2 2 2
Temps 0 Temps 1 Temps 2 Temps 3 Temps 4 Temps 5

Pour synthétiser les données de la filtration, on représente dans le tableau suivant les différents sim-
plexes qui composent K ainsi que leurs temps d’apparition dans la filtration choisie :

Simplexe 0y | (1) | (2) | (3) | (01) | (02) | (03) | (12) | (23) | (012) | (023)
Temps d’apparition | 0 0 1 1 1 1 2 2 3 4 5

L’idée des codes barres est de pouvoir visualiser et résumer la formule du théoréeme 2.12 sur un
diagramme. On avait déja appliqué cette formule dans le cas de notre exemple a la dimension 0, ce qui
avait donné

Hy(K) =kl & (/) @ (2410 ).

Le premier terme représente la composante connexe qui ne disparait jamais, disons qu’il s’agit de la
classe du sommet (0). Cette classe sera représenté par une barre ”infinie” sur le diagramme. Au temps 0,
on a une deuxiéme composante connexe (1), donc une deuxiéme barre part du temps 0 sur le code barre de
Hy(K). En revanche, celle-ci s’arréte au temps 1, puisque le sommet (1) tombe dans la classe de (0) avec
Papparition de Paréte (01). On représente cet arrét par le symbole | au bout de la barre correspondante,
signifiant ainsi que la classe dure jusqu’au temps 1 exclu. Deux autres sommets apparaissent dans le
méme temps : le sommet (2) fait également parti de la classe de (0), tandis que le sommet (3) définit une
nouvelle composante connexe qui engendre Ho(K!). Cette nouvelle classe fait apparaitre une troisiéme
barre sur le code barre de Hyo(K) au temps de filtration 1, qui s’arréte immédiatement au temps suivant
avec l'apparition des arétes (23) et (03). A cet instant, tous les sommets sont reliés entre eux et on n’a
plus qu’une composante connexe, et ce jusqu’a la fin de la filtration, ce qui confirme la barre infinie qui
représente la classe de (0). On peut enfin résumer toutes ces informations sur le code barre de Hy(K) :

—

0 1 2 3 4 5
Code barre de Hy(K)

Regardons maintenant en dimension 1 : le premier cycle (noté z dans ’exemple 2.6) apparait au temps
2 de la filtration, lorsque tous les points sont reliés deux & deux. Ce cycle engendre ainsi H;(K?), et on
a alors une premiere barre qui débute au point d’abscisse 2 sur le diagramme. Au temps suivant, deux
nouveaux cycles apparaissent : z; = (02) + (23) — (03) et z2 = (01) + (12) — (02). Cependant, il est clair
que les trois cycles présents au temps 3 sont reliés entre eux par zo = z — z1, et donc en fait seuls deux
d’entre eux engendrent Hj(K3), disons z et z;. Alors, une deuxiéme barre apparait sur le code barre
de Hi(K), mais cette barre s’arréte immédiatement au temps 4 lorsque le triangle (012) apparait : en
effet, zo devient alors un bord mettant ainsi z et z; dans la méme classe d’homologie. Enfin, on a déja
vu lors de 'exemple 2.6 que le cycle z est tué au temps 5 de la filtration, stoppant ainsi la barre dans le
diagramme. Finalement, on obtient le code barre de H;(K) :
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0 1 2 3 4 5
Code barre de H (K)

Les codes barres donnent donc une visibilité sur ’homologie persistante au moyen des nombres de
Betti persistants. Par ailleurs, il existe une version ”codes barres” du lemme 2.15 :

Lemme 2.18. Soit K un compleze simplicial filtré. Le nombre de Betti persistant 857 (K) = dim H}7 (K)
est égal au nombre d’intervalles du code barre de H,(K) qui recouvrent lintervalle [i, j].

2.3 Analyse topologique des données

Lors de la partie précédente, nous avons adopté un point de vue théorique pour pouvoir comprendre la
structure de ’homologie persistante. L’objectif de cette partie est, a partir du travail fait préalablement,
de comprendre comment utiliser cet outil dans I'analyse topologique des données, c’est a dire dans le fait
d’extraire des informations de nature topologique a partir d’un ensemble discret de données.

Dans toute cette partie, E™ désigne un espace euclidien (en particulier muni d’une distance).

2.3.1 Nuages de points et complexes simpliciaux

Le principe de I’homologie persistante est de formaliser I'idée suivante : lorsqu’on est face a un ensemble
discret de données, par exemple une image pixelisée, notre cerveau connecte les éléments de telle sorte a
reconstruire une image. En pratique, si on se donne un ensemble de points, on va le remplacer par une
famille de complexes simpliciaux, ce qui permettra de convertir dans un premier temps ’ensemble discret
en objets topologiques. Ensuite, on prendra le point de vue de I’homologie persistante pour analyser ces
nouveaux objets.

Définition 2.19. On appelle nuage de points toute collection de points dans E™.

Il existe plusieurs facons de passer d’un nuage de points a un complexe simplicial : nous donnons ici
un moyen de le faire & travers la méthode du complexe de Rips. Soit X = {z;}; une collection de
points dans E™ : on se donne un parametre € positif, et on place une boule fermée de rayon § autour de

chaque point.

Définition 2.20. Le complexe de Vietoris-Rips (ou complexe de Rips) associé & X et noté R.(X)
est le complexe simplicial dont les sommets sont les points de X et un n-simplexe est obtenu lorsque n+ 1
points sont & distance inférieure a € les uns des autres.

FIGURE 3 — Exemple d’un complexe de Rips
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La figure 3 donne un exemple de complexe de Rips obtenu & partir d’un nuage de points quelconque.
On peut remarquer que le complexe de Rips R, construit dans cet exemple a le méme type d’homotopie
que S%v St

L’idée générale est de retrouver un objet de départ représenté par un certain nuage de points donné.
Pour cela, on a besoin de faire varier le parametre e et de comparer les différents complexes de
Rips obtenus. Voyons cela sur un exemple : prenons la figure 4, ot 'on part d’un nuage de points censé
représenter une couronne € dans le plan. On construit différents complexes de Rips en faisant varier
€ : on obtient alors naturellement une filtration de complexes simpliciaux (ce qui rappelle I'homologie
persistante!). On peut établir un premier constat : plus le parametre € est grand, plus le complexe
simplicial obtenu est dense et de dimension élevée alors qu’a l'inverse, plus ce parametre est petit, plus
le complexe est allégé et constitué de simplexes de petites dimensions. Toute la question est de choisir
le parametre juste au sens ou le complexe simplicial obtenu contient des informations caractéristiques et
pertinentes sur l'espace topologique de départ. Dans notre exemple, on voudrait retrouver par exemple
le trou au centre de la figure.

D @™
D ()
O O

F1GURE 4 — Complexe de Rips sur un couronne €

L’homologie persistante intervient a cet endroit : comme on ’a déja évoqué au début de cette partie,
on s’intéresse a la durée de vie des classes d’homologie. Plus précisément, on regarde quelles sont les classes
qui persistent au fur et & mesure qu’on avance dans la filtration, et quelles sont celles qui disparaissent.
Les classes qui durent pourront alors étre considérées comme des informations caractéristiques de ’espace
qu’on souhaite retrouver, tandis que celles qui meurent rapidement pourront étre ignorées.

Les codes barres introduits dans la partie 2.2.3 sont un bon moyen de lire et synthétiser toutes ces
informations sur un seul diagramme. Dans la figure 5, on a représenté les codes barres de H,(€) en
dimension 0, 1 et 2. On va donc regarder, pour chaque dimension, les barres qui persistent au fur et
a mesure que le parametre € augmente. On peut par exemple lire sur le code barre de € que le nuage
de points représente un objet connexe (partie Hyp(€)) avec un ou deux ”trous” caractéristiques (partie
H,(€)) et rien de significatif en dimension plus grande (partie Ha(€)).

En combinant cette partie avec les résultats théoriques de la section 2.2, on peut a partir d’un nuage
de points demander a un ordinateur de reconnaitre I’objet topologique caché derriere : en effet, on peut
implémenter des algorithmes permettant le calcul de 'homologie persistante et donc des codes barres
puis lire sur ces derniers quelles sont les barres les plus longues, autrement dit celles qui permettent la
reconnaissance de la forme de départ.
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FIGURE 5 — Code barre de H,(¢)

2.3.2 Application : I’homologie persistante sur les lettres digitales

Dans cette partie, nous allons illustrer le fonctionnement de ’homologie persistante et des codes barres
dans un exemple basique, celui des lettres digitales. L’objectif va étre de prendre deux de ces lettres qui
seraient a priori identiques (reste & voir en quel sens) et de montrer qu’elles sont en fait bien distinctes, et
ce en utilisant I’homologie persistante. L’espace dans lequel on travaille est toujours un espace euclidien
sur lequel on a donc une distance.

Commencons par définir (grossiérement) notre objet de base : une lettre digitale (comme on peut en
trouver sur des réveils par exemple) est une lettre (de I’alphabet francais) construite & I’aide de ”béatons”,
disons de taille 1 pour fixer les idées, comme ci-dessous :

A B C D E

L’idée est de voir ces lettres comme des complexes simpliciaux formés de simplexes de dimensions 0
et 1 (dans la représentation ci-dessus, les sommets sont représentés par des espaces blancs). On désignera
par la lettre elle-méme le complexe simplicial obtenu a partir de la lettre digitale. Par exemple, on notera
A le complexe simplicial obtenu a partir de la lettre digitale de A. Considérons maintenant deux de ces
lettres, disons A et R :

On peut faire une premiere remarque : ces deux lettres sont identiques au sens ou ce sont les mémes
espaces topologiques vus & homotopie prés (elles ont le méme type d’homotopie que le cercle S'). Par
ailleurs, ’lhomologie simpliciale ne permet pas non plus de les distinguer : en effet, A et R sont connexes
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par arcs donc Hy(A) = Ho(R) = k, les groupes H;(A) et Hy1(R) sont chacun engendrés par une seule
classe correspondant au 1l-cycle et enfin H,(A) = H,(R) = 0 pour n > 2. On a donc H,(A) = H,(R)
pour chaque degré n. Nous allons donc appliquer les techniques de I’homologie persistante pour tenter de
les différencier.

Pour cela, nous allons commencer par extraire pour chacune de ces lettres un nuage de points. Ces
derniers sont obtenus en prenant un point ”au milieu” de chaque baton qui constitue la lettre (il s’agit ici
d’une méthode arbitraire, en pratique on a le nuage de points avant de connaitre I'objet qu'’il représente).
Nous obtenons donc les deux échantillons suivants :

[ ] [}
[ ] [ ] [} [ )
[ ] L]
[ ] [ ] e o
Nuage de points Nuage de points
pour A pour R

Pour chaque nuage de points, nous allons créer une filtration de complexe simpliciaux, en utilisant la
méthode décrite plus haut du complexe de Rips. Commencons par la lettre A : on se donne un parametre e
positif, et on place une boule fermée de rayon e autour de chacun des points, et on fait varier le parametre
e. Comme les lettres sont constituées de batons est de taille 1, on a trois distinctions (intéressantes) a

faire : si € € [O, g}, siee [@, 1} et si € > 1. Pour simplifier un peu, admettons que 'on discrétise le
temps de la filtration de cette fagon : le temps 0 correspond & I'instant ou le parameétre e vaut 0, le temps

1 celui ou € = ? et le temps 2 celui ot € = 1. On obtient donc trois complexes simpliciaux A%, A' et A2
et la filtration suivante :

A° Al A2

/’_\

/ N

/ \
o AR, v
;! 2 ;N
\ \ \

/ / .

“ 3

[ ] L] | == |
\ / A/ \ !
- = - /
° SR N>
A AN
/ / \
° . | T+ ‘
\ T /
N N /
\_’/ \_’/

GZO _\/5 621

€=

Regardons maintenant ce qu’il se passe en terme d’homologie : pour € = 0, on a simplement six
composantes connexes, et donc Hy(A®) est engendré par 6 classes d’homologie. En terme de code barre,
on aura donc six segments qui partent du temps 0. Pour € = ?, les boules s’intersectent deux a deux,
reliant les six points entre eux (deux & deux). Ceci rend A! connexe par arcs et fait apparaitre un
premier cycle, qui engendre le Hy. Ainsi, Ho(A') = H;(A') = k. Sur le code barre de Ho(A), cinq des
six segments qui engendraient Hy(A®) s’arrétent donc au temps 1 et rejoignent la classe du sixieme,
tandis qu’une barre apparait au temps 1 sur le code de Hi(A). Enfin, pour ¢ = 1, toutes les boules
s’intersectent entre elles, reliant tous les points entre eux, ce qui recouvre le complexe et tue le 1-cycle
existant. L'unique barre sur le code de H;(A) s’arréte donc au temps 2, et une barre persiste toujours
sur celui de Hy(A). On peut maintenant résumer toutes ces informations dans le code barre de H,(A) :
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—

0 1 2 0 1 2
e=0 e:% e=1 e=0 g:% e=1
Code barre de Hy(A) Code barre de Hy(A)

On peut maintenant effectuer le méme travail sur la lettre R, en faisant attention aux temps de
filtration : en effet, au vu du nuage de point extrait de R, il est nécessaire de considérer le moment ou
e = 1/2, puisqu’a ce moment déja trois points sont reliés deux a deux, faisant ainsi disparaitre deux
composantes connexes, comme on peut le voir ci-dessous :

R° R! R?2 R3
y &)
-~ -~
° ° \\o/) (\o/}
° { /)
’ ~ =<
e o .- \/)
— 1
€=0 €=3 =42

On a donc discrétisé la filtration en trois temps : pour € = 0, on a six composantes connexes, pour
€ = 1/2 deux d’entre elles disparaissent et pour ¢ > v/2/2, il n’y en a plus qu'une. On en déduit le code
barre de Hy(R). De méme pour celui de H;(R) : avant € = /2/2, il n’y a pas de cycles et deux sont créés
a partir du temps 2, qui disparaissent aussitot lorsque € dépasse 1. On obtient les codes barres suivant :

—

—

—

-]

-] —
—

0 1 2 3 0 1 2 3

e=0 EZ% e:@ e=1 e=0 €=%e:§ e=1

Code barre de Hy(R) Code barre de H;(R)

Nous avons donc les codes barres de H,.(A) et H,(R), et on aimerait les exploiter pour pouvoir affirmer
que les lettres A et R ne sont pas les mémes. On peut déja observer que les codes barres sont différents
et pour le formaliser, une facon de procéder est de définir une distance sur ’ensemble des codes barres.
C’est 'objet de la définition suivante :

Définition 2.21. Soit K et L deux complexes simpliciaux filtrés, et CB,(K) et CB.(L) leurs codes
barres respectifs. Pour chaque degré n, on définit la distance d,, entre CB,(K) et CB, (L) comme étant

la somme des longueurs des barres se situant sur un diagramme et pas sur ’autre. La distance d entre
les codes barres CB,(K) et CB, (L) est alors définie par

d(CB.(K),CB.(L)) := Y dy(CB,(K),CB,(L)).
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Appliquons immédiatement cette définition aux codes barres de A et R, notés CB,(A) et CB,.(R) :
en dimension 0, on a

1 2 1 2
do(CBy(A),CBy(R)) = 3 + (g - §) + g =2
puis en dimension 1
V2
di(CB1(A),CB(R)) =1— 5
Ainsi, la distance entre CB,(A) et CB,(R) est donnée par
2 2
d(CB.(A),CB.(R)) =V2+1- g =1+ g #0.

Finalement, les techniques de ’homologie persistante ont permis de montrer que les lettres A et R
(qui sont les mémes en tant qu’espaces topologiques vus & homotopie pres) sont bien différentes.
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3 Lien entre les suites spectrales et ’homologie persistante

Au cours des deux premieres parties de ce mémoire, nous avons étudié deux outils de la topologie
algébrique : d’un coté les suites spectrales, outil théorique basé sur ’algebre homologique, et de 'autre
I’homologie persistante, outil plus calculatoire a la limite des mathématiques appliquées. Dans les deux
cas, il s’agit de retrouver un objet par approximations successives. L’objectif de cette troisieme et derniere
partie est de montrer que ces deux outils a priori différents sont en fait tres liés : ce lien est explicité
pour la premiere fois en 2009 dans [EH09] page 171 dans une formule reliant les dimensions des modules
E} , d’une suite spectrale homologique et les nombres de Betti persistants B47. Cependant la formule en
question comporte une erreur et est corrigée dans 'article [BP18] datant de 2018 : la version corrigée de
cette formule est présentée dans le corollaire 3.5. Dans cet article, le lien entre les suites spectrales et
I’homologie persistante est d’abord explicité a travers la suite exacte longue du théoreme 3.3 qui met en
jeu les groupes d’homologie persistante et les modules gradués d’une suite spectrale bien définie et qui
nous permettra d’aboutir a une liste de résultats mettant en relation les deux concepts.

Notre objet de base est un CW-complexe X, qui nous permet de parler d’homologie persistante
(partie 3.1) et de construire une suite spectrale par la méthode des couples exacts (partie 3.2). La partie
3.3 est une liste de résultats découlant du lemme fondamental 3.2 et mettant en lumiere le lien entre nos
deux outils. Enfin, nous reprendrons les exemples vus au cours des sections précédentes afin d’illustrer
ce lien.

Dans toute cette partie, les calculs d’homologie se font sur un corps commutatif k. En particulier, pour
tous n, p, g et 7, le groupe d’homologie Hy, et le module E} , sont des espaces vectoriels. Notons que nous
passons en notations homologiques pour les suites spectrales. On reprendra aussi les notations de la partie
1.4; en particulier, H,(—) désigne I’homologie singuliere et HS"W (—) I’homologie des CW-complexes.

3.1 Préliminaires

Soit X = (]X], f) un CW-complexe fini, avec X = |X]| la réalisation topologique de X que 'on munit
d’une filtration F' = (F,X)pez. Par exemple, on a déja vu dans la premieére partie que si X; désigne le
i-squelette de X, on peut naturellement filtrer X de cette fagon :

@Z...:X_lzX()CXlC...CXN:XN+1:...:X.

On rappelle qu'on a démontré par le biais du théoreme 1.45 que HEW (X) = H,.(X), donc pour
simplifier les notations on désignera par X le CW-complexe X, et on parlera plutoét de ’homologie de X.
De méme, on notera X; pour F; X le i®™° terme de la filtration de X, quelle que soit la filtration choisie
pour X.

Dans cette partie, on utilisera pour ’homologie persistante la définition donnée par le point (iii) de
la remarque 2.4, c’est a dire N N N
H,7(X) = Hy? =imn;?
olt ;7 désigne I'application induite par l'inclusion naturelle de X; dans X;.

L’homologie persistante fournit pour chaque degré n une filtration naturelle de ’espace vectoriel
H,(X,k) = H,(X) : en effet, en posant

F,H,(X) = HN =im (n2N : H,(X,) — Ha(X))
avec N l'indice de filtration de X tel que Xy = Xny41 = ... = X, on obtient la suite croissante
{0} = FyH,(X) C FiH,(X) C .. C F,H,(X) = H,(X).

Remarquons qu’il s’agit de la méme filtration que celle donnée par la remarque 1.20 de la premiére partie.

Pour chaque paire (X, X,,—1) de la filtration de X, on considere C,(X,, X,—1) le complexe de chaines
défini par

Cu(Xp, Xp1) i= C*(XP)/C*(Xp_l)

L’homologie de ce complexe est appelée homologie relative de X,_; par rapport a X, que I'on note
H,(Xp,Xp—1) - On a alors une suite exacte courte de complexes de chaines

0 —— Cu(Xpo1) 2255 O4(X,) 2% Cu(Xp, Xpo1) — 0
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induisant par le lemme du zigzag une suite exacte longue

Hy, (ix,p—1) Hr(jx,p)
—

On.p
o — Hn(prl) Hn(Xp) Hn(Xp,prl) Ed anl(prl) —_— ...

avec Op p le morphisme de connexion.

3.2 Construction de la suite spectrale

On va maintenant définir une suite spectrale a partir de X en prenant la méthode des couples exacts
et de telle sorte que cette suite coincide avec celle associée a ’espace des chaines singulieres sur X, noté
S.(X). Rappelons que, si F,X = X, désigne le p®®™¢ terme de la filtration de X, alors F},S.(X) = S.(X,)
désigne celui de S,(X). On part de la suite exacte longue précédente et on pose pour tous n et p

Dpn—p = Hy(Xp) et Epn_pi=Hp(Xp, Xp1) = Hy (S*(Xp)/S*(Xp,1)>

ainsi que les applications
ipp—p = Hn(ip) : Dpn—p = Dpy1n—p-1
Jpan—p = Hun(jp) : Dpn—p = Epnp
kpn—p = Onp By n—p = Dp_1n—p

Alors, on peut considérer, pour n = p + ¢, les espaces et applications bigradués associés

E. .= (Ep,q)pm D, = (Dp7q)p,qv byx = (ip,q>p,qv Jeps = (jp,q)p,q et by = (kp,q)nqv

avec par définition bidegi, . = (1,—1), bidegj. . = (0,0) et bideg k. . = (—1,0) (on oublie & partir de
maintenant la bigraduation sur les applications). On obtient ainsi un couple exact de k-espaces vectoriels
bigradués C. . = {Dy «, By «, 1, j, k} :

*, %

D, . d
E

Enfin, on pose C(9) = C et en dérivant n fois (avec n > 1) comme dans la partie 1.2.2, on obtient Cifl*) le
nime couple dérivé de C. En imitant la preuve du théoreme 1.29, on a pour les applications

bidegi™ = (1, —1), bidegj™ = (—r,7) et bideg k" = (—1,0).

D’apres la version duale du théoreme 1.29, ce couple exact détermine donc une suite spectrale homologique
(Bl ,,d")p=12,.. avec ET , = (E,,)" Y le (r — 1)®* module dérivé de E, , (on E!, = Ei?) =FE,.)
et d" = jU— oy o k(r=0 = 7o k" (en reprenant les conventions de la remarque 1.30 et en passant aux
notations homologiques). Alors, d’apres la proposition 1.34 et par construction du couple exact, la suite
spectrale ainsi définie coincide avec la suite spectrale de l'espace des chaines singulieres sur X. On en
déduit le premier résultat suivant :

Théoréme 3.1. La suite spectrale (Ef ,,d"),=12, .. ainsi définie converge et la page infinie est donnée
par

ExX, = Emax(p,N p+1) _ HEN /HP LN
avec p et q dans Z, n =p+ q et N Uindice de filtration de X tel que Xy = Xny1=...= X.

Démonstration. Comme E1 =FEpq = Hpiq(Xp, Xp—1) = 0 sauf pour un nombre fini de paires (p, q),
la suite spectrale dégénere donc pour r assez grand, on a Ej = EX . La description de la page limite
découle immédiatement du théoréme 1.21 : en effet, la ﬁltratlon de X etant bornée (par 0 et N), celle de
S« (X) lest également et donc on sait que :

00 FpHp q S* X p q
Epa= el ))/Fleerq(S*(X)) ' /F X)
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et puisque par définition H?V(X) = F,H,(X), on obtient bien le quotient souhaité. Pour connaitre le
rang a partir duquel la suite spectrale dégénere, on peut remarquer d’une part que

T —
d, , =0 pour 7 > p.

En effet, on a une suite spectrale homologique donc bideg d;, , = (=r,r—1), soit dyog i Epg = By rpir_1
etsip—r<0,alors B} . . 1 =Hyq r(Xpr,Xp r1)=0 puisque X; = ) pour i <0. D’autre part,
pour p—1 > N, on sait que X,,_1 = X, = X et donc que E,, ,—p = H, (X, Xp—1) = Hy (X, X) = 0. Ceci
implique que

E;’q=Opourp—12Netr21.

Finalement, en rassemblant ces deux constats on obtient que dj, ,_,, =0pourr >pour >1letp—1> N,
soit
dpn—p =0 pour 7 > max (p, N —p+ 1),

T

et de méme pour dp, .11

Ainsi, toutes les différentielles sont nulles pour les pages numérotées apres

le max (p, N — p+ 1), donc on a bien E° = Epy™ (P, N=p+1) -

3.3 Les théorémes

On commence par démontrer le lemme fondamental suivant : il relie le couple exact dérivé et ’homo-
logie persistante. De ce lemme découleront tous les résultats énoncés dans cette partie. On rappelle qu’on
a toujours les conventions suivantes :

D:* — D(T‘—l), E:* _ E(T‘—l)
i = i(rfl)7 jr :jr717 - k('rfl) et d" = d('rfl) :j(rfl) ° k(rfl) :jr o k",
Lemme 3.2. Pourr, p et q dans Z, avecr > 1 et n =p+ q, on a les deux égalités
v = = HE

et

71’p|D7‘

- .
bp—1,g+1 = Tn p—1,q+1

ot ni? désigne toujours Uapplication de H,(X;) dans H,(X;).

Démonstration. On démontre ces deux formules par récurrence sur r > 1. Pour » = 1, on a par définition

1 _ _ _ _ gp—lp—1 _:  p—1lp—1
Dp71,q+1 = Yp-1,4g+1 = Dy-1,4+1 = Hp(Xp-1) = HY = 1nny,

et
. .(0 . . _
i 1o =1 i1 = Gy tgrs = Halip1) = 027" Hy(Xp1) — Ha(X,,).

Supposons le lemme vérifié jusqu’au rang r — 1. Remarquons que

r _ r—1 r—1
p—1,q+1 = Yp—2,q+2 (Dp—27q-i-2)7

donc par hypothese de récurrence, on a

r _ sr—1 : p—r,p—2\ _ ,,p—2,p—1 : p—r,p—2\ _ p—r,p—1 _ ryp—7,p—1
p—1l,g+1 — Zp*27q+2(lm77n ’ ) =Mp 7 |imn£’“’)’2(lmnn ’ ) =1mmn, - Hn ’
De méme,
ir — 41 N
o141 = bp—t.q41lDy_, 0y = Plop

Le premier résultat suivant regroupe notre suite spectrale et I’homologie persistante dans une suite
exacte longue, ce qui permettra de relier les dimensions de E] , et H}* entre elles.

* %

Théoréme 3.3. Pourr, p et q dans Z, avecr > 1 et n =p+ q, on a la suite exacte longue

r

Jptr—1.q—ri1 k T A _
p,p+r—1 Jptr—1.a—r+ r P9 p—r,p—1 "p—1, p—r+1,p
L —— HP Er, )£ A LU - N

im " — gpptr
De plus, on aimiy, . ;. .. = HEPT".
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Démonstration. On a construit le couple exact dérivé

Dr, i DT

*, %
N

,
T

En déroulant ce couple exact, on obtient la suite exacte longue

P T i
r p+r—1,q—r+1 r P,q r r—1.q r
) Dp+f’—1,q—r+1 Ep,q p—1lyq Dp,q—l
LA r _ g7p,p+r—1 T _ gyp—rp—1 r _ ggp—r+l,p
et avec le lemme précédent, on a Dy, o,y = HEY s Dy 1 =H, et Dy 1 =H, 177,

ce qui donne bien la suite exacte longue attendue.
Pour la deuxieme égalité, on utilise encore le lemme 3.2 :

im 77£+T*1,P+r | Dr

: T —
lmlp‘f‘r—lyq—r“’l - p+r—1,q—r+1

im ng+7'—171)+7'|

. -1
1mng,v+r

— +r—1,p+r spt+r—1
= im0 b

= imnPP*r
— Hﬁm-ﬁ-r
|
Rappelons que I’on désigne par 327 le j2m¢ nombre de Betti persistant, c’est & dire 857 = dim H%7.

Du théoreme précédent, on déduit une premiere égalité de dimension :

Corollaire 3.4. Pour tousr, p et ¢ dans Z avecr > 1 etn=p+gq, on a

. _ p+r—1 —1,p+r—1 p—r,p—1 P—T,D
dlmkE;,q_( . T )+(5n—1 ~ Pn-1 )

Démonstration. 1l suffit de reprendre la suite exacte longue donnée par le théoreme précédent et d’utiliser
I’exactitude ainsi que le théoreme du rang :

dimy B , = dimyg ker k  + dimy im &,
=dimgim gy, _q 4 pyq +dimgkerip 4 o
= (dimy, HEP+ =1 — dimyg ker 57,y o pyq) + (dimy H2Z7P71 — dimy im i, )
= (BpPtr=t — dimy imil o, o) + (TP — dimy imil_ )
— (ﬂg’lﬂrrfl — dimy Hﬁfl,errfl) + (ﬂﬁ:i@*l — dimyg Hﬁ:’;ﬁ)
= (Bprtr=t — ppmtetr=l) 4 (BhT0PT - gETP)

Si BL7 désigne le ji™° nombre de Betti persistant, soit le nombre de classe d’homologie qui sont
apparues au temps ¢ et qui existent toujours au temps j, on peut noter p7 le nombre de classes qui sont
nées en ¢ mais qui ont disparu en j, soit

= (B - BiF) - (B - 67),

On appelle le nombre ;%7 la multiplicité persistante associée au triplet (n,14,j). Le corollaire suivant
relie cette derniere aux dimensions du module bigradué E7 , (il s’agit de la version corrigée par [BP18§]
de la formule présentée dans [EH09)).

Corollaire 3.5. Pour tousr >1 etn >0, on a

YoodmEp = Y (i +uply) + B

pt+g=n j—i>r
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Démonstration. Commencons par introduire les notations suivantes :

,Y;sl,t = ﬁi—t,s—l _ ﬁi—t,s
Vs,t = ﬂfl,ertfl _ Bflfl,sqttfl

Remarquons que ces deux quantités sont nulles pour s < 0et s > N+1, ou NV désigne I'indice de filtration
de X tel que Xy = Xn41 = ... = X. Alors, en sommant sur 1’égalité donnée par le corollaire précédent,
on obtient une premiere égalité

N+1
Y dimEL, =Y (vt ) (*)
SEZ s=0

Reprenons maintenant 'expression de la multiplicité persistante, écrite de deux fagons différentes :

i = (8971 = ) = (B - g1 )
et . . .. . .
1] _ (IB’L,j 1 ﬂ;;ldfl) _ (671{] _ ﬁ:;l,]) (2)
(1) et (2) permettent alors d’obtenir deux expressions de > pu&7 :
j=1>r
S = Y (6 - ) — (B - 5i) )
j—1>r j—1>r
et . . . . P . .
>l = 3 (B —a ) = (B ) @
j—1>r j—1>r

En faisant les changements de variables respectifs {s = j,t = j — i} et {s =4,t = j — i}, on obtient

N+1N+1

. 21; :‘L,j — tz ZO (5;91—15,3—1 _ 5Z_t’s) _ (ﬂ;sl—t—l,s—l _ 5;91—15—1,3)
1> =r s=
= N+1N+1
= > > (wr=w)
t=r s=0

et
Z (B;sl,s-«—t—l _ Bi—l,s—l—t—l) _ (BZ’S-H _ ﬁrSL_LS—H)

z:: ( st+l)

On change ensuite l'ordre de sommation et par une somme télescopique, on trouve pour chacune des
expressions

o N+1 N+1 . 1
Xomd o= 2 (-t
j—1>r s=0 t=r
N+1 N1
=2 Onm -
N1 N+1 v v
= ZO’YZ’T* ZO (B N=hsmh = g N
= s=
N+1
= Vo
s=0
t
¢ o N+1N+1
Z Li= Z (Vfit_sz’Hl)
j=1>r s=0 t=r
N+1
— Z (Vfb,'r‘ 5N+1)
N3 N1
— Z ST Z (65 s+ N _ﬂ;sl—l,s+N)
s=0 s=0
— REN UST 5
= 0 i~ "
s=!



Enfin, en reprenant () et les deux dernieres égalités obtenues, on trouve bien

N+1
SdimEL, = Y dimp B, =Y (4t = > (W ) + B
SEL ptg=n s=0 j—izr

Le théoréme suivant et dernier résultat de cette partie permet, a I'inverse du corollaire 3.4, d’exprimer
la dimension du groupe d’homologie persistante en fonction des dimensions des éléments de la suite
spectrale. En revanche, cela nécessite de définir toute une nouvelle famille de suites spectrales a partir
de (E",d"), : les suites spectrales associées & un espace tronqué.

Soit F<; la filtration tronquée a l'instant ¢ de F, c’est a dire la filtration qu’on arréte a X; :
=.=X1=XoCX7C..CXy=X411=..
Alors, on note (tEly*,t d") la suite spectrale associée a la tronquée F<,.

Théoreme 3.6. Pour tousn, s et t dans N avec s < t, on a
S
R . max (i,t—i+1)
Bt = Zdlmk B i
i=0

Démonstration. D’apres le théoreme 3.1, on a

0o HPN N p—1,N

1 = di p+q = ’ — T

dimy, Ep’q dimy, /lel’N g s
p+q

En appliquant cette égalité a la filtration tronquée F<;, on obtient
dimy, (B, ;= By — 8,

et en sommant sur ¢ € {0, ..., s}, on trouve

S

S
Zdimk 1B = Zﬁzt — Bimbt = gsit
i=0 i=0
puisque 35" = dim H};* = 0 pour i < 0. Enfin, toujours d’aprés le théoreme 3.1, ,E3°, = Epg” (. N=pt1)
ce qui donne bien I’égalité attendue. |

3.4 Exemples et applications

3.4.1 Homologie persistante et CW-complexes

Le but de cette partie est d’appliquer I’homologie persistante sur les CW-complexes, puis de faire le
lien avec le théoréeme 1.45 de la section 1.4 et les théoremes de la section précédente. Les calculs d’ho-
mologie se feront toujours sur le corps k, et on note H.,(—) ’homologie singuliere et HE" 1’homologie CW.

Soit X un CW-complexe et X sa réalisation topologique. On considére la filtration naturelle sur X
donnée par les i-squelettes

pcxOcx®c . cx®™=xW+) - _—x

On rappelle qu’on a démontré par le biais du théoreme 1.45 que HEW (X) = H.(X), donc pour simplifier
les notations on parlera plutot de I’homologie de X.
Par définition du j'*™°¢ groupe d’homologie persistante associé & X;, on a

HY =imnt : Ho(X;) — Ho (X))

donc pour comprendre I’homologie persistante, il faut comprendre les applications ni’*. Dans le cas des
CW-complexes, on a décidé de considérer la filtration par les i-squelettes, donc on peut décrire ce qu’il se
passe : au temps n de la filtration, on a X, le n-squelette de X, donc toutes les n-cellules sont présentes
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a ce moment et il suffit de compter les classes de n-cycles. Lorsqu’on passe au temps n + 1, on "remplit”
les n-cycles, donc on regarde ceux qui deviennent des bords et ceux qui restent des classes non nulles.
Autrement dit, application "+ est I'identité sur les cycles qui ne bougent pas et I'application nulle
sur ceux qui deviennent des bords. Par ailleurs, si on considere n;7 pour i # n et j # n + 1, alors soit
i <n,j <netlapplication est de toute facon I'application nulle (puisqu’il n’y pas encore de n-cellules),
soit i > m, j > n+ 1 et ce qu'on a dit pour n™"*! reste vrai. Ainsi, le code barre de ’homologie en
degré n sera de la forme suivante : aucune "barre” avant le temps n, une ”barre” pour chaque n-classe
d’homologie au temps n, et pour chacune de ces barres soit la classe correspondante devient un bord,
auquel cas la barre s’arréte en n + 1, soit la classe ne meurt pas et la barre persiste a I'infinie.

Exemple 3.7. Considérons le tore T dont la réalisation topologique est notée T. Comme CW-complexe,
le tore posséde quatre cellules : une cellule de dimension 0 (donnée par z), deux de dimensions 1 (a et b)
et une de dimension 2 (le carré rempli), comme on peut le voir sur les figures ci-dessous.

FIGURE 6 — Le tore
On rappelle que 'homologie du tore est donnée par

ksin=0ou?2
H"(T):{ Esin=1

Calculons maintenant I’homologie pour chaque i-squelette et chaque degré : en degré 0, le i-squelette
n’a toujours qu’'une seule composante connexe, donc

Ho(Ty) = Ho(T}) = Ho(T») = k.

Par ailleurs, on a évidemment

H\(Ty) = Hy(Ty) = Ha(Ty) = 0.

Regardons le 1-squelette T} : on a le tore ”sans la surface”, autrement dit les deux cellules de dimension
1 donnée par a et b et recollées au point x, soit S* vV S'. On a donc

Hy(Ty) = Hi(S' v S") = @ Hi(S') = k°.

Lorsqu’on ajoute la cellule de dimension 2 pour passer a 75, les deux cycles a et b qui engendraient
Hy(T1) ne sont pas "recouverts”, autrement dit ils ne deviennent pas des bords et donc engendrent
toujours Hy(T3), d’on Hy(T) = k2. Enfin,

Hy(Ty) = Hy(T) = k.

Résumons tout ceci :

clairement
0,1 _ 7702 _ 70,1 _ 70,2 _ 71,2
H""=H]"=Hy =Hy"=Hy"=0.

Pour I'homologie en degré 0, 'application n;™ vaut l'identité entre chaque i-squelette (puisqu’on envoie
a chaque fois la classe de z qui engendre le Hj sur elle-méme) et de méme pour ’homologie en degré 1
ou 'on envoie a et b sur eux-mémes. Ainsi, on a

0,1 _ 1702 _ 41,2 _
Hy =Hy"=Hy, =k
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et
H}? = k2.

On a donc les nombres de Betti persistants correspondants, et on peut finalement tracer le code barre
pour chaque degré de ’homologie :

—
e — ~————
0 1 2 0 1 2 0 1 2
Code barre de Hy, Code barre de H; Code barre de Ho

Comparons maintenant avec la suite spectrale associée au CW-complexe T. On sait d’apres le théoreme
1.45 de la partie 1.4 qu’il existe une suite spectrale associée a l’espace des chaines singulieres sur T et
dont la deuxieme page calcule I'homologie de ¥. Plus précisément, on a

3 0 0 0 0

k si (p,q) = (0,0) ou (2,0)
E2 =< k?si(p,q) = (1,0) 1l o 0 0 0
{0} sinon

Page 2 de la suite spectrale associée au tore T

On peut avec ¢a vérifier la formule obtenue avec le corollaire 3.4 de la partie précédente (pour r > 1
etn=p+gq):

dimy, E5, = (8P =t — grmhetr=l) y (grm et - ghopy

Prenons r =2 et ¢ =0 : pour n =0 (et p =0), on a d’'un c6té dimy Eyo = 1 et de Pautre
0 =B BT A = =1
Powrn=1 (et p=1),0ona
dimy BYo =2 = Bp% = B0 + 8,0 = B T = Bt =2
et pour n =2 (et p = 2),
dinmg BRp = 1= G — G294 0 — 0% = g0 = 1.
Pour n > 2, les nombres de Betti persistants sont nuls, ce qui coincide avec la suite spectrale.

3.4.2 Suites spectrales et lettres digitales

Dans cette partie, nous allons reprendre l'exemple des lettres digitales de la section 2.3.2 auquel on a
appliqué les techniques de I’homologie persistante pour différencier des lettres. Nous avions en particulier
utiliser les codes barres associés aux lettres A et R. L’objectif de cette section est d’utiliser ces codes
barres afin d’exploiter la formule du corollaire 3.4 et de calculer la suite spectrale associée aux filtrations
données par les complexes de Rips.
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Reprenons d’abord la lettre A : nous avions commencé par prendre un nuage de points arbitraire
duquel nous avions construit une filtration par la méthode du complexe de Rips :

A A° Al A?

Nous avions ensuite calculé le code barre de H,.(A) :

—]
—]
—]
—]
—]
L — ]
0 1 2 0 1 2
Code barre de Hy(A) Code barre de Hy(A)

A partir de ces codes barres, nous pouvons aisément déduire les nombres de Betti persistants cor-
respondants : il est déja clair que B5* = 0 sauf pour n € {0,1}. Regardons maintenant pour chaque
dimension :

- Pour n = 0, on a déja 5% = dim Hy(A%) = 6 et B;" = B3> = 1 en comptant le nombre de
composantes connexes sur chaque A’. Ensuite, la barre qui persiste tout au long de la filtration

0,1 0,2 1,2
nous donne que f," = f;° = fy° = 1.

« Pour n = 1, on a clairement ﬂ?’o = ?’1 =0 et B}’l = 1, puis comme tous les 1-cycles sont tous

des 2-bords au temps 2, on a Z; (K?2) = By (K?) et donc % = 0. La seule barre du code de H; (A)
- L ) . 1,2

nous indique une classe qui nait au temps 1 et meurt immédiatement au temps 2, donc 5;"° = 0.

En résumer, on obtient

6 si (i,7) = (0,0)
Y 1si(i,5)=(1,1)etn=1
0 sinon

Nous allons maintenant appliquer la formule du corollaire 3.4 dans le but de retrouver la suite spectrale
(E,f’*,d,.),.:m,m correspondante. Il faut néanmoins faire attention : tout comme les nombres de Betti
persistants ne déterminent pas entierement I'homologie persistante (il y a des homomorphismes), les
dimensions des modules E* & elles-seules ne suffisent pas a déterminer la suite spectrale : il y a des
différentielles. Cependant dans notre cas, comme nous n’avons que tres peu de nombres de Betti non
nuls, on pourra en fait ”deviner” ou se situent les différentielles et les comprendre pour chaque page.
Rappelons la formule : pour r > 1 et n=p+ ¢, on a

dimy, B, = (8Pt — pgrhetr=l) p (pRT et ghTry

Calculons la premiere page de notre suite spectrale (pour r = 1) :

» Pour n. =0 : on a 7] = 0 et le couple (p,q) = (0,0) donne dim Ej , = 0° = 6. Ensuite, on a

. 1,1 0,1 . 2,2 1,2
dimE] =8y =By =1-1=0=dimE; _, = 35" — ;"

Pour p > 3, on a toujours dim E} _, = BEP—gE=H=P — (), et par ailleurs on a toujours dim E;, =0
pour p < —1. On n’a donc qu’un seul terme non nul pour n = 0.
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« Pour n =1 : on calcule

dmEl, = Bt =Bt +800 Byt =1-0+6-1=6
dmE§, = A)'=0
dmPE} _, = B =B +8y = By?=0-0+1-1=0

. 2,2
dlmEi%,_2 = 0 =1

et dimE;q =0pourp>4etp< —1.
- Pour n = 2, comme 33" =0 et 877 = 0 sauf pour (i,5) = (1,1), le seul terme non nul est donné
par le couple (p,q) = (2,0) avec

dimE} g =637 — B + By =B =0-0+1-0=1.

« Pour n > 3, comme 85" = 3" = 0, tous les nombres de Betti persistants dans la formule sont
nuls, et donc tous les termes de la suite spectrale le sont également.

De ces calculs, on peut déduire plusieurs choses : la premiere page de notre suite spectrale n’a de
termes non nuls que sur la partie inférieure droite du repére (c’est une suite spectrale homologique du
deuxieme quadrant), et elle posséde quatre termes non triviaux : E?’O, Ell’o, Ef’o et Ef’_Q. On peut déja
représenter ceci :

0 1 2 3 4

0f [k 1x0F-{k]

-1 0 0 0 0 0

—2l 0 0o o [kl o

-3 0 0 0 0 0

o
)

Page F; associée a la lettre A

Comme on l'a souligné plus haut, les nombres de Betti persistants permettent de connaitre les di-
mensions des espaces vectoriels qui composent une page, mais ne donnent aucune informations sur ses
différentielles. Dans notre cas, on peut voir sur le graphique qu’il y en a potentiellement qui sont non nulles
(représentées en pointillés) : d%,o et d%ﬁo, de bidegrés (—1,0). Pour comprendre ces deux applications, on
peut, toujours en utilisant le corollaire 3.4, calculer la deuxieme page de cette suite spectrale.

Grace au travail précédent, on n’a plus qu'un petit nombre de calculs a faire : on peut déja vérifier
que le terme en position (3, —2) avec n = 1 survit bien a la page 2 :

dimEZ _, =87 =1.
Ensuite, on a pour n =0 et (p,q) = (0,0),
01 _ 4

. 2
dlmEO)o— 0 =

et pour n =1,
. 1,2 0,2
dmE;, = B,°—=87"=0
. 0,1 0,2
dlmE%O = By =By =1-1=0

donc finalement on n’a plus que deux termes non nuls et on peut représenter la deuxieme page :
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2l 0o o o [k o

-3 0 0 0 0 0

Page E, associée a la lettre A

On peut en particulier comprendre les différentielles de la page 1, puisqu’on a
ker d} _ kS _
7 /imdio - /imdio =k
kerd} _ k —
7 /imdéO - /imala0 = {0}
d'ou kerd , = imdj 5 = k, imdy o = k® et kerdj , = 0. L’application dj  est donc un isomorphisme sur
son image, tandis que d}yo induit un isomorphisme cﬂ’o (kS — kS
Remarquons que toutes les différentielles sur cette page sont nulles : on a donc Fy = E3. En revanche,
pour r = 3 l'application dg,_2 est de bidegré (—3,2), donc est potentiellement non nulle. Il faut donc
encore répéter la formule pour r = 3 avec les couples (p,q) = (0,0) et (3,—2) afin de connaitre cette
différentielle. On obtient ainsi 0
dmE;, = gy~ =1
dmEy, = A% g1

donc les termes en (0,0) et (3,—2) persistent et ds _o est 'application nulle. Ainsi, la suite spectrale
dégénere et la page infinie est donnée par :
0 1 2 3 4

ol [k] o o o o

-1 0 0 0 0 0

2l 0o o o [k o

-3 0 0 0 0 0

Page F3 = E., associée a la lettre A

On a ainsi calculer la suite spectrale associée au complexe simplicial construit a partir de la lettre
digitale A.

Dans la partie 2.3.2, nous avions comparé les codes barres obtenus pour chacune des lettres A et R.
On peut alors se demander comment comparer les suites spectrales correspondantes. Nous allons donc
réutiliser la formule du corollaire 3.4 afin de construire la suite spectrale de la lettre R comme nous venons
de le faire pour A.

Rappelons que la filtration de R était donnée (en quatre temps) par

R° R! R? R3
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Nous avions ensuite établi les codes barres suivants :

s

-
-

o
—
[\
w
(aw]
—
[\

3

Code barre de Hy(R) Code barre de Hy(R)

On en déduit les nombres de Betti persistants correspondants : on a déja 85* = 0sin # 0 ou n # 1,
puis en lisant sur les codes barres et en imitant le travail fait avec la lettre A, on obtient aisément

6 si (p,q) = (0,0)
ij_ ) 4si(p,g)=(1,1)0u(0,1) LB = { 2si (p,q) = (2,2)
0 1si(p,q) = (2,2);(3,3); (0,2); (0,3); (1,2); (1,3); (2,3) * "1 0 sinon

0 sinon

On peut maintenant calculer la suite spectrale. Commencons par r =1 :

+ Pour n =0, le seul couple qui donne une dimension non nulle est (p, q) = (0,0) avec
dimEj, = 87" =6

« Pour n=1,0n a

dimEf, = Bl —pPt +80 - Byt =6-4=2
dmE};, = B =0
dimE}_, = B =B 8y By =2+4-1=5
dmE} _, = B -8 +80° -8 =1-1=0
dmE} 5 = By’=1

et on peut remarquer que pour p > 5 ou p < —1 la formule est triviale.
« Pour n =2, on n’a qu’un seul terme non nul donné par le couple (p,q) = (3,—1) :

Sl 22 23
dimE3 ;=77 — 77 = 2.

« Pour n > 3 tous les termes de la formules sont triviaux.
On en déduit ainsi la premiere page de la suite spectrale associée a la lettre R, qui comme pour la
lettre A est du deuxiéme quadrant avec potentiellement deux différentielles non nulles qui sont d(lh1 et
.

0 1 2 3 4 5

ol [&F-1£2] 0 o o o
1 o o [FFfR] o o

—4 0 0 0 0 0 0

Page E; associée a la lettre R
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Il reste encore & comprendre les différentielles. Pour cela, on va regarder la deuxiéme page de cette
suite spectrale : 1a encore, comme on n’a que cing termes non nuls sur la premiere page, on n’a que tres
peu de calculs a effectuer.

« Pour n =0, 0n a

dmE2, = po'=4
dmE?_, = By*-B?=1-1=0
- Pourn=1,0na
dmE?, = p1°-p)%=0
dmE3 _, = BB +80 - Byt =4-1=3
. 2,3 2,4
dim EZ,—3 = By =B =1
+ Enfin pour n = 2,
dim B3y = 8 = By = 0

On déduit en particulier que

ker d} _ kS _ 14

) O’O/im d%,o - /imala1 =k
kerds _ _ Kk _ 13
> /im iy, /imd§7_1 =k

d’'ott imdj , = imdy _; = k? et kerd} ; = kerd3 ; = 0, donc ces deux différentielles sont des isomor-
phismes sur leurs images respectives. On en déduit également la deuxiéme page de la suite spectrale
associée a R :

-3l 0o o o o0 [k o

—4 0 0 0 0 0 0

Page E> associée a la lettre R

On remarque que, contrairement a la suite associée a A, on a encore une différentielle potentiellement
non nulle. On doit donc encore appliquer la formule pour r = 3 :
- Pour n =0, on a dim E§ , = g% = 1.
« Pour n =1, onadimEj ; =0.
- Pour n=2,onadimE}_,=5;"=1
Ainsi, le terme en position (4, —3) survit encore, et on en déduit aussi que

kerd;, = {0} et imd3, = k°

donc la différentielle d%’l réalise un isomorphisme sur son image. La troisiéme page ne possede plus que
deux termes et aucune différentielle non nulle. Elle est donnée par :
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-3l 0o 0o o o [k o

—4 0 0 0 0 0 0

Page FE3 associée a la lettre R

Cependant, le méme phénomene que pour la suite spectrale associée a A apparait : au rang suivant,
le terme en position (0,0) et le terme isolé ici en (4, —3) sont reliés par la différentielle d} _; de bidegré
(—4,3). On va donc comme pour A appliquer le corollaire 3.4 aux deux termes restants : /

« Pour n =0, on a dimE{iO = 8’3 =1
« Pourn=1,0na dirnEji_3 = 8’3 — 68’4 =1

Comme pour la suite associée a A, on constate que la différentielle dﬁi_3 est en fait ’application nulle,

donc les termes Eé,o et Efi_3 survivent toujours et la page infinie est donnée par

0 1 2 3 4 5

ol [k] o o o o o0

=3l 0 0o o0 0 [k] o

—4 0 0 0 0 0 0

Page F, = E, associée a la lettre R

On a ainsi calculé les suites spectrales associées aux lettres A et R. On a pu constater quelques
similarités dans la construction : pour commencer les deux suites obtenues sont du deuxieme quadrant.
Ensuite, dans les deux cas nous avions deux différentielles non nulles sur la premiere page, puis une
différentielle qui s’est avérée étre l’application nulle sur la page limite (avec une différentielle non nulle
en plus pour la suite associée a R). On remarque aussi que, sur chaque suite, on a un terme en (0,0) qui
persiste & Uinfini (qui correspond en fait aux nombres de composantes connexes a la fin de la filtration)
ainsi qu'un terme isolé dans le deuxiéme quadrant qui survit également (en (3, —2) pour A et (4,—3)
pour R). On observe donc des ressemblances sur les suites spectrales obtenues, les nuages de points et
filtration étant relativement proches, mais on retrouve tout de méme des différences par exemple sur le
nombre de différentielles non nulles qui peuvent rappeler le nombre de segments sur les codes barres.
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