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Plan du cours

1.) Rappel historique et premiers ¢léments de musicologie computationnelle

2.) Représentation et énumération des structures musicales : Set Theory et théories transformationnelles
3.) Pavages en composition : la construction des canons rythmiques mosaiques

4.) Ramifications philosophiques et cognitives de 1’approche algébrique en musique
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Transformations géométriques et relation d’équivalence
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Enumeration des orbites par rapport a 1’action d’un groupe

Lemme de Burnside
1
= — a1
n el Z | X9

geG

X8 = {xEX: gx=x}

Il ¢

?
——> Trouver le nombre de configurations possibles



Enumération d’orbites par rapport a 1’action d’un groupe

OX X@ .
Lemme de Burnside

n= IC1¥_IZ 1X9].
= Action de Z/4Z
T, = 1dentite
T, = rotation de 90°
T, = rotation de 180°
T’; = rotation de 270°

X8 = {x&EX: gx=x}

Configurations possibles = 3% = 81
T, fixe toute configuration => | X7, | =81

T, fixe toute configuration monochromes => | X7, |=3
75 1dem

T, fixe toute configuration «double-diameétre » => | X7\ |= 32 =9

> n=1/4(81+3+3+9) =24



Lemme de Burnside

e ®@ 00

geEG
X¢ = (xEX : gx=x) Action de Z,,
Transformation Action Cycle repre- No. of Fixed Cycle Cycle
sentation cycles configs. fype index
To 0—0.1—1.2-2.3-33  (0)(D(2)(3) 4 3t=38] 1? n?
T 0—1—2—3-0 (0123) 1 3'=3 4! 1y
T 0—2—0. 1531 (02)(1 3) 2 3¥=9 2° 1y
T; 0—3—2—1-0 0321) ] 3'=3 4! 1!

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007

n=1/4(81+3+3+9) =24




Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

Lemme de Burnside

=1
galep M © ® O

Xg = {xEX: gx:x} ACthn de D4

Transformation Action Cycle repre- No. of Fixed Cycle Cycle
sentation cycles configs. hype index

T, 0—0. 1—1,2-2. 353 (0)(1)(2)(3) 4 3t=381 1} '

T, 0—1—-2—3-0 (0123) 1 3'=3 4! 1y

T 0—2—0. 1331 (02)(13) 2 3¥=9 2’ 1y

T; 0—3—2—1-0 0321) 1 3t=3 4! 1"
I 0—0. 1—33—1,2-2 (0)(1 3)(2) 3 3}=27 1%2! Hln!

T\ 0—1—0, 25352 (0 1)(2 3) 2 3¥=9 2° o
Tl 0—2—0, 1-1. 353 (0 2)(1)(3) 3 3¥=27 1°2! n'n!

Tal 0—3—0, 1521 (0 3)(1 2) 2 32=9 2? o

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007

n=1/8 (81+3+3+9+27+9+27+9) = 168/8=21



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe
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Lemme de Burnside
1
= — 9],
n @ Z | X8|

geq

Xe = {xEX : gx=x) Action de D,

T,=1d T,/ = inversion
T =rot 90° T\I=1inv.
T, =rot 180° 1,1 = inv.
Ty =rot 270° 751 = 1mv.

> 21=24-3

OO




Enumération d’accords par rapport a I’action du groupe dihédrale

Transformation Cycle representation No. of Fixed Cycle Cycle

cycles configs. fype index
To (0)()(2)(B3)@)(B5)6)(TH(8)(9)(A)(B) 12 2% =4006 1" n'
T (0123456789 AB) 1 2l=2 12! to!
T, (02468 A)13579B) 2 22=4 6’ ls"
T; (0369)(147A)258B) 3 2%=3 4 1y
T (04 8)(159)(26A)37B) 4 2*=16 3 t}
Ts (05A3816B4927) 1 2!'=2 12! o'
Ts (06)(1 7)(2 8)(3 9)(4 A)(5 B) 6 25=64 26 1°
T; (07294B6183A5) 1 2l=2 12! to!
Ts (084)(195)(2A6)(3B7) 4 2*=16 3 1
To (0963)1A74)(2B8S) 3 2= 4’ 1y
Tho (0A8642)(1B9753) 2 2’=4 6’ ls"
T (0BA987654321) 1 2!=2 12! fo!

Lemme de Burnside
1
n=_—-Y |X9|.
G| oz

X8 = {xEX : gx=x}

Action de Z,,

(Hook, MTO)

PR #daccords=1/ 12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352




Enumération d’accords par rapport a I’action du groupe dihédrale

Transformation Cycle representation No. of Fixed Cycle Cycle
cycles configs. fype index
To (0)(1R)B)A)(SHE)(THE)9)(A)(B) 12 2% =4006 1" n'
T (0123456789AB) 1 21=2 12! to!
T (02468A)13579B) 2 22=4 6’ ls"
T; (0369)(147A)258B) 3 2%=3 4 1y Lemme de Burnside
Ty (048)(159)(26A)37B) 4 2*=16 3 t' 1
Ts (05A3816B4927) 1 2'=2 12! hy! “=@Z|Xg|'
Ts (0 6)(1 7)(2 8)(3 9)(4 A)(5 B) 6 25=64 26 S 9€q@
T (07294B6183A5) 1 2i=2 13‘ "il X = {(xEX : gx=x}
Ts (084)(195)2A6)(3B7) 4 2*=16 3 s
To (0963)(1A74)(2B85) 3 2f=s 4f uf
To (0A8642)(1B9753) 2 2’=4 6 ts :
T (0OBA987654321) 1 2'=2 12! fi} Action de D12
I (0)(1 B)(2 A)(3 9)(4 8)(5 7)(6) 7 27=128 1%2° Hi’
T (0 1)(2 B)(3 A)(4 9)(5 8)(6 7) 6 2%=64 28 1®
Tl (02)(1)(3 B)(4 A)(5 9)(6 8)(7) 7 27=128 1°2° n'ty’ (HOOK’ MTO)
Tal (0 3)(1 2)(4 B)(5 A)(6 9)(7 8) 6 2°=64 2° 1’
Tyl (0 4)(1 3)(2)(5 B)(6 A)(7 9)(8) 7 27=128 1%2° nt’
Tsl (0 5)(1 4)(2 3)(6 B)(7 A)8 9) 6 25=64 26 1
Tel (0 6)(1 5)(2 4)(3)(7 B)(8 A)(9) 7 27=128 1%2° 12’
ToI (0 7)(1 6)(2 5)(3 4)(8 B)(9 A) 6 2°=64 2° 1’
Tel (0 8)(1 7)(2 6)(3 5)(4)(9 B)(A) 7 27=128 1°2° nt’
Tol (09)(1 8)(2 7)(3 6)(4 5)(A B) 6 2°=64 26 1
Tiol (0 A)(1 9)(2 8)(3 7)(4 6)(5)(B) 7 27=128 1%2° nit’
Tl (0 B)(1 A)(2 9)(3 8)(4 7)(5 6) 6 2°=64 26 S

PR #daccords=1/ 12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352
Pl #d’accords = 1/24[4224+1152] = 224



Classification paradigmatique des structures musicales

3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12
19 43 66 80 66 43 19 6 1 1
12 29 38 50 38 29 12 6 1 1 SetTheory
9 21 25 34 25 21 9 5 1 1
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Permutoedre comme catalogue d’accords
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L. Van Beethoven,
Quatuor n° 17

Julio Estrada

Julio Estrada, Modeles mathématiques en composition et analyse musicales, intervention au Master ATIAM / Cursus de
Composition, [rcam, 21 Novembre 2012




Permutoedre comme catalogue d’accords

Tabelle 1

Tabelle aller moglichen Intervallstrukturen

Itd. Nr. | Intervalle
|
— “ /b o 0 -
72 OO 77N
:'f 5-29 / 12 1 12
20:[1119]
[ L\L»’ﬁ 2 646
Zoao Z8Bao 22 Ba00 (12324) 3 547
S[1110)  21:(1128] 35:(11118] 4 448
______ - [ ]
) — —3 = 5 45444
a0 Zoeo | ESSoo | mESee | — . L
0113 2:1137 | 36: 271 las: ZanW ’ e, 6 349
2o || 2200 36: (01127 Yag (117 7 A / .
II { F * Q " Y 7 5
—_ . y, S y P i 34445
- R o
== :g:“._.n ﬁ::i‘g.,m =z gl oo : | S .’ —*..\1:3‘: A 8 34346
- . | (11136) - (12234) | TeT
10:1138] 23:[1146] ||37:711136] 40:(111126]) A |
13 ey | [ D . » " | 34+3+3+43
—_— = — . .
— = Zoao B aeoo prEeco : | S e00 : 10 2410
- 2:00155) || 3811145y || so-pii3s) s H 24 b
2000 147 ( l SLY[ SOl TN se 1L LL LY B 11 5456
— — I i - »
: 725 8e0 %80 22 oo |i|  wmEBoo | @iF8R05C 12 24440
o Ly 0! P
. Ples 25:(1227) 30:(11226) | st i44Nf 6o:(1 111 2spf Se(LTTITTS] 13 24347
302100 20156 - - 2 )
—— 14 34344
— Treec =B wEaeo | pEiBeo ||| pETERSe | iR 5 | 24248
" . - -
a0 8o 26:(1236]  40:(11235]  S2:[(1 112255 6L (11101345 6711 111I24] 0 qi:(111111114)
e l Ew . 10 | 2424444
4B9 132y = = T s i e : 80 ©
e A B w25t Saoo @t Hloo i @EHE8oo 1 @iEFEleo 17 242483458
27:[12453] 112 spi23a)dfeprni22ap b es 1133 L 111123 18| 242424
= 41:[11244) 3
3 Sl : I ‘ 249209 :
5 14:(237) =8 wlio 27800 Loz o0 f 10 1+2+2+3+43
048] - - ’ 20 242424244
- 28:(1335)  42:(11334] S 11333)0 exp111233)) i - -
T . 21 ‘ 2 24242 2 2
4Ti~] 15:(246) 3=:§0 2z a0 2 %0 ::::«‘!:ln 20 1411
O s le
' 29:(13441  43:(12225)  ss:(112224) L 68 [111222311 90,1 1112222 23 14+5+6
—o— - - s
g b a8 pFeo %R0 o u | 1+4+17
resl P 50226 ssp223e _sepi223n] esipi22222 [Eizsdse7egioin) 25 14+38+8
= — e 26 1+2+4+9
O 3 . T &7
Feo Ho kg:‘ﬁ.»" ‘z:g:n E\
1:336]  31:02235]  as:(12333)| s1p22223) ¢ ¢ o 27 14+34+44+4
= S ““ 28 14+3+4+3+5
CZeny
a0 o “88 =3 n . 29 14+24445
card * TEéETETO
18:(345]  32:(2244]  46:[22224])| $58:[222222) '[ Y 30 1421346
2434
— =
EH 3 a8 (16121512 11753211) l 31 1+2+2+47
19:(444]  33:(2334]  47:22233] 32 1+24+34+3+3
-8 3 142423344
oo o © [y [

34:(3333)

Studia Musicalogica Arademiae Scientiarvan Hungaricae 9, 1967

W. Reckziegel, “Musikanalyse und Wissenschaft.” Studia Musicologica 9(1-2), 1967, p. 163-186




4

...et émancipation

issonance

Zoao

8:[1110]

e

20:(1119)

B0
21:1128)

—
T2z Booo

35:(11118]

2 ee0 OO i Sevo mz83vo
9:[129) 222(0137) | _36: 011127 | 48:[111117]
= #7800 || wziSao0 wzrgBoo
Z8o
10:[138] (1 146] | 37:(11136] [49:(111126)
o . =
= ) Hooo B oo 00 '::::ﬁuﬂﬂ 127273 000
b eAwy o Ll
24:(1155) | 3811145 fi]s0:11135)
2000 [ 11:p1a7) 1116l
o % 2 AR O
= = 25 o0 2 880 i Baoo w2 8300 2 e
oo 5 ~ \ g 5
. " 25:(1227) 39:p11226) i st 11144 eo:ppiri12s c66[HTITIILS]
32100 g2:p156) =
- 2 . - e
P zleo w212 oo 2z 00 Eriaass iy
o 8o 26:[1236]  40:(11235]  s2u( 11225 el:(1111134)] "67:(11111124)
4:(39] 13:1228)
22 o - 2, 2. -
o Hreeo 332&“ ';3‘.‘:%::“‘ ':3::‘:‘&1(“ :':‘:ﬁ“lun"
1:12] = 27 41:(11244)  S3H[111234)F 62:[1111224)fi"68:(11111133)
= S e
2 O
s | 14237 zie wao i 12278800 sezzifBoo
28:(1335)  42:(11334) S4:[111333]F  63:[1111233)fF go:p11111223) °
3
o 290 >
“ > & > >
15246 Pr sz 8ao e o 2228000 2 88 o0
6:[57 52 . 2%
57 29:(1344) [ 43:(12225) _55:{1122241  64: (11122230 7011112222
o
‘o o ia8 20, .3:&“
- & 7830 EE i
N 16:255) || s s X
7:(6 6] 30: (22 S6:(112233]|  65:(1122222
20,
#80 o 3L N
17:(336] | 31:22 57:[122223)
4 %
z00 “Bo #8R =8
18:(345] || 32:[2244] || 46:[22224) 58:[222222
8
‘g 8 g
19:[444) 33:12334) 47:[22233]

B. Bartok,

Quatuor n° 4
(3¢ mouvement)

5:(48)

o
-

6:(57)

Zo
o

7:[6 6]

2252 Ba00
35:(11118)
ZEBevo

36:(11127)

=
258000

37:(11136]

=
B eevo

38: (11145

20:[1119]
2 on Z8Boo
S[1110]  21:(1128]
i eas Z8e0
o2 || 220137
=
= PPt
23:[1146
10:138] i 5]
‘10“(\
w2 -
- 24:[1155]
1:(147)
= 222 Se0
oo 25:11227]
12:[156]
Pt
80 26:(1236)
13:[228] =
ey
27:(1245]
Qo
14:1237) =i
28:(1335)
Zo,
ok :
2 8
15:[24 6] -
20:(1344]
>
Rl g8
16:12551 30.12226)
#8o

Zelo

39:[11226)

O
1 ’:.’~g§“"
REAIRRRNRIT

I

=z gloo !

I

49:[111126]

1

‘:g‘::g‘»“"

S0: (111135

= —

siz(111144)0

e o0e

60:(111112

40:(11235)
2
oo
41:[11244)
,::30"“

42:(11334)

SO
122000

43:[12223)

r—— i
1252 Se 0o

s2:(111225))

-v::‘ SO0y
W

R 8o

66:(11111115)

2258 oy 00,
Lant oy
PIETLTal s S pledets
e RS

67:[11111124] T 1111114)

foo

s
i tea00

2
::;;4[,‘,.“n

54:[111333)

R

55:[112224)]

= .
Z .
Protae 2SR

s

[1rrriri123]

68: (1111113

62111122400
4

o,
Z
izt 800

63:(1111233]

33

L8
LT en00

64:[1112223]

2
LB
125 Be0

44:12234)
o

45:12333)

£ ST
18:(345) 46:[22224)

Bl 98
19:(444] 47:[22233)

PLs)
P iy

36:J112233)

58:[222222

A. Schoenberg,
Six piéeces op. 19

8o

70:(11112222)
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Permutoedre et Tonnetz
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Le Tonnetz en tant que GIS
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A« \ A \ A ’ \ A ’ \ A
c dt f a
4 y P 4 “
0 3 froveesee 6 ternienss 9 0
¥ ¥ T ¥ ¥

Major triad - ©
PN

+4 A +7.-"’ Bl:
P R_7 R_7
Do & '\i &
< +3 bb
o N e o
' E\Mod-lz pitch class . Minor triad

number (C =0) g

p=<L,R|L?=(LR)2 =1 ; LRL=L(LR)" >

 p opere de facon simplement transitive sur I’ensemble
S des 24 triades consonantes

=> (S, p, int) est un GIS

(Neo-)Riemannian Operation P = ,,Parallel“

[Noll04]



SR Systeme d’Intervalles Généralisés - Systeme Généralisé d’Intervalles
Musical Intervals

S David Lewin’ s Generalized Interval System [GMIT, 1987]

ﬁamfamuzbbns

e GIS = (S, G, int)

S = ensemble int(s,u)

(G,*) = groupe d’intervalles m m
NG N

int = fonction intervallique . ‘ .
. S { u
sxs ™. G

1. Pour tout objets s, ¢, u dans S :
int(s,f)*int(¢,u) = int(s,u)

t
o

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i
dans G il y a un seul objet # dans S tel que
int(s) =1 s

« S={...,do, do,=ré, ré, ..., si,do’,...}, G=Z, int(do,ré)=2, int(fa,do)=-5 etc.
« S={...,do, ré, mi, fa, sol, la, si, do’, ...}, G=Z, int(do,ré)=1, int(fa,do)=-3 etc.
8=G=Z,,={do, do,=ré,, ré, ..., si}, mt(do,ré)=2, mt(fa,do)=7 etc.



] Premieres généralisations : transposition

Mousical Intervals

] and"_»

Transformations
GIS = (S, G, int) int(s,u)
S = ensemble m m
(G,*) = groupe d’intervalles Vi Ve ¥
S { u

int = fonction intervallique
sxs ™., G

1. Pour tout objets s, ¢, u dans S :
int(s,f)*int(¢,u) = int(s,u)

T;(s)

T[]

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i
dans G il y a un seul objet # dans S tel que
int(s,f) =1

Généralisation de la notion de transposition (musicale)
Pour tout ¢lément i dans G, la transposition T, est une application
T,: S§-->8 telleque int (s, T, (s)) =i pour tout élément s dans .S



caenized | Premieres propriétés intervalliques

Musical Intervals
— and ~
Transformations

GIS = (S, G, int) int(s,u)

S = ensemble m W.
(G,*) = groupe d’intervalles NG N

s t u

int = fonction intervallique
sxs ™., G

1. Pour tout objets s, ¢, u dans S : I{(S)
i g =1 N
int(s,f)*int(¢,u) = int(s,u) ‘u Ti (t)

1)

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i
dans G il y a un seul objet # dans S tel que 1
int(s,f) =1

\)
Dans un GIS commutatif, la transposition préserve les rapports intervallaires
int (s, ) = int (T, (5), T; (1)



Sl i Premieres propriétés d’un GIS non commutatif

Musical Intervals
— and ~
Transformations

GIS = (S, G, int) int(s,u)

S = ensemble m W‘
(G,*) = groupe non commutatif NG N

s t u

int = fonction intervallique
sxs ™., G

1. Pour tout objets s, #, u dans S :
int(s,f)*int(¢,u) = int(s,u)

2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i
dans G il y a un seul objet # dans S tel que
int(s,f) =1

1l a des transpositions qui ne préservent pas les intervalles et il y a des transformations
qui préservent les intervalles et qui ne sont pas des transpositions [GMIT, p. 50]



Equivalence entre GIS et action de groupe

GIS = (S, G, int) int(s,u)

S = ensemble int(s,t) int(t,u)
(G,*) = groupe d’intervalles ./—\‘ ) TN
int = fonction intervallique \ t u

sxs ™M, G T (s)

1. Pour tous objets s, 7, u dans S :

A.ctiOIrl int(s,f)*int(¢,u) = int(s,u)
simplément

transitive 2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i

1]

dans G il y a un seul objet # dans S tel que
int(s,f) =1 S

Soit 7 ={T,; ; iEG} le groupe des transpositions
GIS=(S, G,int) < 7xS5— Stelle que (T,;,s)—=T,s)

Terminologies équivalentes :
* Un GIS est un G-torseur a gauche
* S est un ensemble principal homogéne [Bourbaki]



Klumpenhouwer Networks (K-réseaux)

Xavier Hascher: « Liszt et les sources de la notion
d’agrégat », Analyse Musicale, 43, 2002
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Klumpenhouwer Networks (K-réseaux) : isographies positives et récursivité

David Lewin: «A Tutorial on K-nets using the Chorale in
Schoenberg’s Op.11, N°2 », JMT, 1994

& z 7
i
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Im g Ik+m
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A 9 fa#Tszb
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mi I)Tv sol si —=—mib
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Klumpenhouwer Networks (K-nets) : isographies négatives

David Lewin: «A Tutorial on K-nets using the Chorale in Schoenberg’s Op.11, N°2 », JMT, 1994
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Isographies « fortes » dans le réseau transformationnel
Stockhausen: Klavierstiick III (Analyse de D. Lewin)

<T,>:T,— T,



Action de groupe et commutativit€é des diagrammes

00 1

| g g
L T 6 16

Tout diagramme commute
Vf,ge<T,J>

Le groupe des 24 transformations ¢ = {T, T,..., T;;, TJ, T J, ..., T{;J} est commutatif
et opére de maniere simplement transitive sur I’espace S des 24 formes du pentacorde
de base (i.e. ’ensemble de ses 12 transpositions et de ses 12 inversions)




Inversions « contextuelles » et commutativité des diagrammes

S @ 0
g "

|
‘H f A

Tout diagramme commute
Vf,ge<T,J>

Le groupe des 24 transformations ¢ = {T, T,..., T;;, TJ, T J, ..., T{;J} est commutatif
et opére de maniere simplement transitive sur I’espace S des 24 formes du pentacorde
de base (i.e. ’ensemble de ses 12 transpositions et de ses 12 inversions)

=> (S, o, int) est un GIS



Dualité entre (S, p, nt) et (S, D,,, int)

p=<L,R|L?2=(LR)2=1; LRL=L(LR)'> | «» | D, =<I, T | ?=T"2 =1 ; ITI=I(IT)" >
=> p et D, sont ’un le centralisateur de I’autre (dans le groupe symétrique Sym(S))

;> (S, p, 1nt) = (S, D,, int)
[cf. €quivalence entre GIS]

o -0
g g

O -0
Tout diagramme commute

VfeD,
VgeE p

(3)DH/E>

F#/G> F#/G>

[Crans, Fiore & Satyendra, 2008]



Fonction Intervallique IFUNC dans un GIS

GIS = (S, G, int) H=10,1,2,56, 8
& "
S ensemble d = @ LA =
H et H’ dans S ) |
IFUNCH, H’)(i) =
=#{(a,b) € H x H’ | int(a,b)=1} H’={3, 4, 7, 9,10,11}
IFUNC(H, H *)(2) = 4 Giizen .
| °
|
Probléme de Lewin (1959) Rif,
Est-on capable, si I’on connait ffunc
I’ensemble H et, pour tout i, les
valeurs IFUNC(H,H’)(i) de -
reconstruire H’ ? (034433233443)

‘ 7

|
_k l 2
lo g

2 bld

09-ifunc

(¥



Fonction d’Injection comme généralisation de relation d’inclusion

bha = b
B — = =
= = s
_1'9 | g-' -
e 14 » el pu— {’J_‘. =

H={0,1,2,5,6,8y H ={3,4,7,9,10,11} H’=T,I(H)={2,3.4,8,10,11}

9
T, 'F *’ ) INJ(H, H )(T,) =0
1 - j INJ(H', H")(T,I) = 0
R INJH, H')(T,) =4 -

1=

INJHH)T)=#a€H|T(a) EH’} —




Fonction d’Injection (INJ) et fonction intervallaire (IFUNC)

In]
"~
I

-

>

e

H{Ol7568}H {%4791011}H =T,IH) = {7%481011}

INJ(H,H’)(T,) =
nombre d’éléments a

V-

INJ(H, H')(T,) = 0 de H tels que Ti(a) cH’

INJIH, H” }(T,I) =0
INJ(H,H*)(T,) =4 ‘ ‘

A
6
Y

=) \’/ a ‘ug ’ IFUNC(H, H’)(i) =

nombre d'éléments

H,

(a,b) dans H x H ’ tels

que int(a,b)=i



« Here the basic hierarchical
scope of the (twelve-tone)
system is contained essentially
in the simple theorem that:

Given a collection of
pitches (pitch classes), the
multiplicity of occurrence
of any interval (...)
determines the number of
common pitches between
the original collection and
the transposition by the
interval »

(Milton Babbitt, Past and
Present Concepts, 1961)

« ...on peut remplacer
entierement le concept
d'intervalle dans un GIS avec
le concept de transposition
dans un espace »

« ...on peut remplacer le
concept méme de GIS
avec l'idée d'un espace S
sur lequel on a un groupe
d'opérations qui opere »

(David Lewin, Generalized Musical
Intervals and Transformations, 1987)

Babbitt I GIS =7,,

I GIS Lewin

INJ(A, B)(T))

IFUNC(A, B)(i)




Approche transtformationnelle et théorie de I’homométrie

INJA,B)(T,) = IFUNC(A, B)(k)
IFUNC peut s’€crire comme un produit de convolution de fonctions
caractéristiques (Lewin, JMT, 1958)

IFUNC(A, B)(k) = #{(a,b) € AxB | a=b+k}
Iax1_p(k)= ) (@)l pk—z)= ) Iu(@)lplz—k)= ) 1

Y LY A (I,y)E.‘iXB
y=x—k

(01256 8) (347910 11)

[#) [#)

| |
| |
(¥ (¥ (9 [ [ ) [}

it
~

(034433233443)

IFUNC(, B)3) = #;{(0,9) (1,10),(2,11),(6,3)}




Z-relation, homométrie et reconstruction de la phase

Contenu intervallaire et Fonction de Patterson

IC (k) = (1ax1_4)(k)

Expression polynomiale :

D(z)=1+z+z2°+2°

Fonction de Patterson (ou d’autocorrelation):

D(z)D(z™ 1) =
=(1+z+z°+2°)Q+ 2z + 2%+ 2"
=l+z+2°+2°+2" +2°+2° + 20 + 22" + 322 + 2" + 21 + 2'°
=4+4+2r+2°+2°+z2' +2° + 2" + 2% + 27 +2'° + 22"

IFUNC(D,D)=1IC, =[4,2,1,1,1,1,1,1,1,1,2]

* Daniele Ghisi, "From Z-relation to homometry: an introduction and some musical examples", MaMuX, 10/2/2010




Relation Z, DFT et théorie de ’homométrie

Le contenu intervallique est équivalent a un produit de Faite Z g 2imkt/c
convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958) e
ci: ci:

ICA(k) = (1a* 1-A)(k) =t 0

Cl: ;

9

1*13 Z]'A XlBI,— Zl 0 -
iI€A
i—kE€B 5
F(lax1lp)=F(14) x F(lp) p

A={0,59,11}= IC,(k)=1Vk

F(ICa)=FaxF-a=|Fal° 3 Relation Z

o)
0,1,4,6h: Mo —
\‘Qj’ > ’: * D. Ghisi, "From Z-relation to
homometry: an introduction and

iv=141.1,1.1,1,21111,1] some musical examples", Sémnaire
MaMuX, 10 décembre 2010
* P. Beauguitte, Transformée de

Fourier discrete et structures
musicales, Master ATIAM, 2011




Une équivalence qui n’est pas induite par une action

La relation Z

5-30 0,1,4,6,8 121321 7-30 0,1,2,4,68,9 343542
5-31 0,1,3,6,9 114112 7-31 0,1,3,4,6,79 336333
5-32 0,1,4,6,9 113221 7-32 0,1,3,4,6,8,9 335442
5-33(12) 0,2,4,6,8 040402 7-33 0,1,2,4,6,8,10 262623
5-34(12)  0,2,4,6,9 032221 7-34 0,1,3,4,6,8,10 254442
5-35(12)  0,24,7.9 032140 7-35 0,1,3,5,6,8,10 254361
/15-236 0.1.2.4,7 222121 . 7-236 0,1,2,3,5,6,8 444342
©5-237(12) 0,3,4,5,8 212320 7-237 0,1,3,4,5,7,8 434541
5-738 0,1,2,5,8 212221 7-238 0,1,2,4,5,7,8 434442
6-1(12)  0,1,2,3,4,5 543210
£0 N12234 4 443211
5-7236 0,1,2,4,7 222121 6-236 0,1,2,3,4,7
6-Z4(12) 0,1,2,45,6 432321 i 6-237(12) 0,1,2,3,4,8
6-5 0,1,2,3,6,7 422232 |
6-26(12)  0,1,2,5,6,7 421242 | 6-238(12) 0,1,2,3,7,8
6-7(6) 0,1,2,6,7,8 420243 |
6-8(12) 0,2,3,4,5,7 343230 N .
6-9 0,1,2,3,5,7 342231
6-Z10 0,1,3,4,5,7 333321 6-Z39 02,3458
6-Z11 0,1,2,4,5,7 333231 6-240 0,1,2,3,5,8
6-212 0,1,2,4,6,7 332232 6-241 0,1,2,3,6,8

6-Z13(12) 0,1,3,4,6,7 324222 6-242(12) 0,1,2,3,6,9




Ensembles homométriques

Le contenu intervallique est équivalent a un produit de Faite Z g 2imkt/c
convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958) e
ci: ci:

ICA(k) = (1a* 1-A)(k) =t 0

Cl: ;

9

14 % 1p(k ZlA ) x 1p(i — k 211 . .
i Z%éB 5
F(lax1p) = F(1a) x F(1p) -

A={0,59,11}= IC,(k)=1Vk

F(ICa)=FaxF-a=|Fal° 3 Relation Z

(- 2
Not only do we have Z-couples, but we also have Z- + D. Ghisi, "From Z-relation to
related t-uples for all t's. homometry: an introduction and
7 some musical examples", Sémnaire
18 MaMuX, 10 décembre 2010
*P.B itte, 77 7
01234, 2 01,345, 0.1,3,56, ) F ourizzriudgil;t:e?t’e Zl ?;’J:ZZfeesde
6,7,9,13 6,7,10,12 789,12} 4
} } } musicales, Master ATIAM, 2011
N\ /




Classification des ensembles en Z-relations

P
5-29@
=

¢ ¢ ¢
T ¢ ©

(232149

_—

peeee
e e

(11136

'I- L &N N N B _§N _§B _§ &N _§N _§N _§N _§N N &N § §B §B B B _§B § =B &N N N § N B _§B N N N B B N N &N §B 8 N _§ _§N _§N 1§ |

g ©
T 6 ©

(122349

=S

N

* Is there a (non-trivial) group action
whose orbits are the equivalence
classes of homometric sets?

* Is there an enumeration formula
for homometric sets?

e © ©

7] L 19

.I I NN . - ‘il L B B N B _§ _§ | Iih L B B N B _§ _§ | ‘il L § B _B N B _§ &8 B 8 § & § § §B _§B §B B B B B B B § § N

« John Mandereau, Etude des ensembles homométriques et leur application en
théorie mathématique de la musique et en composition assistée par ordinateur, 9
Master Thesis, ATIAM, Ircam/Université Paris 6, juin 2009

. ‘O
i |

11-catalogues-z-relation



Relation Z en musique et théorie de 1" homométrie

Le contenu intervallique est équivalent a un produit de Faite Z g 2imkt/c
convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958) e
ci: ci:
ICA(k) — (lA*l—A)(k) N 11 | 0
9
A*].B ZlA ) x 1p(i — k Zl N .
iI€A
i—k€EB 5

f(1,1*13)=f(1A)Xf(iB) 6

A={0,59,11}= IC,(k)=1Vk

F(ICa)=FaxF-a=|Fal° 3 Relation Z

/"'* || 7 TN
/ \ |[ / ,

A ':\ ¢ ‘: ':—ﬂ—’ A, 9 ICA:IC ’
NS A

* P. Beauguitte, Transformée de Fourier discréte et
FIGURE 1.4 — Plus petite Z-relation non triviale structures musicales, Master ATIAM, 2011




Relation Z en musique et théorie de 1" homométrie

Le contenu intervallique est équivalent a un produit de Faitr Z g/
convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958) ked
Ci: ci:
IC4(k) = (14 %x1_4)(k) o 0
Cl. j
14 % 1p(k) = 21,1(2') x 1p(i — k) = Z 1 ? . .
() €A
i~kEB 5
F(1,1*13)=f(1A)XF(lB) 6

A={0,59,11}= IC,(k)=1Vk

F(ICa)=FaxF-a=|Fal° 3 Relation Z

A4 S IC,=IC,
A’ =AC




Relation Z en musique et théorie de 1" homométrie

Le contenu intervallique est équivalent a un produit de Faitr Z g/
convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958) ked
Ci: ci:
IC (k) = (14 %x1_4)(k) o 0
Cl. j
- : : 9
14 % 1g(k) = ZlA(z) x 1p(i — k) = Z 1 N -
() €A
i~kEB 5
f(1,1*13)=f(1A)Xf(lB) 6

A={0,59,11}= IC,(k)=1Vk

F(ICa)=FaxF-a=|Fal° 3 Relation Z

Vk F(ICz\a)(k) = F(ICA) (k)| > Théoréme de I’hexacorde

A : ‘- A ’
2 IC,=IC,.
{.\.Wﬁ/ } i e




Relation Z d’ordre supérieur (vecteur mv* de Lewin)

{0, 114' 6}l2 % @

iv=[4,1,1,1,1,1,2,1,1,1,1,1] = 2-homomeétrie

Le vecteur mv* (d’aprés Lewin) nous dit combien de copies d"un
certain ensemble de cardinalité k sont contenues dans un ensemble

...

.

.

.
.
.
. .
L .
. '.
= .

.

.

.. ‘ > k-homomeétrie
F (k-deck ou k-Deck)
®

éﬁﬁi S {ﬁﬁdﬁﬁi }

* Daniele Ghisi, "From Z-relation to homometry: an introduction and some musical examples", Sémnaire MaMuX,
10 décembre 2010 [http://repmus.ircam.fr/mamux/saisons/saison10-2010-2011/2010-12-10]




High-order ‘interval’ content: Lewin’s mv¥ vector

6redd

[ 3-set (prime forms): )

{0, 1, 2} = 0 copies
{0, 1, 3} = 2 copies
, 4} = 3 copies

7

~

4
4 4

7

~

- 0 copies
- 1 copie

7

~

4 4

, 7} = 2 copies
, 8} = 0 copies j

4

0,1, 4
0,1,5
10,1,6
0

0,2,5
0,2, 6
0,2,7
0,3, 6
0,3,7
0,4, 8

W WhhNDDND P

V4

@@ 2 /10,3,7}/ é’{ﬁi J}
N\

<

31/ é{gﬁd-#gi-}

3/{0,1,4}/

bl

J

mv3({0,1,34,7})=[0,2,3,0,1,0,0,1,0,1,2,0]

* Daniele Ghisi, "From Z-relation to homometry: an introduction and some musical examples", Séminaire

MaMuX, 10 décembre 2010 [http://repmus.ircam.fr/mamux/saisons/saison10-2010-2011/2010-12-10]

18-mv3-exemple



High-order Z-relation and k-homometric nesting
] ~

012)
ﬂ (013)
(014)

primeforms-list (015)
v (016)

[0123567913) | [01456781012) |
[= 3]

017)
(018)
(019)
(024)
(025)
(026)
027)
(028)
(029)
(0210)
(036)
037)
(038)
039)
(0310)
(048)
(049)
(0410)
0411)
(0510)
(0511)
0612)

|(355555313464421242222242141)

[#

[

19-mv3-and-zm-partners

k-homometric nesting

7. A={0,123567913)
18 B={0,1,4,5,6,7,8,10,12}
:
mv3(A)= mv3(B) & 3-homometry (= 2-homometry) omom ]\ N

> Where does this nesting stop?



Premiers résultats sur 1a A~-homomeétrie

* Mandereau J., D. Ghisi, E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon, (2011a), « Z-relation and homometry in musical distributions », JMM, vol. 5,n° 2, p. 83-98.
* Mandereau J, D. Ghisi, E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon (2011b), « Discrete phase retrieval in musical structures », JMM, vol. 5,n° 2, p. 99-116.

(0123457101215 1920222324 2527 28) I 3 (012345691417 1819 21 22 24 26 27 29) I
| [
coo LT

k-homometric nesting

homometric sets

(0146)
A : B
I
L) L) o
o [ C [ o [
[ 9 [ [
[(1257) | [(19202325) | [22 2427 28) | (0146) (18 19 22 24) (0256)
[ [ C o [3 o
= — — 45 4 {
L 2 L) L 8 5 L3 L) L) 8 [ L) L) 8 5 2 L7 5
[ C [ [ [ [ o [ C o [ 3 g G - [ [ [ =

7 A=101,23,4,5,7,10,12 1519, 20, 22, 23, 24, 25, 27, 2§}
36 B=10,1,2 3,4,5,6,9,14,17,18,19, 21, 22, 24, 26, 27, 29)

mv4(A)= mv*(B) 2 4-homométrie

&




