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Plan du cours ���

	

1.) Rappel historique et premiers éléments de musicologie computationnelle 
2.) Représentation et énumération des structures musicales : Set Theory et théories transformationnelles	


3.) Pavages en composition : la construction des canons rythmiques mosaïques 	


4.) Ramifications philosophiques et cognitives de l’approche algébrique en musique 	





Transformations géométriques et relation d’équivalence 	



Architecture paradigmatique Groupe Affine 

Groupe cyclique 

Groupe dihédral 

Relation d’équivalence: 
-  Reflexive 
-  Symétrique 
-  Transitive 



Enumeration des orbites par rapport à l’action d’un groupe	



Lemme de Burnside 

Xg = {x∈X : gx=x} 

Trouver le nombre de configurations possibles 
? 

~ = 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe	



Lemme de Burnside 

Xg = {x∈X : gx=x} 
Action de Z/4Z 

T0 = identité 
T1 = rotation de 90° 
T2 = rotation de 180° 
T3 = rotation de 270° Configurations possibles = 34 = 81 

T0 fixe toute configuration => |XT
0 |=81 

T1 fixe toute configuration monochromes => |XT
1 |=3 

T3 idem 
T2 fixe toute configuration «double-diamètre » => |XT

1 |= 32 =9 

n = 1/4 (81+3+3+9) = 24 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe	


Lemme de Burnside 

Xg = {x∈X : gx=x} Action de Z4 

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on 
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007


n = 1/4 (81+3+3+9) = 24 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe	


Lemme de Burnside 

Xg = {x∈X : gx=x} Action de D4 

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on 
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007


n = 1/8 (81+3+3+9+27+9+27+9) = 168/8=21 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe	



Lemme de Burnside 

Xg = {x∈X : gx=x} Action de D4 
T0 = id 
T1 = rot 90° 
T2 = rot 180° 
T3 = rot 270° 

T0I = inversion 
T1I = inv. 
T2I = inv. 
T3I = inv. 

21=24-3 



Enumération d’accords par rapport à l’action du groupe dihédrale	



Lemme de Burnside 

Xg = {x∈X : gx=x} 

Action de Z12 

(Hook, MTO) 

# d’accords = 1/12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352  



Enumération d’accords par rapport à l’action du groupe dihédrale	



Lemme de Burnside 

Xg = {x∈X : gx=x} 

Action de D12 

(Hook, MTO) 

# d’accords = 1/12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352  
# d’accords = 1/24[4224+1152] = 224  



Classification paradigmatique des structures musicales  	



Architecture paradigmatique 

352	



Zalewski / Vieru / Halsey & Hewitt	


Groupe cyclique Forte/ Rahn 

Carter	



224	



Groupe diédral 

Estrada	



77	



Groupe symétrique 

Morris / Mazzola 

158	



Groupe affine 

Set Theory 

02-paradigms 
è 



L. Van Beethoven,  
Quatuor n° 17 

Julio Estrada	



Julio Estrada, Modèles mathématiques en composition et analyse musicales, intervention au Master ATIAM / Cursus de 
Composition, Ircam, 21 Novembre 2012 

Permutoèdre comme catalogue d’accords	





Permutoèdre comme catalogue d’accords	



W. Reckziegel, “Musikanalyse und Wissenschaft.” Studia Musicologica 9(1-2), 1967, p. 163-186 



A. Schoenberg,  
Six pièces op. 19 

…et émancipation de la dissonance	



Julio Estrada, Modèles mathématiques en composition et analyse musicales, intervention au Master ATIAM / Cursus de 
Composition, Ircam, 21 Novembre 2012 

B. Bartok,  
Quatuor n° 4 
(3e mouvement) 



Permutoèdre et Tonnetz	



? 



Le Tonnetz  en tant que GIS 	



ρ = <L, R | L2 = (LR)12 =1 ; LRL=L(LR)-1 > 
 
•  ρ opère de façon simplement transitive sur l’ensemble 
S des 24 triades consonantes 

[Noll04] 

⇒ (S, ρ, int) est un GIS    



David Lewin’s Generalized Interval System [GMIT, 1987]	


Système d’Intervalles Généralisés - Système Généralisé d’Intervalles 	



1. Pour tout objets s, t, u dans S :	


 int(s,t)•int(t,u) = int(s,u)	



S = ensemble	



G	

S × S	



GIS = (S, G, int)	



(G,•) = groupe d’intervalles	


int = fonction intervallique	



2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i 
dans G il y a un seul objet t dans S tel que 
int(s,t) = i	



s t u	

int	



•  S={…, do, do#=réb, ré, …, si, do’,…}, G=Z, int(do,ré)=2, int(fa,do)=-5 etc. 
•  S={…, do, ré, mi, fa, sol, la, si, do’, …}, G=Z, int(do,ré)=1, int(fa,do)=-3 etc. 
•  S=G=Z12={do, do#=réb, ré, …, si}, int(do,ré)=2, int(fa,do)=7 etc. 
  



Premières généralisations : transposition  	



1. Pour tout objets s, t, u dans S :	


 int(s,t)•int(t,u) = int(s,u)	



S = ensemble	



G	

S × S	



GIS = (S, G, int)	



(G,•) = groupe d’intervalles	


int = fonction intervallique	



2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i 
dans G il y a un seul objet t dans S tel que 
int(s,t) = i	



s t u	


int	



Généralisation de la notion de transposition (musicale) 
Pour tout élément i dans G, la transposition Ti est une application 

 Ti : S --> S    telle que     int (s, Ti (s)) = i pour tout élément s dans S 

s

Ti(s)	



i	





Premières propriétés intervalliques	



1. Pour tout objets s, t, u dans S :	


 int(s,t)•int(t,u) = int(s,u)	



S = ensemble	



G	

S × S	



GIS = (S, G, int)	



(G,•) = groupe d’intervalles	


int = fonction intervallique	



2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i 
dans G il y a un seul objet t dans S tel que 
int(s,t) = i	



s t u	


int	



Dans un GIS commutatif, la transposition préserve les rapports intervallaires   
int (s, t) = int (Ti (s), Ti (t)) 

s

Ti(s)	



i	



t
s

Ti(t)	



i	





Premières propriétés d’un GIS non commutatif	



1. Pour tout objets s, t, u dans S :	


 int(s,t)•int(t,u) = int(s,u)	



S = ensemble	



G	

S × S	



GIS = (S, G, int)	



(G,•) = groupe non commutatif	


int = fonction intervallique	



2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i 
dans G il y a un seul objet t dans S tel que 
int(s,t) = i	



s t u	


int	



Il a des transpositions qui ne préservent pas les intervalles et il y a des transformations 
qui préservent les intervalles et qui ne sont pas des transpositions [GMIT, p. 50]  

s

Ti(s)	



i	



t	



Ti(t)	



i	





Equivalence entre GIS et action de groupe	



1. Pour tous objets s, t, u dans S :	


 int(s,t)•int(t,u) = int(s,u)	



S = ensemble	



G	

S × S	



GIS = (S, G, int)	



(G,•) = groupe d’intervalles	


int = fonction intervallique	



2. Pour tout objet s dans S et tout intervalle i 
dans G il y a un seul objet t dans S tel que 
int(s,t) = i	



s t u	


int	



Soit τ ={Ti ; i∈G} le groupe des transpositions 
 GIS = (S, G, int) ⇔   τ × S→ S telle que (Ti , s) → Ti(s) 

Terminologies équivalentes : 
•  Un GIS est un G-torseur à gauche 
•  S est un ensemble principal homogène [Bourbaki] 

Action 
simplément 
transitive 

s

Ti(s)	



i	





Klumpenhouwer Networks (K-réseaux)  ���

	


Xavier Hascher: « Liszt et les sources de la notion 
d’agrégat », Analyse Musicale, 43, 2002 

Isographie 
forte 

Isographie 
positive 

Isographie positive 

mg b2 

a1 

<T0> 

<T9> <T9> 



Klumpenhouwer Networks (K-réseaux) : isographies positives et récursivité  ���
	



David Lewin: «A Tutorial on K-nets using the Chorale in 
Schoenberg’s Op.11, N°2 », JMT, 1994 

<Tk> : Tm→ Tm 
            Im  → Ik+m 



Klumpenhouwer Networks (K-nets) : isographies négatives  ���

	

David Lewin: «A Tutorial on K-nets using the Chorale in Schoenberg’s Op.11, N°2 », JMT, 1994 

<T8> 

<T7> 

<I7> 

g3’ g4’ 

<I10> <I5> Isographie négative 

<Tk> : Tm→ Tm 
            Im  → Ik+m 

<Ik> : Tm→ T-m 
            Im → Ik -m 



Isographies « fortes » dans le réseau transformationnel ���

	

 Stockhausen: Klavierstück III (Analyse de  D. Lewin) 
<T0> : Tm→ Tm 
            Im  → Im 

<T0> 



Action de groupe et commutativité des diagrammes	



¢ ¢ 

¢ ¢ 

f 

f 
g g 

Tout diagramme commute 

∀f , g ∈ < T, J > 

Le groupe des 24 transformations σ = {T0, T1,…, T11, T0J, T1J, …, T11J} est commutatif 
et opère de manière simplement transitive sur l’espace S des 24 formes du pentacorde 
de base (i.e. l’ensemble de ses 12 transpositions et de ses 12 inversions)         



Inversions « contextuelles » et commutativité des diagrammes	



¢ ¢ 

¢ ¢ 

f 

f 
g g 

Tout diagramme commute 

∀f , g ∈ < T, J > 

Le groupe des 24 transformations σ = {T0, T1,…, T11, T0J, T1J, …, T11J} est commutatif 
et opère de manière simplement transitive sur l’espace S des 24 formes du pentacorde 
de base (i.e. l’ensemble de ses 12 transpositions et de ses 12 inversions)         

⇒ (S, σ, int) est un GIS    



Dualité entre (S, ρ, int) et (S, D12, int)  	


ρ = <L, R | L2 = (LR)12 =1 ; LRL=L(LR)-1 >  
⇒ ρ et D12 sont l’un le centralisateur de l’autre (dans le groupe symétrique Sym(S))  
 

[Crans, Fiore & Satyendra, 2008] 

D12 = <I, T | I2 = T12 =1 ; ITI=I(IT)-1 > ↔  

¢ ¢ 

¢ ¢ 

f 

f 
g g 

Tout diagramme commute 

∀f  ∈ D12 
∀g ∈  ρ 

(S, ρ, int) ≠ (S, D12, int)   
[cf. équivalence entre GIS]  



Fonction Intervallique IFUNC dans un GIS	



IFUNC(H, H’)(i) =	


= #{(a,b) ∈ H × H ’ | int(a,b)=i}	



S ensemble	



GIS = (S, G, int)	



H et H’ dans S	



H = {0,  1,  2,   5,  6,   8}	



H ’={3,  4,   7,  9, 10, 11} 	



IFUNC(H, H ’)(2) = 4	



Problème de Lewin (1959) 
Est-on capable, si l’on connaît 
l’ensemble H et, pour tout i, les 
valeurs IFUNC(H,H’)(i) de 
reconstruire H’ ? 

? 

09-ifunc 
è 



Fonction d’Injection comme généralisation de relation d’inclusion	



INJ(H,H ’)(Ti) = #{a ∈ H | Ti(a) ∈ H ’}	


i=2 

H	

 H’	





Fonction d’Injection (INJ) et fonction intervallaire (IFUNC)	



INJ(H,H’)(Ti) = 	


nombre d’éléments a 	


de H tels que Ti(a) ∈ H’ 	



IFUNC(H, H’)(i) = 
nombre d'éléments 
(a,b) dans H × H ’ tels 
que int(a,b)=i	



H 	



H’	





Babbitt Lewin 

« Here the basic hierarchical 
scope of the (twelve-tone) 
system is contained essentially 
in the simple theorem that:  	


Given a collection of 
pitches (pitch classes), the 
multiplicity of occurrence 
of any interval (…) 
determines the number of 
common pitches between 
the original collection and 
the transposition by the 
interval »  	



(Milton Babbitt, Past and 
Present Concepts, 1961)	



INJ(A, B)(Ti)	

 IFUNC(A, B)(i)	

=	


GIS 

	


« ...on peut remplacer 
entièrement le concept 
d'intervalle dans un GIS avec 
le concept de transposition 
dans un espace »	

	



« ...on peut remplacer le 
concept même de GIS 
avec l'idée d'un espace S 
sur lequel on a un groupe 
d'opérations qui opère »	


	


(David Lewin, Generalized Musical 
Intervals and Transformations, 1987)	


	



GIS = Z12 



Approche transformationnelle et théorie de l’homométrie	



	



INJ(A, B)(Tk)	

 IFUNC(A, B)(k)	

=	


"   IFUNC peut s’écrire comme un produit de convolution de fonctions 

caractéristiques (Lewin, JMT, 1958)	



IFUNC(A, B)(k)	

= #{(a,b) ∈ A×B | a=b+k} 	


	



IFUNC(A, B)(3)	

 = #{(0,9),(1,10),(2,11),(6,3)} 	


	





Z-relation, homométrie et reconstruction de la phase	


"   Contenu intervallaire et Fonction de Patterson	



•  Daniele Ghisi, "From Z-relation to homometry: an introduction and some musical examples", MaMuX, 10/2/2010	



IFUNC(D, D) = ICD = [4, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2]	





Relation Z, DFT et théorie de l’homométrie	


"   Le contenu intervallique est équivalent à un produit de 

convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958)	



A = {0, 5, 9, 11} ⇒   ICA (k) = 1 ∀ k 	



0

3

6

9 ci: 
5	



ci: 
9	



ci: 
11	



ci: 
0	



Relation Z è 

•  D. Ghisi, "From Z-relation to 
homometry: an introduction and 
some musical examples", Sémnaire 
MaMuX, 10 décembre 2010 	


•  P. Beauguitte, Transformée de 
Fourier discrète et structures 
musicales, Master ATIAM, 2011	





Une équivalence qui n’est pas induite par une action 	



5-Z12 

La relation Z 



Ensembles homométriques	


"   Le contenu intervallique est équivalent à un produit de 

convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958)	



A = {0, 5, 9, 11} ⇒   ICA (k) = 1 ∀ k 	



0

3

6

9 ci: 
5	



ci: 
9	



ci: 
11	



ci: 
0	



Relation Z è 

•  D. Ghisi, "From Z-relation to 
homometry: an introduction and 
some musical examples", Sémnaire 
MaMuX, 10 décembre 2010 	


•  P. Beauguitte, Transformée de 
Fourier discrète et structures 
musicales, Master ATIAM, 2011	





Classification des ensembles en Z-relations	



•  John Mandereau, Étude des ensembles homométriques et leur application en 
théorie mathématique de la musique et en composition assistée par ordinateur, 
Master Thesis, ATIAM, Ircam/Université Paris 6, juin 2009 	



•  Is there a (non-trivial) group action 
whose orbits are the equivalence 
classes of homometric sets?  
•  Is there an enumeration formula 
for homometric sets?  

11-catalogues-z-relation 

è 



Relation Z en musique et théorie de l’homométrie	


"   Le contenu intervallique est équivalent à un produit de 

convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958)	



A = {0, 5, 9, 11} ⇒   ICA (k) = 1 ∀ k 	



0

3

6

9 ci: 
5	



ci: 
9	



ci: 
11	



ci: 
0	



Relation Z è 

ICA=ICA’	

A A’ è 

•  P. Beauguitte, Transformée de Fourier discrète et 
structures musicales, Master ATIAM, 2011	





Relation Z en musique et théorie de l’homométrie	


"   Le contenu intervallique est équivalent à un produit de 

convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958)	



A = {0, 5, 9, 11} ⇒   ICA (k) = 1 ∀ k 	



0

3

6

9 ci: 
5	



ci: 
9	



ci: 
11	



ci: 
0	



Relation Z è 

ICA=ICA’	

A A’ è 
A’ =Ac 	





Relation Z en musique et théorie de l’homométrie	


"   Le contenu intervallique est équivalent à un produit de 

convolution de fonctions caractéristiques (Lewin, 1958)	



A = {0, 5, 9, 11} ⇒   ICA (k) = 1 ∀ k 	



0

3

6

9 ci: 
5	



ci: 
9	



ci: 
11	



ci: 
0	



Relation Z è 

Théorème de l’hexacorde è 

ICA=ICA’	


A A’ 

è 



Relation Z d’ordre supérieur (vecteur mvk de Lewin) 

è 2-homométrie 

•  Daniele Ghisi, "From Z-relation to homometry: an introduction and some musical examples", Sémnaire MaMuX, 
10 décembre 2010 [http://repmus.ircam.fr/mamux/saisons/saison10-2010-2011/2010-12-10]	



è k-homométrie 
(k-deck ou k-Deck) 



High-order ‘interval’ content: Lewin’s mvk vector 

•  Daniele Ghisi, "From Z-relation to homometry: an introduction and some musical examples", Séminaire 
MaMuX, 10 décembre 2010 [http://repmus.ircam.fr/mamux/saisons/saison10-2010-2011/2010-12-10]	

 18-mv3-exemple 

è 



High-order Z-relation and k-homometric nesting 

Z18 A = {0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 13} 
B = {0, 1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12} 

 mv3(A)= mv3(B) è 3-homometry (è 2-homometry) 

Where does this nesting stop? 

19-mv3-and-zm-partners 

è 



Premiers résultats sur la k-homométrie  

Z36 
A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 12, 15, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 27, 28} 
B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 14, 17, 18, 19, 21, 22, 24, 26, 27, 29} 

 mv4(A)= mv4(B) è 4-homométrie 

•  Mandereau J., D. Ghisi, E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon, (2011a), « Z-relation and homometry in musical distributions », JMM, vol. 5, n° 2, p. 83-98. 	


•  Mandereau J, D. Ghisi, E. Amiot, M. Andreatta, C. Agon (2011b), « Discrete phase retrieval in musical structures », JMM, vol. 5, n° 2, p. 99-116.	




