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. ircam
Motivation

== Centre
Pompidou

Problématique: Reconnaissance / classification du style

@ Reconnaissance des formes et des progressions harmoniques

@ Analyse de la partition et non du signal

Tirme Domain Plot of "Beethaven, Symphony No 5" 5 e =
T T T T T T

tlsec]

Solution: Représentation symbolique des structures musicales

o Extensional Standard Language of Music
o Algébre Abstraite

Enjeu théorique — étudier les relations entre:
@ Morphologie Mathématique
@ Théorie des Treillis
o Analyse des Concepts Formels (FCA)

— intérét musicologique?
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. . ircam
Extensional Standard Language of Music == Centre

Pompidou
Definition (Systéme Harmonique)

Un triplet T = (T, d,I) est appelé systeme harmonique algébrique, si T est un
ensemble, I = (/,+, —,0) un Groupe Abelien, et 6 : T X T — | une map telle que
pour tous ti, to, t3 € T les équations suivantes soient vraies:

O(t1, t2) + 0(t2, t3) = 6(t1,t3) et O(t1, t2) =0 iff t1 = to. (1)

On considérera les systémes harmoniques de la forme Tp = (Zp,d0,Zp) — O-tet.

o Z est le groupe additif des entiers relatifs
o O € Zy — octave:

> cardinalité du Groupe I,
»> nombre de tons présents dans notre systeme

o 7o est I'anneau quotient des entiers modulo O

Example (Systemes Harmoniques)

O =5 — systéme pentatonique (do-ré-mi-sol-la)
O =7 — systeme diatonique (do-ré-mi-fa-sol-la-si)
O = 12 — systeme dodécaphonique (do-dofi-ré-réf-mi-fa-fafi-sol-solfi-la-laf-si).
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. ircam
Formes Harmoniques == Centre

Pompidou
On appellera les sous-ensembles de Z» les harmonies H € Z» du O-tet.

Réduction des harmonies a leur structure modulo transposition

o classification en fonction de la structure intervallique et du nombre de tons

@ Deux harmonies ont le méme motif dans le cas ou elles sont reliées par une
transposition

Cette classification engendre une relation d’'équivalence:
V,:={(H1,H2) | 3i :Hi=Ho+i,Hi CZp,H» C Zo} (2)

Les classes d'équivalence [H]y sont appelées formes harmoniques

N

Forme harmonique des accords parfqits majeurs — [0 4 7]
Forme harmonique des accords de 7°™ de Dominante — [0 2 5 8]
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ircam

Analyse des Concepts Formels = e
mpidou

Definition (Contexte Formel)

Soit G un ensemble d'éléments appelés objets, M un ensemble d'éléments appelés
attributs et | C G X M une relation binaire entre les objets et les attributs, une paire
(g, m) € I signifie l'objet g posséde I'attribut m.

Alors le triplet K(G, M, I) définit un contexte formel

Definition (Concept Formel)
Soit K = (G, M, I) un contexte formel, X C G, Y C M et
a(X) ={meM|VgeA:glm} (3)
B(Y):={g€G|VmeB:glm}. (4)
La paire (X, Y) est un concept formel iff a(X) = Y et B(Y) = X.

X — extent, Y — intent L’ensemble de tous les concepts formels du contexte:
B(G,M, 1) :={(X,Y) | a(X)=Y,8(Y) =X}
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. ircam
Treillis de concept == Cenre
Pompidou

Definition (Ordonnancement des concepts)
(A,B) < (C,D) == AC CetBDD

Theorem (Théoreme Fondamentale de la FCA)
C(K) := (B(G, M, I),<) est un Treillis complet de Galois.

Theorem (Infimum et Supremum dans un Treillis de Concept)

Soit C un treillis de concept, infimum (meet) et supremum (join) d’une famille de
concepts formels (X, Yt)teT sont donnés respectivement par:

N Yy = (ﬂ Xe,a(B(|J m)) . (5)
teT teT teT

V(X Y = (ﬂ(a(U X)), N vt> (6)
teT teT teT
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Contexte multi-valué: 4-tet

Contexte multi-valué

AHE
HEE:
Pause
0|1
0,1]2 |1
0,2|2 1
0,1,213|2|1
0,1,2,3|4 4|2

ircam

== Centre
Pompidou
Contexte multi-valué redimensionné
unison second third
11213 2(3 (4|12
pause
0| x
0, 1fX|Xx
0,2 x|[x X
0,1,2| x| X X
0,1,23|x|x]|x X | X | X[ x|x
v

Pierre Mascarade (ENS Lyon)

Morphologie Mathématique, Analyse des Concepts For|

June 19, 2017

10 / 27



ircam

== Centre

Pompidou

Treillis de concept: 7-tet
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) ircam
Sommaire == Centre
Pompidou

© Travail méthodologique réalisé
o Contribution au projet SageMath
o Eléments caractéristiques d'un treillis
o Opérateurs Morphologique sur treillis de concept
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ircam

Contribution au projet SageMath == Centre
Pompidou

Probleme
@ Musicologie computationnelle — nécessité d'une approche algorithmique
o Actuellement aucuns outils algorithmiques FCA / MorphoMath

@ Visualisation des données — recherches impliquant des compositeurs
non-mathématiciens

SageMath : logiciel libre généraliste et communautaire de calcul mathématique
orienté structures algébriques

SDAE.

Solution: Bibliotheque SageMath

o Développement d’une bibliotheque d’algorithmes de calcul algébrique et de
visualisation de données orientée MorphoMath-FCA-Treillis pour SageMath.

@ Soumission du code a la review sur SageMath develop.
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£ s R : . ircam
Eléments caractéristiques d'un treillis = tere
mpidou

Definition (Eléments join-irréductibles et meet-irréductibles)

Un élément a d'un treillis C est join-irréductible si

(i) a # 0c

(i) V(a,b) € C2,a=bVc=>a=boua=c.

L'ensemble de tous les éléments join-irreductibles de C est dénoté par J(C).
Meet-irréductible défini par dualité, resp. M(C).

De plus,

VaeC, a=\/{beJ(C)|b=a}=/{beM(C)|a=xb}

Labellisation — pc et qc:
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Métrique de Treillis ircam

== Centre
Pompidou
Opérateur Morphologiques sur Treillis de concept
o MorphoMath: element structurant — notion de voisinage sur le powerset d'un
ensemble du contexte
@ Théorie des Treillis: directement depuis une distance sur le treillis
On peut définir une métrique de treillis a partir de w() - fonction a valuation réelle
sur (C, %) -
o Va e C, we(a) = |G| - |e(a)l o fla) =
e Vae C, wy(a) =li(a)| | inli2 | v(,l, i) € (pz*(a)) si pg'(a) existe
o Va€C, wi(a)=I(a)| VU e )| 12 | sinen
o VaeC, wr(a) =|F(a
F(a) = IF(3)] o1
"] .o —1 .
> vie qﬁ(p Y(a)) si pg (a) existe
wf(a) = Z f(b) min Ij sinon
b=<a Vi€ $(8min)
=2_f(b)
a=<b
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, ) . ircam
Opérateur Morphologique sur Treillis ZCegzre )
mpidou

Definition (Dilatation et Erosion)

Un opérateur 6: (L, <) — (L', X’) est une dilatation si: (i) il préserve le plus petit
élément du treillis (ii) il commute avec le supremum:

V(X,‘) € L, 5(\/,'X,') = V;J(X,')

L'érosion ¢ est définie par dualité.

Opérateur sur C depuis élément Opérateur depuis distance sur (C, <)
structurant sur P(G)

Vg €G, b(g)={g1 € G |d(g,e1)<n} |VaeJ(C), §(a)=\/{beC|d(ab)<n}

Sn(X) = {g € G | b"(g) N X # 0}, Va € M(C), &'(a) = A\{b€C|d(ab)<n}

epn(X) = {g € G| b"(g) C X} vacC su(a)= \/ 5(5)

Va € C, 6(a) = (Ba(dpn(e(a))), a(dpn(B(i(a))))) be T (a)
Va € C, e(a) = (Ba(epn(e(a))), alesm (B(i(a))))) VaEC, eyla) = /\ 5’(b)

beM(a)
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Exemples de Dilatation/Erosion

Dilatation / Erosion sur le poset (P(R2), C)

ircam
== Centre
Pompidou

Dilatation / Erosion sur (C(7-tet), <) avec métrique induite par wg(a) = |G| — |e(a)]

Pierre Mascarade (ENS Lyon)

@

'
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cq@= A &)
bE M(a)
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) ircam
Sommaire == Centre
Pompidou

@ Contribution a la reconnaissance du style
o Congruence de Treillis de concept
o Treillis-Quotient modulo Congruence
o Algorithme de reconnaissance des formes harmoniques
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. ircam
Congruence de Treillis de concept = e
'ompidou

Definition (Congruence de treillis)

Une relation d'équivalence 6 sur un treillis (L, <) est une congruence si elle est
compatible avec le join et le meet, c-a-d si Va, b, c,d € L:

a=b (mod 0) et c =d (mod 0)

—

aVec=bVd(mod0)etanc=bAd(mod0)

Congruence engendrée par
{[0,2,4],0,1,3,5]}
@

o Congruence 0 sur L — partition du treillis L en
ensembles non-vides disjoints nommés blocks:

[alg :={x € L|x=a(mod 0)}

@ Les bocks engendrés par 6 sont des sous-treillis
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ircam

Treillis-Quotient modulo Congruence = tere
mpidou

Definition (Treillis Quotient (mod 6))

Soit 6 une relation d'équivalence sur un treillis L, on pourra définir les opérations V et
A sur I'ensemble L/0 = {[a]y | a € L} de blocks du treillis de la fagon naturelle
suivante:

[alo V [blo :=[a V b]g et [a]o A [blo := [a A blg
V et A sont bien définis sur L/0 lorsque 6 est une congruence. Lorsque 6 est une
congruence on appellera (L/6,V, A) le treillis-quotient de L modulo 6

Si f: L — K est un homomorphisme de treillis — 6 sur L associée a f est le ker f.
@
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A - ) ircam
Sous-treillis isomorphes au Treillis-Quotient modulo Congruence = e
'ompidou

@ Résume la partition de I'espace harmonique dans un objet structuré préservant
la structure conceptuelle du systeme harmonique

@ Sous-systémes harmoniques de C(7-tet) compatibles avec la structure de
(C(7-tet) /04, V, A)
Utilité pour la composition musicale et I'analyse

Objets soumis a de nouvelles recherches a I'lRCAM pour explorer en profondeur
leur conséquences harmoniques.

@ @

% (nné 0
mn@ﬁ) w0y @{
%gguu m@é‘ o120y 3000
: : w12@e ng},m, oD@ mn@m/m;gm
e
J) [ o 1230 550
(n;zuséw{bérk -6t-esh (nnnssh{$ 7570665}

o

E—>
O—>
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. : : ircam

Descripteurs harmonico-morphologiques == Centre
Pompidou

ON: phrase musicale ou le passage de I'oeuvre a décrire.
M-tet ou Top: systéme harmonique associé a M
C(91) le treillis de concept associé au contexte formel de 9i-tet
H™ est I'ensemble des formes harmoniques présentes dans 90t
w est une valuation valide sur C(90)

M., est la métrique associée a w sur C(MN)

(6, €) est un couple d’opérateurs morphologiques de treillis sur C(991) et utilisant la métrique

w

n est la distance de voisinage conceptuel a considérer lors des opérations morphologiques

Algorithm 1 Descripteurs harmonico-morphologiques

1: function DESCRIPTEURS HARMONICO-MORPHOLOGIQUES(C(OM), H™, (8, ¢), n)

2: Calculer I'ensemble des concept formel Hg‘ associé aux formes harmoniques
présentes dans H™

3: Calculer la congruence 6 sur C(90t) engendrée par Hgt

4: Calculer la dilatation §(HZ') et I'érosion e(HY') de I'ensemble des concepts
formels H%n dans un voisinage de taille n

5: Calculer la congruence 65 sur L engendrée par 6(H(9:R)

6: Calculer la congruence 6. sur L engendrée par e(Hgt)

7: Calculer les treillis-quotient C(9t)/0, C(9)/0s et C(9M)/6: respectivement
modulo 6, 05 et 6. depuis L
8: return (C(9M)/6, C(9M)/6s5, C(IM)/06:)
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: : . N ircam
Exemple de descripteurs harmonico-morphologiques chez Ligeti == Centre

Pompidou

Forme harmoniques les plus utilisées du Quatuor a Cordes Il, mvt.I: Allegro Nervoso
mm.23-39 de Gyrogy Ligeti

/”\ N /§
)N
~
Dilatation: Va € C: a+— Ve 7(,) §'(b)

Erosion: Ya€ C: a+— Aber(a) €' (D)

Valuation: Va € C, wr(a) = \F(a)|

s

s
ey

st
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: : . N ircam
Exemple de descripteurs harmonico-morphologiques chez Ligeti = tere
mpidou

Congruence 0 - 05 - 0 sur C(7-tet) engendrées par: HZ' - §(HZ') - e(HZ')

o 0n o« 0n LA

Treillis-quotients: neutre C(M)/0 - dilatation C(9M)/0s - érosion C(M)/0-.

@

S
<i/\
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L A : . : ircam
Intérét et innovation des descripteurs = rare
'ompidou

Innovation:
@ Objets algébriques nouveaux dans le domaine de la musicologie computationnelle
o Descripteurs orientés musique atonale/contemporaine (trés peu de descripteurs
adaptés)
o Descripteurs harmoniques compatible avec I'analyse symbolique automatique
o Treillis — objet structuré

@ Treillis-Quotient —» objet compact (méme info qu’une congruence)

o Méthode paramétrable (granularité temporelle, valuation, opérateurs morpho,
syst. harmo)

o Descripteur sup. et descripteur inf. — intervalle de " similitude’ harmonique

@ Informations discriminantes relatives a I'extrait d'oeuvre analysé:

> Motifs de sous-systéme harmo de Ty .
» Résumé structurel de la partition de Toxn
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P ) . ircam
Test de corrélation harmonico-morphologique ZC*E‘“’ )
'ompidou

@ Mi,.r: phrase musicale servant de référence lors de la comparaison
@ Myest: phrase musicale a comparer a 9 of.

Recherches des Mies: qui présentent des similitudes structurelles d’un point de vue harmonique
avec M er.

Algorithm 2 Test de corrélation harmonico-morphologique

1: function TEST DE CORRELATION HARMONICO-MORPHOLOGIQUE(C(9M), H™iref, H™ltest,
(6,¢€). n)

2 ((C(M)/0)rer, (C(OMN)/O5)rer, (C(IM)/0c)rer) = descripteurs harmonico-morpho(C(M1),
H™ref (8, ¢), n)

3: Calculer I'ensemble des concepts formels Hémfe“ associé aux formes harmoniques présentes

dans H™test
Calculer la Congruence Ot sur C(971) engendrée par Hgﬂte“

5: Calculer le treillis-quotient C(901)/6test modulo Oest depuis C(9N)

6: return Si C(9M)/0rest =~ a un des trois descripteurs de M ,er <= Mer et Myesy soONt
harmonico-morphologiquement corrélés.

b

o Corrélation harmonico-morphologique — corrélation des espaces harmoniques
parcourus par les deux passages de |'oeuvre au sens du 9Mi-tet

o Méthode généralisable a I'analyse d'oeuvres différentes
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: : . N ircam
Exemple de descripteurs harmonico-morphologiques chez Ligeti = tere
mpidou

Descripteurs harmonico-morphologiques de 91 .f:.

D

A 1

Descripteur de Mtest —>: Quatuor a Cordes Il, mvt./l: Molto Calmo mm.49-56 de
Gyrogy Ligeti

@
e

&
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Treillis Final

ENS Lyon

o\!

Attention

Questions?
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