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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique

Depuis la Grece antique, la théorie musicale est liée aux mathématiques. L’un
des premiers a avoir décrit la construction des différentes notes de musique est
Pythagore, remarquant les relations de longueur entre la longueur d’une corde
et le son qu’elle émet lorsqu’elle vibre. Ainsi, il détermine les rapports entre une
note, sa quarte, sa quinte, et son octave. En effet, si I’on prend une corde tendue,
elle émet une note (par exemple un do). Si on la pince aux trois quarts, réduisant
ainsi d’un quart la taille de la corde, elle émettra le son d’un fa, c’est-a-dire la
quarte du do. Si maintenant, on la pince aux deux tiers, elle émettra un sol,
la quinte du do. Si enfin, on la pince a la moitié, elle émettra un do a l'octave
supérieure. Cet aspect la est en fait lié a la fréquence de la note, si on pince
la corde & la moitié, on multiplie la fréquence par deux, aux 2/3 on multiplie
par 3/2 et ainsi de suite. L’octave donne ainsi une relation d’équivalence. On
retrouve ensuite une idée de graphe chez FEuler, avec le Speculum Musicum, dans
lequel il place les notes de musique sur une grille, selon des intervalles (figure
1.1). C’est une grille 3 x 4 dans laquelle lorsqu’on se déplace vers la droite, on
prend la quinte de la note précédente, et lorsqu’on fait un déplacement vers le
bas, c’est la tierce majeure de la note de départ que ’on obtient.

F—C—G—D
Al 1
A~—E —H —Fg

| | | |
Cr Gs Ds B

FIGURE 1.1 — Le Tonnetz

Apres ceci, d’autres modeles sont également apparus, comme par exemple le



récent modele Planet-4D, créé par Gilles Baroin, utilisant la théorie des graphes,
entre autres.

Dans ce mémoire, nous allons principalement utiliser la théorie des graphes, des
complexes simpliciaux et introduire la notion de matroide.

1.2 Eléments de théorie musicale

1.2.1 Tempérament égal

Lors de la construction décrite par Pythagore, on se rend compte que ’en-

semble des notes ainsi créé est infini. En effet, construisons des notes par quintes
successives. Supposons que I'ensemble des notes soit fini par cette construction.
Alors, il existe n et m tels que 2" = 3/2™, ce qui est impossible.
Pourtant, la musique occidentale telle que nous la pratiquons et la connaissons
maintenant ne comporte que douze notes distinctes a octave pres. C’est en fait
une autre construction, décrite par le mathématicien Simon Stevin, qui répartit
les notes dans une octave de la facon suivante :

Soit une note n correspondant & une fréquence f que ’on prendra pour référence.
Alors I’ensemble des douze notes se construit en multipliant f par r = /2.
Alors, toutes les octaves d’une note de fréquence 27/12f avec m < 12 s'ex-
priment de facon 2°2"/12f et ceci correspond exactement & la construction de
la méme note (en prenant le méme m) en partant de la note n p octaves au
dessus. Une note représente alors dans ce contexte une classe de hauteur. De
plus, on pourra également les noter de 0 a 11

Ici, I'idée importante est surtout que I’ensemble des notes est désormais fini.
Certaines des notions que nous manipulerons par la suite pourront s’utiliser
indifféremment du nombre de notes tant que celui-ci reste fini.

1.2.2 Intervalle et accords

Définition 1.2.1. Un intervalle est défini comme [’écart entre deux classes de
hauteurs. On les désignera le plus souvent ici par la différence entre 2 notes.
Par exemple, une quinte c’est 7 demi-tons, donc 7. C’est l’écart entre un do (0)

et un sol (7) ou un ré (2) et un la (9).

Munis de ’addition, les intervalles forment un groupe isomorphe a Zi3. En
effet, si on ajoute une tierce mineure et une tierce majeure, respectivement 3 et
4, on obtient 7, soit une quinte. Et si on ajoute une quinte et une quarte, on
obtient une octave, qui est l'intervalle entre deux notes de la méme classe de
hauteurs.

Définition 1.2.2. Un accord est un ensemble de notes jouées simultanément.



Par exemple, un accord de do mineur sera représenté par ’ensemble {0, 3, 7}
de classes de hauteurs. On peut alors regarder la structure intervallique de 'ac-
cord, qui nous renseigne sur les intervalles successifs présents dans I’accord. On la
note [i1, 2, ...1x], k étant le nombre de notes de 'accord et les i, étant 'intervalle
permettant de passer de la j-ieme note a la j + 1-ieme, et i; représente ’'inter-
valle de la k-iéme & la premiére. Pour ’accord de do mineur, cela s’écrit [3, 4, 5].
On notera d’ailleurs que la somme des coeflicients ¢; donne systématiquement
12 (ou dans le cas général le nombre de classes de hauteurs considérées).

1.2.3 Opérations musicales

Définition 1.2.3. Une transposition est une opération appliquée sur un accord
consistant a faire monter ou descendre toutes les notes de l’accord d’un intervalle
a. Elle correspond d une action du groupe des intervalles sur [’ensemble des
classes de hauteurs.

En effet, prenons toujours 'accord de do mineur {0,3,7} et transposons-le
d’un triton, qui vaut 6 demi-tons. Alors l'accord transposé sera {6,9,1}. La
méme addition étant appliquée a tous les éléments de 'accord, cette opération
conserve la structure intervallique de I'accord, n’étant composée que de diffé-
rences entre les éléments de ’ensemble.

Définition 1.2.4. Une inversion consiste da inverser [’ordre des intervalles de
l’accord suivant la mote de départ. On conserve alors tous les intervalles de
laccord, mais sa structure intervallique est inversée.

Regardons toujours ’exemple du do mineur que nous allons inverser suivant
do. Sa structure intervallique devient [5, 4, 3], ce qui donne I’accord {0, 5, 9}.

Il faut noter que ces deux transformations ont une signification géométrique.
En effet, si 'on place les classes de hauteurs sur un cercle ainsi que ’accord,
cela donne un triangle inscrit dans le cercle (figure 1.2).

Maintenant, tragons ’accord de do mineur inversé. On observe qu’il est le symé-
trique de l'accord de départ par rapport a ’axe passant par 0 et 6, c’est-a-dire
le diametre du cercle passant par la classe de hauteur 0 (figure 1.3).

La transposition d’intervalle a est elle une rotation d’angle —an /6. (figure 1.4)
A la différence des deux précédentes opérations, on peut parler d’une troi-
sieme qui ne conserve aucune propriété de la structure intervallique.

Définition 1.2.5. Une multiplication des classes de hauteurs d’un accord consiste
a multiplier toutes les classes de hauteurs par un p appartenant a Zy, N étant
le cardinal des classes de hauteurs considérées.

Afin que l'opération soit bijective, on ne peut prendre qu'un p inversible.
Dans Zy2, cela correspond a prendre 1, 5, 7 ou 11, avec 1 donnant ’identité et
11 Vinversion. A titre d’exemple, regardons la multiplication par 5 d’un accord
a 4 notes {0,4,7,11} (figure 1.5)



FIGURE 1.3 — Accord de do mineur inversé

11

FIGURE 1.4 — Accord de do mineur transposé a +2



FI1GURE 1.5 — Accord de do septiéme majeur apres multiplication par 5



Chapitre 2

Théorie des graphes

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques éléments de la théorie des
graphes, qui vont étre utiles par la suite, notamment pour illustrer les matroides
et comprendre en quoi ils sont utiles.

2.1 Graphes

2.1.1 Notions de base

Un graphe est un objet mathématique permettant I’étude de problemes de
mathématiques discretes. Le premier exemple connu est donné par Euler en
1759 dans Solutio problematis ad geometriam situs petinentis avec le probleme
des sept ponts de Konigsberg, qui consiste a déterminer I’existence d’un chemin
fermé passant par chacun des sept ponts de la ville une et une seule fois. Tout
graphe permettant I’existence d’un tel chemin est appelé un graphe Eulérien.

Définition 2.1.1. Un graphe G = (V, E) est la donnée d’un ensemble V dont
les éléments sont les sommets du graphe et d’un ensemble A dont les éléments
sont appelés arétes.

A titre d’exemple, regardons le graphe donné par le probleme des sept ponts
(figure 2.1)
Diverses propriétés des graphes peuvent étre étudiées. Par exemple, la connexité.

Définition 2.1.2. Un graphe est connexe si et seulement si on peut relier tout
couple de sommets par une suite d’arétes.

On remarque qu’un graphe connexe disposant de n sommets contient néces-
sairement au moins n — 1 arétes. En effet, s’il en contient m < n — 1, alors il est
possible de relier les m 4 1 premiers sommets (& réindexation pres), puis aucune
aréte n’est disponible pour relier ce sous-graphe a un autre sommet.

Donnons maintenant quelques définitions sur les arétes et les graphes réunis-
sant quelques conditions particulieres.
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FIGURE 2.1 — Graphe représentant le probleme des sept ponts

Définition 2.1.3. Une boucle est une aréte reliant un sommet avec lui-méme
(figure 2.2)

FIGURE 2.2 — Une boucle

Définition 2.1.4. Une chaine est une suite d’arétes consécutives passant au
mazimum une fois par chaque aréte. C’est-a-dire que chaque aréte part du som-
met atteint par laréte précédente (figure 2.3).

FIGURE 2.3 — Une chaine

Définition 2.1.5. Un cycle est une chaine dont le premier et le dernier sommet
sont confondus.

On peut noter que le plus petit cycle possible est la boucle (figure 2.4).

Définition 2.1.6. Un arbre est un graphe connexe ne contenant aucun cycle.

10



FIGURE 2.4 — Un cycle

On dit d’un arbre reliant tous les sommets d’'un graphe qu’il est un arbre
couvrant. Le plus petit arbre existant est constitué d’une seule aréte, celle-ci
n’étant pas une boucle (figure 2.5)

FIGURE 2.5 — Arbre couvrant dans un graphe

Définition 2.1.7. Un graphe dont toutes les parties connezes sont des arbres
est appelé une forét (figure 2.6)

Dans le cadre des graphes non connexes, la notion de graphe couvrant se
généralise a celle de forét couvrante, celle-contenant un arbre couvrant par partie
connexe du graphe.

o ——— 0 o —O0

FIGURE 2.6 — Une forét

Définition 2.1.8. Un isthme est une aréte contenue dans tous les arbres cou-
vrants (respectivement toutes les foréts couvrantes) du graphe (figure 2.7).

La suppression d’un isthme dans un graphe augmente systématiquement le
nombre de parties connexes de un.

11



FIGURE 2.7 — Graphe contenant un isthme

2.1.2 Graphes particuliers

Nous allons introduire deux catégories de graphes particuliers : les graphes
complets et les graphes biparti complets. Celles-ci nous seront utiles par la suite.

Définition 2.1.9. On appelle graphe complet un graphe dont tous les sommets
sont reliés deuxr a deux. On les note K,, n étant le nombre de sommets du

graphes. (figure 2.8)

FIGURE 2.8 — K7

Définition 2.1.10. Un graphe biparti est un graphe dont il existe une partition
de l’ensemble de ses sommets AU B telle que toute aréte relie un sommet de A
et un sommet de B.

Il existe également une notion de graphe complet pour les graphes biparti.

Définition 2.1.11. Un graphe biparti complet est un graphe biparti G = (V, E)
avec V=AUB et AN B = & tel que tout sommet de A est relié a un sommet
de B. On le note Ky, avec n = |A| et m = |B| (figure 2.9)

2.2 Propriétés des graphes

Maintenant que nous avons quelques notions de théorie des graphes, nous
pouvons étudier certaines propriétés intéressantes des graphes. Par exemple, on

12



FIGURE 2.9 - K34

peut se poser des questions concernant I’existence d’un chemin passant par une
seule fois par chaque sommet d’un graphe, ou, comme Euler, par toutes les
arétes tout en revenant au point de départ.

De méme, parfois, on peut représenter certains graphes sur un plan sans qu’au-
cune aréte ne se croise, parfois non. La question naturelle est donc quand est-il
possible de représenter le graphe dans un plan. Ces notions sont déja définies
en théorie des graphes. Pour les aborder convenablement, il est nécessaire de
définir quelques autres propriétés des graphes, comme le degré d’un sommet et
d’un graphe ou la subdivision d’un graphe.

2.2.1 Quelques définitions

Définition 2.2.1. Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes reliées a ce
sommet. Les boucles sont comptés deux fois.

Par exemple, dans K7, le degré de chaque sommet est égal a 6. C’est une
notion utile, notamment pour les graphes Eulériens.

Définition 2.2.2. Un graphe Eulérien est un graphe dans lequel il existe un
chemin passant par toutes les arétes une seule et unique fois.

Il existe une fagon simple de caractériser les graphes Eulérien, conjecturée
par Euler et démontrée par Hierholzer.

Théoréme 2.2.1. Un graphe conneze est Eulérien si et seulement si le degré
de chaque sommet est pair.[1]

Comme le degré de tout sommet dans K,, est n — 1, pour tout p, Kop11 est
Eulérien.

13



Définition 2.2.3. Un graphe planaire est un graphe qui est représentable sur
un plan sans qu’aucune aréte ne se croise (figures 2.10 et 2.11).

FIGURE 2.10 — K3 3, un graphe non planaire

FIGURE 2.11 — K4, un graphe planaire

On remarque ici que malgré une fagon intuitive non planaire de représenter
Ky, il est tout de méme planaire. Le fait qu’un graphe soit planaire ou non est
une question remontant au moins a 1917 avec I’énigme des trois maisons dans
Amusements in mathematics de Henry Dudeney. L’énigme se formule ainsi :
on a trois maisons que ’on doit raccorder a ’eau, ’électricité et au gaz. Est-il
possible de les relier ainsi sans croiser aucun tuyaux ?

La réponse est non.
En effet, le probleme se modélise par le graphe K 3, qui n’est pas planaire.

Définition 2.2.4. Une subdivision d’un graphe G = (V, E) est ce graphe auquel
on a rajouté des sommets sur les arétes (figure 2.12)

14



FIGURE 2.12 — une subdivision de K4

2.2.2 Quelques propriétés des graphes planaires

Dans ce mémoire, nous allons beaucoup étudier 'aspect planaire de certains
graphes. C’est pourquoi nous allons donner ici quelques propriétés supplémen-
taires relatives aux graphes planaires, afin de mieux les caractériser.

Définition 2.2.5. Soit G = (V,E) un graphe planaire. Alors celui-ci définit
une partition du plan en régions.

A partir de cette notion, nous avons la formule d’Euler appliquée aux graphes
planaire :

Théoréme 2.2.2. Soit G un graphe planaire connezxe disposant de p sommets,
q arétes et r régions. Alors
p—q+r=2

2]

Corollaire 2.2.1. Soit G un graphe planaire connexe, alors

g<3p—6

Preuve. Supposons que le graphe soit maximal, c’est-a-dire qu’on ne puisse
plus rajouter d’aréte tout en conservant le graphe planaire. Alors toute région
est délimitée par 3 arétes. Chaque aréte délimitant deux régions, 3r = 2q. Alors,
la formule d’Euler s’écrit

p—q+2q/3=2

ce qui donne
q<3p—6

Théoréme 2.2.3. Soit G un graphe planaire. Alors il existe un sommet du
graphe étant de degré au plus 5.

15



Preuve. Soit G un graphe planaire et supposons que tout sommet est de
degré au moins 6.
Alors on a 2g > 6p et 2q < 6p — 12, ce qui est impossible.

Cela signifie que tout graphe de degré minimal 6 n’est pas planaire.

Précédemment, nous avons affirmé que K33 n’est pas planaire. Montrons-le.
Preuve. K3 3 est un graphe biparti, ce qui rend impossible Iexistence de triangle
dans le graphe. Cela signifie que chaque région est délimitée par au minimum 4
arétes. Supposons le planaire. Alors 4r < 2¢ = 18 Ce qui donne r < 4. Alors

p—q+r<p—q+4
2<6-9+4=1

ce qui est impossible. Donc K3 3 n’est pas planaire.

De méme, K5 n’est pas planaire. En effet, il dispose de 15 arétes pour 5 som-
mets. Or 15> 3p—6 =9.

Ces deux exemples sont tres importants dans la caractérisation des graphes
planaires.

Théoréme 2.2.4. Un graphe est planaire si et seulement si il ne contient pas
de subdivision de K5 ou K3 3.[3]

En fait, ce théoreme devient plus fort des lors que ’on utilise les matroides.
En effet, une nouvelle notion intervient, celle de mineur, qui est plus facile a
obtenir que la subdivision.
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Chapitre 3

Théorie des Matroides

3.1 Définitions et propriétés

Un matroide est un objet défini a partir d’un ensemble fini E et de quelques
propriétés des parties de E. On peut le définir de plusieurs fagons différentes,
toutes équivalentes. Nous donnerons les définitions par les indépendants, les
bases, les circuits et le rang. Un matroide peut, sous certaines conditions, se
représenter sous forme de matrice, auquel cas, les notions d’indépendance et de
base pour le matroide coincident avec celles d’indépendance et de base pour la
famille de vecteurs constituée des vecteurs colonnes de la matrice. L’objet en
lui-méme parait abstrait, mais ses propriétés se traduisent simplement par ana-
logie avec des objets mieux connus comme les matrices ou les graphes. L’intérét
des matroides est qu’il permet de modéliser plus facilement un probleme en
disposant de plus d’outils, tout en restant cohérent avec la formulation initiale.

3.1.1 Définition par les indépendants

Définition 3.1.1. Un matroide est la donnée d’un couple (E,J) avec E un en-
semble fini et J l’ensemble des parties indépendantes de E, vérifiant les axiomes
sutvants :

i) oed

ii) Soient I €T et CI, alorsI' €7

iii) Soient I et I’ tels que |I'| > |I| alors il existe e € I' — I tel que IU{e} € J
On appelle alors tout sous-ensemble non indépendant un dépendant de E.

Prenons une matrice quelconque. Celle-ci définit une famille de vecteurs co-

lonnes, dont on peut prendre les sous-familles libres. Alors montrons que celle-ci

définit un matroide, en prenant comme indépendants les sous-familles libres de
vecteurs.

17



Preuve.Premierement, I’ensemble vide est bien une sous-famille de vecteurs in-
dépendante.
Deuxiémement, prenons une sous-famille libre. Alors toute sous-famille incluse
dans celle-ci est également libre.
Troisiémement, prenons A et B deux sous familles libres avec |B| > |A|. Alors,
si AC B,3e € B— A tel que AU{e} € J. Sinon, Je € B— A tel que e ¢ Vect(A)
et AU {e} est libre donc appartient & J.

Maintenant que nous avons une premiere définition de ce qu’est un matroide,
nous pouvons donner deux définitions de matroides particuliers.

Définition 3.1.2. Soit E une famille finie de vecteurs et J l’ensemble des sous-
familles libres de E. Alors (E,J3) définit un matroide vectoriel.

Un matroide obtenu par une matrice sur un corps K est appelée représen-
table sur K

De méme, les indépendants ont un équivalent pour les graphes. En effet, les
indépendants sont tous les ensembles d’arétes n’incluant aucun cycle, soit les
foréts et les arbres.

Définition 3.1.3. Soit G = (V, E) un graphe et J l'ensemble des parties de
E ne contenant aucun cycle. Alors (E,J) définit un matroide graphique. On le
note M(G).

Il est intéressant de noter que par le biais de la matrice d’incidence du graphe
G, le matroide ainsi définit est également matriciel. En fait, il est binaire, car
on peut le représenter par une matrice sur le corps Z/27Z

3.1.2 Définition par les circuits

Maintenant que nous avons une premiere définition des matroides, nous al-
lons en donner une seconde, équivalente. Pour ce faire, définissons d’abord ce
qu’est un circuit.

Définition 3.1.4. Soit E un ensemble fini. Alors on appelle circuit un sous-
ensemble de E dépendant minimal pour linclusion, c’est-a-dire que pour tout
e appartenant ¢ C, C — {e} est indépendant. Ainsi, si 'on a tous les circuits
d’un matroide, on peut en déduire I comme étant l’ensemble des parties de E ne
contenant pas de circuit.

La notion se traduit facilement sur les graphes. Ce sont en fait tous les cycles
simples, c’est-a-dire ceux pour lesquels enlever une aréte quelconque revient a les
transformer en arbres (figure 3.1). Un circuit de taille 1 est appelé une boucle.

18



FIGURE 3.1 — Un circuit dans K7

De la méme facon, regardons ce que donnerait un circuit pour un matroide
vectoriel (figure 3.2).

1 1 0 1
1 110
1 01 1
FIGURE 3.2 — Matrice d’un circuit

Cette matrice est bien un circuit d’un matroide. En effet, elle est dépendante,
cependant retirer n’importe quelle colonne de la matrice la rend inversible, donc
la transforme en un indépendant du matroide. On peut d’ailleurs remarquer que
cette matrice peut se représenter sous forme de graphe (figure 3.3). La représen-
tabilité sous forme de matrice et de graphe n’est pas pour autant équivalente, il
existe en effet, des matroides graphiques qui ne sont pas vectoriel sur certains
corps et des matroides vectoriels qui ne sont pas graphiques.

FI1GURE 3.3 — Représentation du matroide issu de la matrice 3.2 sous forme de
graphe
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Ainsi, si I'on a tous les circuits d’'un matroide, on peut en déduire J comme
étant ’ensemble des parties de E ne contenant pas de circuit. Maintenant, nous
pouvons donner une seconde définition des matroides.

Définition 3.1.5. Un matroide est la donnée d’un couple (E,&) avec E un
ensemble fini et € [’ensemble des circuits de E, vérifiant les axiomes suivants :

i) o¢c
ii) Soient C €€ et C' CC, alors C'=C

iii) Soient C et C'€ €,C # C' et e € CNC’, alors il existe C” € € tel que
C’ c{Ccul}\{e}

3.1.3 Définition par les bases

De la méme fagon que l'indépendance, la notion de base se prolonge sur
les matroides. En fait, elle permet 'obtention d’une troisiéme définition des
matroides, équivalentes aux deux précédentes.

Définition 3.1.6. Soit (E,J) un ensemble fini et B un indépendant mazimal
pour Uinclusion (c’est-a-dire que si on lui rajoute une aréte quelconque, il devient
dépendant). Alors B est une base du matroide.

De la méme facon que pour les circuits, on peut déduire J comme étant tous
les sous-ensembles d’une base. Ainsi, cela donne une troisieme définition d’un
matroide.

Définition 3.1.7. Un matroide est la donnée d’un couple (E, B), avec E un
ensemble fini et B ’ensemble des bases de E, vérifiant les axiomes suivants :

i) B#o
ii) Soient B et B' € B et x € B\B’, alors 3y € B'\B tel que
(B-{z})ufy} B

Les bases d’un matroide sont toujours de méme cardinal. En effet, si tel
n’est pas le cas, il existe une base de cardinal plus grand qu’une autre. Ces
deux vérifiant les axiomes des indépendants, on peut prendre un élément de la
premiere pour ’ajouter a la seconde et celle-ci reste indépendante, ce qui est en
contradiction avec la précédente définition.

La notion de base pour une famille de vecteurs est assez intuitive. Pour un

matroide graphique, il correspond, dans le cas d’un graphe connexe, & un arbre
couvrant. Sinon c’est une forét couvrante (figure 3.4).
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FIGURE 3.4 — Une base dans K7

Comme on le voit ici, ajouter une aréte transformerait toujours la base en un
dépendant. Une base atteint chaque sommet. Sil’on rajoute une aréte entre deux
sommets, alors, comme il existe également un arbre reliant ces deux sommets
dans la base, cela forme un circuit. Ainsi, ’ensemble devient dépendant (figure
3.5).

FIGURE 3.5 — Une base dans K7 a laquelle on ajoute une aréte.

3.1.4 Définition par le rang

Définition 3.1.8. Soit M=(E, J) un matroide et X C E. Le rang de X est le
cardinal d’un indépendant contenu dans X mazimal pour l'inclusion. On le note
v (X). On a alors

ry(X)=max{|Y|: Y C X,Y €7}

Le rang d’un matroide correspond exactement au rang d’une matrice ou
d’une famille de vecteurs. L’aspect graphique de la fonction rang se traduit en
terme d’arbres. En effet, le rang d’un sous-ensemble X d’arétes correspond au
plus grand arbre (ou & la plus grande forét) incluse dans X.

Cette définition permet de définir ’ensemble des indépendants d’un matroide,

21



de la méme facon que les circuits et les bases. En effet, J est ’ensemble des
sous-ensembles de E dont le cardinal est égal au rang.

Définition 3.1.9. Soit E un ensemble fini et rp; une fonction vérifiant les
conditions suivantes :

i) 0<ru(X)<I[X|
ii) VX CY,ru(X) <rpu(Y)
iii) T’M(XUY)-FT‘]V[(XQY) ST’M(X)'FTM(Y)

Alors si et seulement si rp; vérifie ces conditions, le couple (E,J) avec
J={I CE tels que rp(I) = |I|} définit un matroide.

Dans le cas graphique, le rang d’un graphe est égal au nombre de sommets
moins le nombre de composantes connexes. En effet, si le graphe est connexe,
I’arbre maximal dispose de n — 1 arétes, n étant le nombre de sommets. Si on
a moins d’arétes, alors il est impossible d’atteindre tous les sommets en restant
connexe. Si on a plus d’arétes, alors on a alors un cycle qui apparait, car tous les
sommets sont déja reliés entre eux et rajouter une aréte permet de construire
un chemin fermé a l'intérieur de arbre.

3.1.5 Connexité

Soient My = (F1,7,) et Mo—(E9,J,) deux matroides. Alors il est possible de
faire I'union des deux matroides M = M; UM, vérifiant les propriétés suivantes :

i) M est un matroide sur £ = E; U Es;

ii) L’ensemble des indépendants J de M est l'ensemble des X C F tels que
XNEi€J,et XNEy€TJ,

Il est également possible de mettre deux matroides M; et My définis respecti-
vement sur Fy et Fy en somme directe des lors que Fy et Fo vérifient certaines
propriétés : Soit E un ensemble fini, M un matroide sur F et F; + FEs une
partition de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) ’I“M(E) = TM<E1) + T]\/[(EQ) ;

ii) si X C E; et Y C FE5 sont des indépendants de M, alors X UY est
indépendant ;

iii) pour tout circuit C'de M, C C E; ou C C Es;

iv) pour toute base B de M, B = B; U By avec By une base de M(E;) et By
une base de M (E»);

v) pour tout X C Ey et Y C Es, alors ry (X UY) = rpy(X) +rp(Y)
Alors, on dit que M est somme directe des deux matroides M (F;) et M (Es).

On obtient ainsi la définition suivante pour la connexité :

Définition 3.1.10. Un matroide connexe est un matroide qui m’est pas un
somme directe non triviale.
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Ainsi, un matroide se décompose de maniére unique en somme directe de
matroides connexes, appelés parties connexes du matroide.

3.2 Mineurs

3.2.1 La suppression

Définition 3.2.1. Soient M un matroide sur E un ensemble fini et A inclus
strictement dans E. On définit alors un matroide sur E\A dont l’ensemble des
indépendants est

{X C E\A tels que X est un indépendant de M}

On dit que l’on supprime les éléments de A. On note alors le matroide ainsi
obtenu par M\A.

L’opération revient véritablement a supprimer des éléments du matroide. Par
exemple, pour un matroide vectoriel, on supprime un sous-ensemble de vecteurs.
Quant aux graphes, I'opération revient a retirer une aréte (figure 3.6 et 3.7).

FIGURrE 3.6 — K+
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FIGURE 3.7 — K7 apres suppression de l'aréte rouge

La suppression dispose de quelques propriétés supplémentaires. Ainsi, un
circuit dans M\ A est un circuit de M inclus dans E\ A. De plus, pour tout X
inclus dans F\ A, la suppression conserve le rang.

3.2.2 la contraction

Pour définir 'opération de contraction, on a tout d’abord besoin de celle de
restriction.

Définition 3.2.2. Soient M = (E,J) un matroide et X un sous-ensemble de
E. Alors on définit un matroide M|x = (X,I\X) avec I\X = {I C X tels que
I € 3}. On appelle ce matroide la restriction de M & X.

Cette notion se traduit encore une fois facilement par analogie avec 1’algebre
linéaire. L’idée est simple : on ne prend que les éléments de X et les seuls indé-
pendants sont ceux du matroide de départ qui sont inclus dans X.

Maintenant, nous pouvons définir 'opération de contraction.

Définition 3.2.3. Soient M un matroide sur un ensemble fini £, A C E et
X C E\A. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe une base B de M|4 telle que X U B est indépendant dans M.

ii) Pour toute base B de M|, l’ensemble X U B est indépendant dans M.

iii) L’ensemble des indépendants d’un matroide sur E\A est {X C E\A tels
qu’il existe ne base B de M| telle que X U B est indépendant dans M}

On obtient ainsi un matroide sur E\A noté M/A et appelé contraction de M
par A.

Cette opération se représente tres bien par les graphes. Elle revient a confondre
deux sommets en un seul et relier toutes les arétes dont les sommets étaient I'un
ou 'autre de ces deux points & ce nouveau point, excepté ’aréte par laquelle on
contracte (figures 3.8 et 3.9).

24



FIGURE 3.8 - K4

FIGURE 3.9 — K4 contracté par I'aréte rouge

3.2.3 Propriétés de la contraction et de la suppression

Définition 3.2.4. On appelle mineur de M un matroide issu d’opérations suc-
cessives de supression et de contraction de M

On peut déja remarquer que la contraction et la suppression ne donnent pas
les mémes résultats sauf en des cas particuliers. Par exemple, la contraction par
un isthme équivaut a la suppression, de méme pour une boucle. Toutefois, ceci
n’est pas vrai pour les graphes en général mais uniquement pour le matroide
issu de ce graphe (figure3.10).

FIGURE 3.10 — Deux triangles reliés par un isthme
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On voit ici que la contraction va garder la figure connexe en collant les tri-
angles par les deux sommets reliés par I'aréte rouge tandis que la suppression
va donner deux triangles non connexes. Pourtant regardons les indépendants de
ces deux graphes. Nous disposons de 6 arétes dans les deux cas. Une base est
également de 4 éléments, car rajouter une cinquiéme aréte ferme I'un des deux
triangles. En fait, le matroide est le méme, que ce graphe soit connexe ou non.

Une propriété de ces deux opérations est qu’elles sont associatives et commuta-
tives. Ainsi, 'ordre des opérations importe peu lorsque ’on tente de trouver un
mineur. Le résultat sera toujours le méme. On a donc :

(MAANA" = M\(AU A')
(M/A)JA" = M/(AU A")
(M\A)/A" = (M/A)\A

3.2.4 Matroide dual

Définition 3.2.5. Soient M un matroide sur un ensemble E fini et B [’en-
semble des bases de M. Alors on peut définir

B* = {E\B avec B € B}

Ceci définit ’ensemble des bases d’un matroide sur E, que l’on note M*, et que
l’on appelle matroide dual de M.

On appelle également une base de M* une cobase de M. De plus, en notant
ry le rang du matroide M, définit par le rang maximal atteint par un sous-
ensemble de E, alors on a rj+ = |E| —rpy. Enfin, on a M = M**. On alors des
définitions de I’ensemble des indépendants, des circuits et de la fonction rang a
partir du matroide de départ :

i) 7" ={X tels que X C E et qu’il existe B € B avec X N B = 0}

if) ray-(X) =|X|+rm(BE\X) —rum

iii) ¢* = {D C E tels que pour toute base B € B, BN D = & avec D minimal
pour linclusion }

Un circuit de M est également appelé cocircuit de M*. De plus, on remarque
qu’étre un cocircuit correspond exactement a avoir un et un seul élément dans
chaque base. C’est pourquoi un cocircuit de cardinal un est en fait un isthme
de M. En effet, c’est un élément présent dans chaque base.

Il faut cependant faire attention lorsque 1’on prend le dual d’un matroide. En
effet, dans le cas des graphes, parfois le matroide dual est également graphique,
parfois ¢a n’est pas le cas.

Théoréme 3.2.1. Le dual d’un matroide graphique est graphique si et seule-
ment si le graphe considéré est planaire.
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De plus, dans ce cas 1a, le dual géométrique du graphe planaire coincide avec
le graphe donné par le matroide dual.
Maintenant que nous avons défini le dual, on peut parler d’une derniere propriété
des opérations de contraction et suppression.

Théoréme 3.2.2. Les opérations de contractions et de suppression sont duales.[4]
Cela signifie que VA C F
(M\A)* = (M™)/A
(M/A)* = (M")\A

Maintenant que nous avons une définition des mineurs ainsi que la description
des opérations permettant de les trouver, nous avons une nouvelle formulation
du théoreme 2.2.4.

Théoréme 3.2.3. Un graphe n’est pas planaire si et seulement s’il contient
comme mineur K5 ou K3 3.[4]

De ce fait, on en déduit une propriété importante des graphes planaires.
Corollaire 3.2.1. Tout mineur d’un graphe planaire est également planaire.[4]

Ainsi, nous avons une nouvelle caractérisation des graphes planaires et non
planaires, plus facile a utiliser que la subdivision (figure 3.11).

FIGURE 3.11 — Graphe contenant K5 comme mineur

3.3 Polynéme de Tutte

Le polynéme de Tutte est un outil permettant de déduire de multiples pro-
priétés d’un matroide, comme le nombre d’indépendants, de bases ou de circuits
présents dans le matroide.

Définition 3.3.1. Le polynome de Tutte d’un matroide M sur E est défini par :
HMiz,g) = T (@ = a0y - 1l

XCE
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Par exemple, le polynéme de Tutte de K4 est
T(Ky,x,y) = 2° + 9> + 4oy + 322 + 3y? + 22 + 2y (3.1)

Vérifions :

— Nous avons I'ensemble vide, qui donne (z — 1)3. Il est en effet de rang 0,
et son cardinal est égal a son rang.

— Nous avons 6 ensembles d’une aréte, donc de rang 1 et indépendantes. On
a donc 6(x — 1)%.

— Nous avons également 15 sous-ensembles de deux arétes, toujours indé-
pendantes car le graphe est simple, c’est-a-dire que deux sommets sont
reliés par au plus une seule aréte. On obtient alors 15(z — 1).

— Nous avons également 20 sous-ensembles de trois arétes. Cependant, ils
faut distinguer deux cas :

— Ily a 4 triangles distincts existant dans K, qui sont simplement le choix
de 3 sommets parmi 4, car le graphe est complet. On a 4(x — 1)(y — 1)

— 16 ensembles indépendants de trois arétes. Le graphe étant de rang 3,
ce sont en fait les bases. On obtient alors 16 x 1

— Nous avons 15 ensembles de quatre arétes. Le rang du graphe étant 3, ils
sont au maximum de rang 3 également. Mais le graphe étant simple, ils
sont au minimum de rang 3 car le cycle minimal possible est un triangle.
Cela donne 15(y — 1)

— Nous avons 6 ensembles de cing arétes. Par le méme raisonnement, ils sont
nécessairement tous de rang 3. Cela donne 6(y — 1)?

— Enfin, nous avons E, de rang 3 et disposant de six arétes. On a alors
(y—1)°

La somme de tous ces coefficients donne bien le polynéme 3.1.

On se rend rapidement compte que le calcul, déja assez lourd pour un graphe
petit (quatre sommets et six arétes) devient tres difficile lorsqu’on augmente
le nombre d’éléments. Cependant, par le biais de quelques contractions et su-
pressions, il est parfois possible de le calculer, mais ¢a n’est pas toujours évident.

Regardons les propriétés du polynéme de Tutte :

i) Si e est une boucle, alors e est de cardinal 1 et de rang 0, ce qui donne

tlez,y) =y
ii) Si e est un isthme, alors e est de cardinal 1 et de rang 1, ce qui donne
tlez,y) ==

iii) Soit M un matroide sur E et e un élément de M. Alors
— Si e est une boucle, t(M;x,y) = yt(M/e; z,y)
— Si e est un isthme, t(M;z,y) = xt(M\e; x,y)
— Sinon, ¢t(M;z,y) = t(M\e;x,y) + t(M/e;x,y)
iv) t(M*5x,y) = t(M;y,x)
v) Soient M; et My deux matroides sur E; et Es disjoints, alors
t(My ® Mayz,y) = t(Musa,y) X t(Ma;z,y)
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vi) t(M;2,2) = 2/Fl. Cest le nombre de sous-ensembles de E
vii) t(M;1,1) donne le nombre de bases du matroide

viii) ¢(M;2,1) donne le nombre d’indépendants du matroide
ix) t(M;1,2) donne le nombre de dépendants du matroide

A titre d’exemple, démontrons quelques unes de ces propriétés :

Les propriétés i) et ii) sont assez simple & observer. En effet, pour une boucle,
Pensemble vide donne +1 et la boucle (y — 1). De méme, I’ensemble vide donne
(z — 1) pour listhme et celui-ci donne +1.

La propriété iv) se démontre aussi simplement. En effet,

t(M*;2,y) = Z (x — 1) (E)—TM*(X)(y _ 1)|X|—TM*(X)
XCE
Mais nous avons également la propriété suivante :
ry(X) = |X|+rm(BA\X) —ry

Ce qui donne

| X| = ra=(X) = rar — ru (B\X)

Th* — ’I“M*(X) = |E| —TM — TM*(X)

= |E| - [A] = ru(E\X)

Alors
tM*;2,y) = Z = 1)\E\X|—TM(E\X)(y _ ]_)TME—T_M(E\X)
XCE
=t(M;y, )

La propriété vii) est également simple & démontrer. En effet, prenons z = 1 et
y = 1. Alors

t(M;1,1) = Z (0)™ (B = (X) ()| X|=rar (X)
XCE

or le rang de X vaut son cardinal et le rang de E si et seulement si X est une
base. Ainsi, on a une somme de 1 et de 0, avec 1 si X est une base et 0 sinon.
On dénombre bien les bases du matroide.

Le méme raisonnement fonctionne également pour les propriétés viii) et ix).
En effet, en prenant x = 2 et y = 1, alors

t(M;2,1) = Z (1)TM(E)—TM(X)(0)|X\—TM(X)7
XCE

Alors on a le rang de X qui est égal a son cardinal si et seulement si X est
indépendant, sans quoi le polynéme s’annule. Ainsi on a une somme de 0 et de
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1, avec 1 si et seulement si X est indépendant.
En prenant x = 1 et y = 2, on obtient de la méme fagon I’ensemble des dépen-
dants.
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Chapitre 4

Complexes simpliciaux et
complexes d’accords

4.1 Complexes simpliciaux

Dans ce chapitre, nous allons parler des complexes simpliciaux, de facon non
exhaustive, afin de pouvoir ensuite expliquer comment nous allons représenter
des ensembles d’accord.

4.1.1 Complexes cellulaires

Définition 4.1.1. On définit un complexe cellulaire abstrait comme un couple
K =(5,=%) ou S est un ensemble de symboles appelés cellules topologiques muni
d’un ordre partiel localement fini - < - dans S x S, appelé relation d’incidence.

Pour un complexe K, il existe une fonction dimg : S — N, appelée fonction
de dimension, respectant que pour tout o et ¢’ de S, ¢ X ¢’ = dimg (o) <
dimg (¢').

La fonction dimension est donc strictement croissante pour la relation d’inci-
dence. De plus, si dimg est bornée dans S, alors on dit que K est fini et on
appelle N = max,cg dim(o) la dimension de K.

Alors, on va noter une cellule de dimension p une p—cellule. Ainsi, un som-
met est une 0—cellule, une 1—cellule une courbe, et ainsi de suite. La relation
d’incidence quand a elle permet d’étudier I'organisation interne du complexe.
Par exemple, prenons un cube. Le volume est une 3—cellule, toutes les faces, les
arétes et les sommets y sont incidents. De méme, chaque aréte est incidente aux
faces qu’elle délimite, et chaque sommet aux arétes reliées a lui.

Définition 4.1.2. Pour tout entier n < N avec N étant la dimension de K, on
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appelle n—squelette d’un compleze cellulaire le sous-complexe Sy, (K) constitué
des cellules de K de dimension au plus n et héritant de la relation d’incidence
de K sur ses cellules.

Dans ce mémoire, nous utiliserons plus particulierement le 1—squelette, qui
est en fait un graphe dont les sommets sont les 0—cellules du complexe et les
arétes les 1—cellules du complexe.

4.1.2 Complexes simpliciaux

Les complexes simpliciaux sont des cas particuliers de complexes cellulaires.
En ce sens, ils héritent des diverses propriétés présentes chez les complexes
cellulaires. On va en donner une définition au sens de la géométrie affine.

Définition 4.1.3. On appelle simpleze dans RN enveloppe conveze d’un en-
semble fini non vide {Aq, ..., Ay} de points affinement indépendants dans RY.
On le note alors C(Ay, ..., An).

On appelle les points Ay, .., A, les sommets du simplexe. La dimension du
simplexe est la dimension de < Ag,...A, >.

Une face d’un simplexe est un simplexe définit comme 1’enveloppe convexe d’un
sous-ensemble de sommets du premier simplexe.

Définition 4.1.4. On appelle complexe simplicial un ensemble fini dans RNV K
de simplexes vérifiant
— toute face d’un simplexe de K est un simplexe de K ;
— Dintersection de deux simplexes de K est vide ou est une face de chacun
des simplezes.

Ainsi, on doit respecter certaines conditions afin de construire un complexe
simplicial (figures 4.1 et 4.2).

FIGURE 4.1 — Un complexe simplicial
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FIGURE 4.2 — Un complexe non simplicial

4.1.3 Collection topologique

Nous allons maintenant parler de décoration d’un complexe cellulaire. Un
complexe cellulaire décoré est en fait un complexe cellulaire dont on «étiquette»
chaque cellule.

Une collection topologique C' est un complexe cellulaire décoré. On note alors
C(0) la valeur associée a la cellule o et |C| le complexe cellulaire support de la
collection, c’est-a-dire dénué de toute «étiquetten.

4.1.4 Morphisme de collection topologique

Définition 4.1.5. Soient K et K' deux complezes cellulaires. On appelle mor-
phisme de complezes cellulaires une fonction ¢ : K — K' vérifiant pour tout o
et o’

i) o <0’ = ¢(0) < P(o’);
ii) dimg (¢(0)) = dimg (o) ;

Cela signifie qu'un morphisme de complexe conserve a la fois I’incidence
et la dimension. Par exemple, si 'on dispose d’un complexe constitué dun
3—simplexe et d'un 2—simplexe non connexes, alors une fonction confondant
le 2— simplexe avec 'une des faces du 3—simplexe de dimension 2 en conservant
la relation d’incidence sur le 2—simplexe est un morphisme de complexe cellu-
laire. Le 3—simplexe étant invariant, regardons juste I'image du 2—simplexe. Il
faut en fait que chaque image d’aréte soit incidente a I'image de la surface a la
quelle elle était incidente. De méme pour les sommets.

Définition 4.1.6. Soient deux collections topologiques C et C' et ¢ : |C| — |C'].
Alors ¢ est un morphisme de collection topologique si :

i) ¢ est un morphisme de complexes cellulaires ;
ii) C'(¢(0)) = C(0o), pour toute cellule o € |K|.
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Autrement dit, on conserve également les étiquettes. Cela signifie que, dans
I’exemple précédent, si I'un des sommets, I'une des arétes ou la surface du
2—simplexe ne dispose pas de la méme étiquette que la cellule avec laquelle
elle sera confondue, le morphisme décrit, qui est un morphisme de complexes
cellulaires, ne sera pas un morphisme de collections topologiques (figure 4.3).

FI1GURE 4.3 — Collection topologique

4.1.5 Pliage de collections topologiques

Il est possible de disposer de plusieurs collections topologiques pour le méme
objet. C’est-a-dire que 'on a des objets semblables munis des mémes étiquettes.
Alors, on peut effectuer un morphisme de collection permettant de confondre
toutes les cellules de méme dimension et décorés des mémes valeurs;

Définition 4.1.7. On dit qu’une collection C se plie en une collection C' dés
lors qu’il existe un morphisme surjectif ¢ de |C| dans |C’|.

On note alors que pour toute collection topologique dont aucune cellule ne
dispose a la fois de la méme décoration et de la méme dimension, le processus de
pliage est impossible. On dit d’une collection qui vérifie ceci qu’elle est minimale.

4.2 Complexe d’accords

4.2.1 Construction

Un accord est un ensemble de classes de hauteurs jouées en méme temps. De
ce fait, le simplexe présente ’avantage de pouvoir représenter un accord d’un
nombre quelconque de classes de hauteurs.

Soit un accord C = {ag,aq,...a,} un ensemble de classes de hauteurs dis-
tinctes prises dans Zy. alors on représente C par une collection simpliciale
définie comme suit :[5]

i) |A| est un simplexe de dimension n;

ii) Chaque 0—cellule o de |A| est décorée de fagon unique par 'une des classes
de hauteurs.
i|A(o) = ny
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iii) chaque p—cellule de |A| est décorée par
A(o) = {A(7)|T < o,dim(7) = 0}

En premier lieu, on peut remarquer que tout accord de n notes est représenté
par un simplexe de dimension n — 1.

Avec une telle construction, A est une collection simpliciale.

En effet, supposons que I’'on ait deux faces o et o’ incluses dans |A| telles que
A(c) = A(d’). Alors, par définition,

{r < o,dim(7) =0} = {7 < ¢/, dim(7) = 0}.

Cela signifie alors qu’au moins deux sommets a; et a; distincts partagent la
méme décoration, et donc qu’ils font partie de la méme classe de hauteur, ce
qui est impossible par construction.

Donc A est bien une collection minimale.

Nous avons donc tout sous accord de C' représenté par une unique face de A.
Maintenant que avons une méthode pour représenter un accord par un simplexe,
nous pouvons alors définir un complexe d’accords. Soient A1, ..., A,, un ensemble
d’accords. Alors, on peut assembler ces divers simplexes en un complexe minimal
par le biais d’un (ou d’une suite de) pliage(s). On lappelle alors un complexe
d’accords (figures 4.4 et 4.5).

sol

sib mi

FIGURE 4.4 — Un complexe d’accords contenant un do septiéme mineur et un la
mineur avant pliage
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sib mi

FIGURE 4.5 — Un complexe d’accords contenant un do septiéme mineur et un la
mineur apres pliage

4.2.2 Classes d’accords

Nous allons maintenant nous intéresser a des classes d’équivalences d’ac-
cords, d’abord par transposition, puis également par inversion.

Définition 4.2.1. Une classe d’équivalence d’accords par transposition est l’en-
semble des accords dans Zy partageant la méme structure intervallique [i1, ..., ip)
avec i1 + 13 + ...+ 14, = N.

On note alors le complexe associé a cette classe d’accords Krp[iy, ...ip] (figure
4.6). On peut d’ailleurs remarquer que cela correspond & appliquer une action
du groupe des intervalles sur 'accord en question.

FIGURE 4.6 — K7[3,4,5] la classe d’équivalence par transposition d’un accord
mineur dans Zs, représentée dans un tore

On remarque sur la figure 4.6 que si ’on consideére toutes les régions non colo-
rées comme faisant parties du complexe et toutes les régions colorées comme n’en
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faisant pas partie, on obtient alors le complexe Kr[4, 3, 5], celui de la classe des
accords majeurs par transposition, soit la classe de I’accord inverse de [3,4, 5].
Autrement dit :

Lemme 4.2.1. Le complezxe d’une classe d’accords par transposition et celui de
la classe de son inverse par transposition partagent le méme 1—squelette.

Montrons que ceci est vrai pour toute classe d’accords.

Preuve. Soit une classe d’accords par transposition [i1, ...,4,]. Nous allons rai-
sonner sur les intervalles présents dans cet accord.

Nous avons que pour toute classe de hauteur a € Zy, tous les intervalles
{a,a +i;},V1 < j < n sont représentés dans le complexe Kr[i1, ..., 1,] par le
1—simplexe A(a, a+1i;). Alors, pour toute permutation o dans &, le complexe
Kr1lig(1), -+ is(n)] Présente également toutes les arétes de la forme A(a, a + i),
car l'ordre de la structure intervallique n’intervient pas dans la présence des
intervalles. Autrement dit, soit une classe d’accords par transposition [i1, ..., 5],
le complexe Kr[i, ..., i,] présente le méme 1—squelette que tout complexe
Krlig(1), -+ ie(n)], pour toute permutation o dans &,,.

On peut maintenant définir un autre complexe par relation d’équivalence, cette
fois-ci par les opérations de transposition et d’inversion. Celui correspondra a
I'union du complexe Kr[iy, ...,4,] et du complexe Kr[ip,...,41]. On le note alors
Krrlig, ..., in] (figure 4.7).

FIGURE 4.7 — Kr1/[3,4,5] la classe d’équivalence par transposition et inversion
d’un accord mineur dans Zs, représentée dans un tore
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Chapitre 5

Théorie des graphes et
matroides sur les complexes
d’accords

5.1 Matroide sur un complexe simplicial

5.1.1 Construction

Afin de construire un matroide & partir d’un complexe simplicial, nous avons
besoin de la définition d’un complexe simplicial pur.

Définition 5.1.1. Soit K un complexe simplicial de dimension k. On dit que
K est un k—complexe simplicial pur s’il vérifie que pour tout simplexe S de
dimension inférieure a k, S est une face de l'un des simplexes de dimension k.

Cela signifie que toutes les facettes, c’est-a-dire les faces maximales pour
I’inclusion, sont de méme taille.

Définition 5.1.2. L’ensemble des indépendants (M) d’un matroide M sur un
ensemble fini E constitue un complexe simplicial (appelé complexe d’indépen-
dance de M) muni la propriété suivante :

iii’) Pour tout E' C FE la restriction I(M)|g: est un complexe simplicial pur.

Cette propriété remplace la propriété iii) de la définition 3.1.1 et lui est équiva-
lente.

C’est-a-dire que pour qu'un complexe simplicial puisse définir un matroide,
il faut qu’il vérifie cette méme propriété, sans quoi il ne peut pas définir un
ensemble d’indépendants d’un matroide vérifiant tous les axiomes.
Si I'on regarde les propriétés d’'un complexe simplicial pur, on se rend compte que
cela correspond bien aux propriétés d’un matroide. Premierement, les facettes
sont de méme dimension, ce qui signifie que tous les ensembles indépendants
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maximaux pour 'inclusion sont de méme taille, ce qui traduit la propriété qu’ont
les bases d’'un matroide d’étre toutes de méme taille. Par contre, la connexité
est nécessaire pour que le complexe représente bien un matroide.

Théoréme 5.1.1. Un complexe simplicial non connexe ne définit pas de ma-
troide.

Preuve. Soit K un complexe simplicial pur de dimension k& non connexe.
Alors, on peut le séparer en deux sous-complexes K; et Ko tels que

KiNKy=0.

Ainsi, on peut prendre une facette Fy dans K7 et Fy dans Ks.

Maintenant, supposons que K soit le complexe d’indépendance d’un matroide
M. Alors Fi et Fy sont deux bases de M. Il existe donc un z € F} et un y € Fy
tels que Fi\{z} U {y} est une base de M. Cela signifie alors que la facette
(Fi\{z}) U{y} est dans K; ou dans K, ce qui rentre en contradiction avec les
hypotheses de départ.

On a bien que si K est le complexe d’indépendance d’un matroide, K est
connexe.

Il faut donc que le complexe simplicial vérifie certaines propriétés, autres
que d’étre pur, pour que cela définisse un matroide. En effet, cette propriété
n’assure pas que ’ensemble des indépendants vérifie les axiomes des matroides,
comme on vient de le voir plus tot.

Lemme 5.1.1. Un complexe d’accords ne correspond pas nécessairement d un
compleze d’indépendance d’un matroide.

Montrons-le en construisant un complexe d’une classe d’accords par trans-
position et en déterminant si celui-ci définit bien un complexe d’indépendance
d’un matroide.

Prenons l'accord [1,1,4] dans Zg (figure 5.1).

1 3 5

FIGURE 5.1 — Kp[1,1,4]
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Montrons alors que le complexe 5.1 n’est pas un complexe d’indépendance
du matroide.

Prenons E' = {1,2,3,5,6} un sous-ensemble de E Regardons l’ensemble de
ses indépendants.

Les indépendants de rang 3 sont {1,2,3} et {5,6, 1}. Puis de rang 2, nous avons
tous les sous-ensembles de ces trois triangles de cardinal 2 ainsi que ’aréte
{3,5}, incluse dans aucun autre simplexe de dimension 2, donc étant elle aussi
une facette. Ceci implique que le complexe obtenu n’est pas pur et donc que
Krp[1,1,4] n’est pas le complexe d’indépendance d’un matroide.

Considérer cette construction pour étudier les accords semble donc voué a
I’échec. 11 faut la connexité, ce qui n’est pas toujours le cas, puis une certaine géo-
métrie assez particuliere. Existe-t-il alors une méthode permettant de construire
a coup siir un matroide sur un complexe d’accords ?

Dans le cadre de ce mémoire, nous n’en avons trouvé qu’une, mais elle n’est pas
pertinente.

En effet, si I'on se place dans le complexe simplicial pur constitué de tous les
simplexes de taille & dans Zy , on peut construire alors un matroide dont tous
les sous-ensembles de E = {1,...,d},d < N de taille au plus k sont des indépen-
dants, avec k étant le nombre de classes de hauteurs de I'accord. En particulier, le
complexe d’accords recherché est inclus dans ce complexe simplicial. Cependant,
tout accord de taille k est présent dans ce complexe, sans aucune distinction.
On perd donc en information, car tous les complexes d’accords de méme taille
engendreraient alors exactement la méme construction.

5.2 Théorie des graphes sur les 1—squelettes

Puisque considérer les complexes d’accords entierement ne donne pas de bon
résultat, nous avons décidé de nous intéresser uniquement aux 1—squelettes de
ces complexes, c’est-a-dire des graphes. L’avantage d’un graphe est qu’il permet
toujours la construction d’un matroide.

Tout d’abord nous allons étudier la connexité des 1—squelettes de complexes
de classes d’accords par transposition et inversion, puis nous nous intéresserons
aux conditions sous lesquelles ces graphes sont planaires.

5.2.1 Connexité des complexes d’accords

Un graphe est connexe si et seulement si pour tout couple de sommets du
graphes, il est possible de les relier par une chaine d’arétes. Traduisons-le en
termes d’intervalles :

Soit Krpli1, ..., i,]. Alors, si et seulement si pour tout couple a et b de classes de
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hauteurs distinctes, il existe une suite d’intervalles A1, ... A4 tels que
a+ A+ ...+ Ag = b, avec Vk,3j|Ap = ij,1 < j < n, le graphe est connexe.

Vérifions : Si ces conditions sont vérifiées, alors toutes les arétes

{a,a+ A1}, {a+ A1,a+ A1 + As}... sont incluses dans le graphe et celui-ci est
bien connexe.

Supposons que le graphe est connexe. Alors pour tout a et b deux sommets
du graphe, il existe une suite d’arétes les reliant. Mais dans un complexe d’ac-
cords, une aréte relie toujours un sommet s avec un sommet s +1;,1 < j < n.
Autrement dit,il existe une suite d’intervalles vérifiant les conditions recherchées.

Maintenant, nous pouvons trouver une relation sur la structure intervallique
de 'accord permettant d’en déduire des conditions de connexité.

Théoréme 5.2.1. Le 1—squelette d’un compleze d’accords Krliy,is...,i,] dans
Zyest connexe si et seulement si pged(iq, ..., i) = p générateur de Zy .

Montrons-le :

Preuve. Tout d’abord, si le graphe est connexe, cela signifie qu’il est toujours
possible de relier une classe de hauteurs a a la classe a + 1. Supposons p géné-
rateur de Zy. Alors, le théoréme de bézout nous assure qu’il existe x1, ..., T,
entiers relatifs tels que x141 + ... + 54, = p. Or, comme p génere Zy, il existe
k tel que a + kp = a + k(z1i1 + ... + zpin) = a+ L.

On vient alors de décrire un chemin constitué uniquement des intervalles de
I’accord permettant de relier toute classe de hauteur a a la classe de hauteur
a + 1, le graphe est bien connexe.

Maintenant, supposons p diviseur de N. Alors p divise x171 +...+ T4, pour tout
X1, ..., Tn. Supposons alors qu’il existe a1, ..., z,, tels que a+k(z191 + ... + Tpin) =
a + 1. Ceci impliquerait que (z1%1 + ... + Tni,) est générateur, donc que p est
premier avec N.

Ainsi, nous avons démontré le théoréeme 5.2.1.

Comment étudier le cas des graphes non connexes ? La premiére chose que 'on
remarque, c’est que si p divise n, alors on a p parties connexes comprenant
N/p classes de hauteurs, qui sont toutes identiques. Il est alors possible de les
considérer comme le 1—squelette d’un complexe d’accords dans Zy/, de struc-
ture intervallique [i1/p,i2/p...,in/p]. Cette solution est intéressante car sur ce
que 'on va étudier par la suite, 'aspect planaire des graphes, considérer unique-
ment les parties connexes seules présente les mémes propriétés que les considérer
toutes ensembles.

Cependant, ca n’est pas tout a fait vrai pour le polyndéme de Tutte, car celui-ci
est modifié selon le nombre de copies du graphe. Pour cela, la propriété v) des
polynémes de Tutte :

v) Soient M; et My deux matroides sur E; et Es disjoints,
alors t(Ml S MZa €T, y) = t(Mla €T, y) X t(M27 x, y)
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nous assure que le calcul en sera simplifié.

5.2.2 Aspect planaire des 1—squelettes de complexes d’ac-
cords

A partir des différentes propriétés étudiées dans la partie 2.2.2, nous allons
étudier 'aspect planaire des 1—squelettes de complexes d’accords de trois note
uniquement. Le but serait ensuite de déduire une récurrence sur les graphes afin
de pouvoir calculer le polynéme de Tutte sur ces graphes.

Premiérement, nous allons nous intéresser au cas des accords présentant deux
intervalles identiques, c’est-a-dire de structure intervallique [¢,4, ] dans Zy.
Comme nous l'avons vu précédemment, si pged(i,j) divise N, alors nous nous
plagons dans Zy/pged(i,j) afin d’avoir un graphe connexe. Il est alors possible de
placer tous les sommets sur un cercle de telle sorte que chaque chaque classe
de hauteurs a soit encadrée d’'un c6té par a + ¢ dans une direction et a — 7 de
lautre (figure 5.2).

11

FIGURE 5.2 — 1—squelette du complexe Kr[5,5,2].

Théoréme 5.2.2. Soit N pair, et un accord de structure intervallique [i, 1, j].
Alors le 1—squelette du complexe Krli,i,j| est planaire.

Preuve. Comme N est pair, nous pouvons répartir les arétes de la fagon
suivante : on trace d’abord toutes les arétes représentant 'intervalle ¢ présent
deux fois dans la structure intervallique, ce qui forme un polygone. Puis, nous
pouvons construire les arétes représentant N — 2¢ = j partant d’un sommet sur
deux a l'intérieur du cercle. Comme N est pair, on a bien alors la construction
de la moitié des arétes correspondantes. Il suffit alors de construire les arétes
partant de lautre moitié des sommets & l'extérieur du cercle (figure5.3).
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FIGURE 5.3 — 1—squelette du complexe Kr[5,5, 2] représenté de fagon planaire.

Dans le cas impair, ceci est impossible. En fait, le graphe contient dans ce
cas K5 comme mineur et est donc non planaire.

Théoréme 5.2.3. Soit N impair, et un accord de structure intervallique [i, 1, j].
Alors le 1—squelette du compleze Krli,i,j| n’est pas planaire.

Preuve. Construisons alors le complexe de la fagon suivante :
On construit prend d’abord le sommet 0, on construit le triangle {0, 4,2i}, puis
{%,2i,3i} collé au précédent et ainsi de suite jusqu’au triangle {—3i, —2i, —i},
ce qui forme un segment constitué des arétes {0,2i}, ..., {—3i, —i} et un autre
segment constitué des arétes {i,3i},...,{—44,—2i} . Il reste alors & construire
les arétes {—i¢,0}, {—24,0} et {—i,i}, que 'on trace droites. (figure 5.4).

—4i —21

FIGURE 5.4 — Kr[i,4, N—i] avec N impair, avant construction des arétes {0, —i},
{0, -2} et {—i,i}

Alors, on peut, par une suite de contractions et suppressions, trouver K
comme mineur du graphe. La premiere contraction a effectuer est selon 'aréte
{=3i,—i}. De cette fagon, on obtient le méme nombre d’arétes de chaque bord
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du graphe. Ensuite, on peut supprimer les arétes paralleles jusqu’a garder un
graphe simple, c’est-a-dire sans cycle de taille 2. Puis, on contracte par les
arétes {—3i, —5i} et {—2i, —4i}, on supprime & nouveau les arétes paralléles, et
on réitere 'opération jusqu’a conserver uniquement les 5 premieres classes de
hauteurs. Regardons les arétes et les sommets de ce graphe :
— Nous disposons de 5 sommets, 0,4, 2¢, 37, 44 ;
— Nous observons 4 arétes {n,n + i}, sans pour le moment considérer les
effets des différentes contractions;
— Nous observons également 3 arétes {n,n + 2i}, pour un total de 7 arétes;
— Enfin, par le biais des contractions, 47 est confondu avec le sommet —i
et donc est relié a 0 par une aréte et a ¢ par une autre. De méme, 3¢ est
confondu avec —2i et est relié a 0.
Ainsi, nous avons 10 arétes, 5 sommets et aucun cycle de taille 2. C’est donc
le graphe complet K5. Ceci prouve que le graphe de départ n’est pas planaire
(théoréeme 3.2.3).

Maintenant, intéressons nous a d’autres cas.

Théoréme 5.2.4. Soit N > 7 un accord de structure intervallique [i, j, k] dans
Zn tel que i,j,k sont distincts, tous d’ordre supérieur d 2 et pged(i,j, k) = 1.
Alors le 1—squelette du complexe Kr[i, j, k] n'est pas planaire.

Preuve. Regardons simplement le degré d’une classe de hauteurs. Pour ce
faire, nous allons dénombrer le nombre d’intervalles dans lesquels une classe de
hauteurs a est présente.

— les intervalles {a,a + i} et {a,a — i},

— ensuite les intervalles {a,a + j} et {a,a — j},

— enfin les intervalles {a,a + k} et {a,a — k}.

Comme i # j, i # k et j # k, le degré de toute classe de hauteurs est 6. En effet,
les seuls cas pouvant amener & un degré inférieur seraient si 7,j ou k étaient
de caractéristique 2, dans ce cas on aurait a+7 =a—41o0ua+j =a—1 ou
a+k =a—k et un degré inférieur ou égal a 5, ousii=—j,i=—kouj=—k
dans Zy. Ceci, par définition de la structure intervallique est impossible, car on
a k = N —i— j et nous ne considérons que les accords de trois notes, ce qui
exclut la possibilité d’un intervalle nul.

Donc, le théoréeme 2.2.3(il existe dans un graphe planaire un sommet de degré
au plus 5) permet de dire que le 1—squelette des classes d’accords de ce type
n’est pas planaire.

Maintenant, étudions le cas ot 'un des intervalles est d’ordre 2. Supposons,
a réindexation pres, que i = —i. Alors chaque sommet est désormais de degré 5.
Nous ne pouvons donc plus employer le méme raisonnement. Etudions le nombre
d’arétes et de sommets du graphe.

Théoréme 5.2.5. Soit 6 < N < 12 et un accord de structure intervallique
[i,7,k] dans Zn telle que 4,j,k sont distincts, i d’ordre 2 et j et k d’ordre
supérieur strictement 4 deux avec pged(i,j k) = 1. Alors le 1—squelette du
complexe Krli, j, k] n'est pas planaire.
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Le graphe est composé de N sommets de degré 5. Une aréte reliant toujours
deux sommets (il n’y a pas de boucles), nous avons donc 5/2N arétes. De plus,
nous avons le corollaire 2.2.1 qui dit que si le graphe est planaire, alors

5/2N < 3N — 6

Alors,
N > 12

Cela signifie que pour tout N inférieur strictement a 12 et supérieur ou égal a
6, pour tout accord contenant U'intervalle N/2, le graphe n’est pas planaire.

Le dernier cas que nous allons étudier au cours de ce mémoire est le cas ou
nous avons un accord dans Zy de structure intervallique [i, 7, k] dont le com-
plexe est connexe, avec ¢ et j premiers entre eux, et avec N = 75. Nous allons
montrer que K3 3 est alors un mineur du 1—squelette du complexe d’accords.

Théoréme 5.2.6. Soit un accord de structure intervallique [i,j, k] dans Zy
avec pged(i, 4, k) =1 et N =1ij. Alors Kr[i, j, k] n’est pas planaire.

Preuve. Soit Kr[i, j, k] un complexe d’accords dans Zy connexe et tel que
N =1ij, avec N > 6.
Regardons déja le cas ot N = 6 (figure 5.5).

0 3
2 5
4 1

FIGURE 5.5 — Kr[2,3,1]

Comme on le voit clairement, les arétes noires forment le graphe K3 3. Main-
tenant, pour trouver ce mineur pour N > 6, que faut-il 7 Nous avons déja toutes
les arétes de classes de hauteurs {a,a +i},{a,a + j} et {a,a + k} (figure 5.6).
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a-i-j a-j
a-i a
a-i+]j a+j
a-i+2j a+2j
a-i+3j a+3j

a-j+i

a-+i

ati+j

a+2j+i

a+3j+i

FIGURE 5.6 — Partie de K[, j, k] centrée en la classe de hauteurs a.

Il manque donc quelques arétes afin de retrouver K3 3 dans le graphe (figure

5.7).
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| | |
| | |
| | |
I I I
I N I N I
I I I
I I I
I I I
| | |

a+3j A

a+3j+i
® - - ------ - -------- 2

FIGURE 5.7 — Partie de K[, j, k] centrée en la classe de hauteurs a.

On peut effectuer une suite de contractions permettant de les obtenir. Il faut
contracter les classes de hauteurs :

— a—1—j avec a+ i+ 27 afin de relier a + i+ 2j a a,

— a+ j avec a + j + 2i afin de relier a + j avec a + 1,

— a+ 2j avec a + 2j + 2i afin de relier a 4+ 2j avec a + j + 1,

— a+ 27 avec a — j afin de relier a + 2j avec a + 1.

Premiérement, supposons qu’aucun intervalle n’est d’ordre 2. Alors on peut :

— effectuer o(i) — 2 contractions par les arétes {a + j,a+j—i},....,{a+j+
3i,a+ j + 2i},
— effectuer o(i) — 2 contractions par les arétes {a + 2j,a + 25 — i}, ..., {a +
2j + 3i,a+ 25 + 2i},
— effectuer o(j)—3 contractions par les arétes {a+2j, a+35}, ..., {a—24,a—j},
— effectuer o(j) — 3 contractions par les arétes {a +2j+1i,a+3j+1i}, ..., {a—
2% +i,a—j+i},
— effectuer o(i) — 2 contractions par les arétes {a — j +1i,a — j + 2i}, ..., {a —
j—2i,a—j—i).
Dans le cas ou 'ordre de j serait 2, alors 'ordre de i est supérieur a 2 et on
peut permuter le role de i et de j. En effet, si o(i) = o(j) = 2, alors i = j = N/2
et N =N/2x N/2 ce qui veut dire que N = 4 et le graphe est par conséquent
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planaire. On considérera dés lors que o(i) > 2 et o(j) > 3.

Il faut maintenant vérifier que ces contractions ne s’intersectent pas. En ef-
fet, si tel était le cas, alors on aurait deux sommets considérés confondus, ce qui
empécherait 'apparition de K33 comme mineur.

Tout d’abord, comme i et j sont premier entre eux et ij = 0, on a que pour
tout k et tout k' entiers relatifs, a + j + ki # a + 25 + k’. En effet, si tel était le
cas, alors on aurait I’existence d'un couple (ko, k() tel que (k — k')i = j ce qui
est impossible. Par le méme raisonnement, on a donc les suites de contractions
{a+j,a+ji—i}, ... {a+j+3i,a+j+2i}, {a+2j,a+2j—i},...,{a+2j+3i,a+
2j+2i}, et {a—j+i,a—j+2i}, ..., {a—j—2i,a—j—i} qui ne s’intersectent pas.

De la méme facon, en remplacant les roles de i et de j, on a que les suites de
contractions {a +2j,a+35},...,{a—2j,a—j} et {a+2j+i,a+3j+i},....,{a—
2j +1i,a — j + i}, ne s'intersectent pas non plus.

Enfin, il faut montrer que les contractions dans la direction de l'intervalle ¢ n’in-
tersectent pas celles dans la direction j. Supposons que a — 7 + ki = a + k'j.
Alors k = o(i) et k' = o(j), ce qui n’est pas possible, car nous nous arrétons
respectivement a o(i) — 2 et o(j) — 3. Toutes les suites de contractions sui-
vant j partant de a + 27 ou a + 2j + 4, on est assurés la suite de contractions
{a—j+i,a—j+2i},....,{a —j — 2i,a — j — i} n’intersecte aucune autre suite
de contractions.

Ce méme raisonnement s’'applique aux suites {a+2j+1i,a+3j+i},...,{a—2j+
i,a—j+i} et {a+2j,a+35},...,{a—2j,a— j}, on démontre ainsi que, comme
ces deux suites de contractions suivant la direction j n’intersectent aucune suite
de contractions suivant i, a I’exception pres des deux suites concernant a + 27,
qui s’intersectent en leur point de départ.

En effet, il faut tout de méme prendre en compte le réle particulier de la classe
de hauteurs a + 25 dont partent deux suites de contractions, permettant ainsi a
celle-ci d’hériter a la fois d’une aréte.

Ainsi, nous sommes assurés que, pour tout N, et tout i, j, k vérifiant pged(i, j, k) =

1 et N = ij, alors le graphe correspondant au 1—squelette Kr[i, j, k] contient
K3 3 comme mineur et n’est donc pas planaire.
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Chapitre 6

Conclusion

6.1 Travail effectué

Nous avons donc tout d’abord présenté la théorie des graphes ainsi que celle
des matroides, leurs liens, et les possibilités quelles offrent en terme de recherche.
Puis nous avons tout d’abord exploré quelques pistes afin d’utiliser les matroides
dans le cadre des complexes d’accords, pour finalement proposer une de leurs
possibles utilisations sur les graphes composant les 1—squelettes.

De ceci, nous en avons déduit quelques propriétés sur la structure de ces graphes,
en termes de connexité et de représentation planaire.

Toutefois, nous n’avons pas pu, faute de temps, terminer 1’étude de ces graphes,
car nous n’avons pas trouvé de résultat général sur ’aspect planaire des graphes.

6.2 Perspectives

Le polyndéme de Tutte pourrait étre intéressant a étudier sur ces graphes,
car il donne de maniére rapide un trés grand nombre d’information, des lors
qu’on sait le calculer. De par sa nature, il est parfois possible de le déduire sur
des graphes formant des motifs similaires, par récurrence. Ici, sur les complexes
d’accords, on peut, dans certaines conditions, retrouver un méme motif sur un
nombre de sommets quelconques. Mais nous n’avons pas pu dans le cadre de ce
mémoire le calculer, car lorsque ’on ajoute deux sommets au motif, par exemple
en passant de 6 a 8 notes, on change I’emplacement de certaines arétes, et on
en rajoute, en fonction du degré du graphe, 5 ou 6 arétes. En terme de nombre
de sous-ensembles d’éléments, cela devient rapidement tres difficile & calculer.
Enfin, il reste a savoir si une autre utilisation des matroides, peut-étre ne s’ap-
pliquant pas sur les complexes d’accords mais directement sur les accords, per-
mettant éventuellement de donner une représentation des accords d’un nombre
quelconque de notes de la méme fagon, comme indépendants d’un ensemble plus
grand par exemple, est envisageable.
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