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Mathématiques/Musique...une histoire récente!

® 1999 : 4¢ Forum Diderot (Paris, Vienne, Lisbonne), Mathematics and Music
(G. Assayag, H.G. Feichtinger, J.F. Rodrigues, Springer, 2001)

e 2000-2001 : Séminaire MaMuPhi, Penser la musique avec les mathématiques ?
(Assayag, Mazzola, Nicolas éds., Coll. « M/S », Ircam/Delatour, 2006)

* 2000-2003 : International Seminar on MaMuTh (Perspectives in Mathematical
and Computational Music Theory (Mazzola, Noll, Luis-Puebla eds, epOs, 2004)

* 2003 : The Topos of Music (G. Mazzola et al.)

e 2003: Music and Mathematics. From Pythagoras to Fractals (J. Fauvel et al.)

* 2001 - 2011 : Séminaire MaMuX de I’Ircam

e 2004 - 2011 : Séminaire mamuphi (Ens/Ircam)

* 2006 : Mathematical Theory of Music (F. Jedrzejewski), Coll. « M/S »

® 2007 : La vérité du beau dans la musique (G Mazzola), Coll. « Musique/Sciences »

* 2007 : Journal of Mathematics and Music (Taylor & Francis) et MCM 2007

® 2007: Music. A Mathematical Offering (Dave Benson), CUP

* 2008: Music Theory and Mathematics (Jack Douthett et al.), URP

* 2009 : Computational Music Science Series (Springer)

* 2009 : MCM 2009 (Yale) et Proceedings chez Springer

* 2010 : Mathematics Subject Classification : 00A65 Mathematics and music

e 2011 : Conférence de la SMCM (Ircam, 15-17 juin 2011)
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De Pythagore... a la théorie des groupes

Physique

* in cents, confrontati con la scala temperata




Musique et mathématiques : deux destinées paralleles
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Les mathématiques modernes et la création des concepts

Creativity in Mathematics and the Arts
Creativity in Music and Mathematics
Pierre Boulez & Alain Connes

11am-1pm Round-Table Discussion

Alain Connes: “...the role of mathematics, which at the beginning

was considered as a part of physics, has become — thanks to modern
mathemzftlcs — a kind of substitution of philosophy with respect to I H G o R H
the creation of concepts”. = Centre

Pompidou FESTiIiVAL 8-18 JUIN 2011




Double mouvement d’une dynamique mathémusicale

[Cf. M. Andreatta : Mathematica est exercitium musicae, HDR, octobre 2010]
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Double mouvement d’une dynamique mathémusicale

[Cf. M. Andreatta : Mathematica est exercitium musicae, HDR, octobre 2010]
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Double mouvement d’une dynamique mathémusicale

[Cf. M. Andreatta : Mathematica est exercitium musicae, HDR, octobre 2010]
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Double mouvement d’une dynamique mathémusicale

[Cf. M. Andreatta : Mathematica est exercitium musicae, HDR, octobre 2010]
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Plan du cours

1. La construction des canons rythmiques mosaiques : de Minkowski a Fuglede
2. La relation Z et la théorie des ensembles homométriques

3. La Set Theory et 1a théorie transformationnelle el e | T
4. Les théories diatoniques et les ME-sets f'

5. Suites périodiques et calcul de différences finies
6. La théorie des block-designs en composition algorithmique ...
7. Modeéles algébriques et catégoriels pour la cognition musicale
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Quelques notions algébriques utilisées dans le cours

e Définition de groupe
— Groupe cyclique Z/nZ d’ordre n
— Groupe diédral D,, d’ordre 2n
— Groupe affine Aff, d’ordre @(n)n

— Groupe symétrique S, d’ordre n!

— Groupe de Klein

Action d’un groupe sur un ensemble
— Relations d’équivalence et orbites
— Stabilisateur et fixateur d’un élément
— Lemme de Burnside
— Action transitive et simplement transitive (GIS)

— Centralisateur et actions duales
e Factorisation d’un groupe
* Anneau des polyndmes et polyndmes cyclotomiques

e Transformée de Fourier discrete




Réduction a ’octave et congruence modulo 12

a~b mod n < b-a=k'n
a~b mod 12 < b-a=k-12

[ N O O [ N ]
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Relation d’équivalence :
- Réflexive

- Symeétrique

- Transitive




Congruence modulo 12 et structure de groupe (cyclique)
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Structure de groupe

- Cloture

- Existence de I’élément neutre
- Existence de ’inverse

- Associativité




Ecriture par générateurs et relations
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Principe du do mobile

dodo# ré re#mi fa fa# solsol#la la# si do do# re
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Un peu d’histoire...
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Camille Durutte:

* Technie, ou lois générales du systeme harmonique
(1855)
* Résumé élementaire de la Technie harmonique, et

complément de cette Technie (1876)
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Un peu d’histoire...
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La cloche diatonique centrée autour du ré (P. Audétat & co.)

http://www.cloche-diatonique.ch/
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Premiers invariants algébriques : la structure intervallique
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Structure intervallique et renversements d’accords
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Equivalence algébrique entre représentations géométriques
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Du Speculum musicum d’ Euler au Tonnetz de Riemann
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Euler : Speculum musicum, 1773
Hugo Riemann : « Ideen zu einer Lehre
von den Tonvorstellung », 1914

Douthett & Steinbach,
JMT, 1998 ‘. %y o !

A 4
A 4

J. Hook, « Exploring Musical Space »,
Science, 2006
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Vers 1I’émergence de la notion de groupe en musique
Ernst Krenek et I’approche axiomatique en musique

» The Relativity of Scientific Systems Ernst Krenek - Uber
 The Significance of Axioms Neue Musik, 1937

. . . (Engl. Transl. Music
* Axioms in music here and now, 1939)
* Musical Theory and Musical Practice

Physicists and mathematicians are far in advance of musicians in realizing that
their respective sciences do not serve to establish a concept of the universe
conforming to an objectively existent nature
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As the study of axioms eliminates the idea that
axioms are something absolute, conceiving
them instead as free propositions of the
human mind, just so would this musical
theory free us from the concept of major/minor

tonality [...] as an irrevocable law of nature.




L’approche axiomatique en mathématique
David Hilbert: les fondements axiomatiques de la géométrie et le rdle de [’intuition

’

geometry [...] only needs few simple Y iz
principles. These principles are called the .
axioms of the geometry. [...] This study
(of the axioms) goes back to the logical
analysis of our spatial intuition

(Grundlage der Geometrie, 1899).
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At the moment there are two tendencies in mathematics. From
one side, the tendency toward abstraction aims at ‘cristallizing’
the logical relations inside of a study object and at organizing
this material in a systematic way. But there is also a tendency
towards the intuitive understanding which aims at

understanding the concret meaning of their relations
(Anschauliche Geometrie, 1932)




Structures d’orbifolds en analyse musicale
T2 =R/12Zx R/12Z T2 /S,
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Figure S9. (a) The space of ordered two-note chords of pitch-classes is a 2-torus. To identify points (x, y)
and (y, x), we need to fold the torus along the AB diagonal. The resulting figure, shown in (b), is a
triangle with two of its sides identified. This is a Mobius strip. To see why, cut figure (b) along the line CD
and glue AC to CB. (To make this identification in Euclidean 3-space, you will need to turn over one of
the pieces of paper.) The result is a square with opposite sides identified, as in Figure 2 of the main
paper.Dmitri Tymoczko :« The Geometry of Musical Chords », Science, 313, 2006




Structures d’orbifolds en analyse musicale
T2 =R/12Zx R/12Z T2 /S,

B transposition ___
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Figure S9. (a) The space of ordered two-note chords of pitch-classes is a 2-torus. To identify points (x, y)
and (y, x), we need to fold the torus along the AB diagonal. The resulting figure, shown in (b), is a
triangle with two of its sides identified. This is a Mobius strip. To see why, cut figure (b) along the line CD
and glue AC to CB. (To make this identification in Euclidean 3-space, you will need to turn over one of
the pieces of paper.) The result is a square with opposite sides identified, as in Figure 2 of the main
paper.Dmitri Tymoczko :« The Geometry of Musical Chords », Science, 313, 2006
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Un atlas pour la gamme
diatonique...

G. Mazzola, The Topos of Music
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...et le nerf topologique associé



Nerf topologique et théorie de la modulation

G. Mazzola, La vérite du beau dans la musique, Collection « Musique/Sciences », IRCAM/Delatour, 2007.

4 LA VERITE
DU BEAU DANS
LA MUSIQUE

AOATaE Wt(end
FORE snbmit Surfnipont
» s
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FIG. 8.6 - Le quantum de modulation de la tonalité Do'® dans la tonalité Mi'* dans sa
représentation topologique via le nerf. Le nerf est de dimension cing (six sommets en position
générale), ce qui est symbolisé par les barres horizontales reliant six degrés chacune. En haut &
droite sont représentés les pivots I, [1I,V,VII.



Opérations dodécaphoniques et structures algébriques
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Iannis Xenakis, Formalized Music, 1992

Felix Klein



Les groupes comme “paradigmes”
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Relation d’équivalence:
- Reflexive

- Symeétrique

- Transitive
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Classes d’équivalence d’accords et groupes de transformations
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Classification paradigmatique des structures musicales
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* D. Halsey & E. Hewitt: « Eine gruppentheoretische Methode in der Musik-theorie », Jahresber. Der Dt. Math.-Vereinigung, 80, 1978.
* D. Reiner: «<Enumeration in Music Theory», Amer. Math. Month. 92:51-54, 1985

* R.C. Read: « Combinatorial problems in the theory of music », Discrete Math., 1997

* H. Fripertinger: « Enumeration of mosaics », Discrete Math., 1999




Classification paradigmatique des structures musicales
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La Set Theory: équivalence modulo transposition/inversion
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[’analyse formalisé€e ou les entit€s formelles en musique
André Riotte e Marcel Mesnage

A. Schoenberg : Klavierstiick Op. 33a, 1929
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[’analyse formalisé€e ou les entités formelles en musique |
. André Riotte & Marcel Mesnage

A. Schoenberg : Klavierstiick Op. 33a, 1929
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Exercice : retrouver les symétries dans une série (I)

Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5
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Exercice : retrouver les symétries dans une série (I)
Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5
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Exercice : retrouver les symétries dans une série (II)

Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5
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Exercice : retrouver les symétries dans une série (II)

Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5
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“Combinatorialit€” et symétrie par transposition

Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5
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Enumeration des orbites par rapport a 1’action d’un groupe

Lemme de Burnside
1
——J— a|.
n Gl Z |X9)

geG@

X8 = {xEX: gx=x}

IR:
o

?
——> Trouver le nombre de configurations possibles



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

XY
o $0°

Lemme de Burnside

= |C1;_|Z | X9]. ,f‘/
9€@ O ‘ ‘ Action de Z/4Z
X¢ = {xEX : gx=x} T, = 1dentite
T, = rotation de 90°
Q T, = rotation de 180°

- - T, = rotati 270°
Configurations possibles = 3% = 81 3 = rotation de 270

T, fixe toute configuration => | X7, | =81

T, fixe toute configuration monochromes => | X7, |=3

T, idem e
T, fixe toute configuration «double-diameétre » => | X7\ |= 32 =9 O | O

> n=1/4(81+3+3+9) =24



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

Lemme de Burnside ‘
n= =3 X9 oo
P> © @ O oy
Xe = (xEX : gx=x) Action de Z,, =
Transformation Action Cycle repres  No. of Fixed Cyole Cycle
sentation cycles configs, hpe Index
To 00, 11,252,353 (OX1X2X3) ! 3= 8] 1 n
I, 0—=1—-2—3—0 (0123) 1 3 =3 i s’
T 020, 131 (02X1 3) 2 =9 2 r
I 0—3—=2—1-20 03i21) ! 3 =3 4 A

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on

Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007

n=1/4 (81+3+3+9) =24




Lemme de Burnside \}/,/'?““\}\,\'
n= @g; 1X9]. ‘ ‘ Q fx*’
. ™ [ A
X2 = {xEX : gx=x) Action de D, ©
Transformation Action Cycle repre-  No. of Fixed Cyole Cyele
sentation cycles configs. hpe Index
To 0—0, 151,232,353 (ON1)2X%3) 4 3'=38) 1t n
I; 01230 (0123) 1 3'=3 ¢ s
Ts 020, | =31 (02)1 3) 2 =9 2 s
T 032150 0321) ! 3'=3 4 A
! 0—0, 1 —3—1, 22 (0X1 3%2) 3 3 =27 192 fers)
I 010, 2332 (012 3) 2 3= 2! s’
T 0=s2es0, 1 =21, 323 (0 2X(1%3) 3 3 =27 172 NS
I 0—3—0, 1321 (0 3)12) 2 3= 2* n

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007

n = 1/8 (81+3+3+9+27+9+27+9) = 168/8=21



Enumération d’orbites par rapport a I’action d’un groupe

Lemme de Burnside
1
= — CAR
n Gl Z | X8|
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X8 = {xEX: gx=x}
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@,: ___________ ‘ Action de D4

S ) T,=id T, = inversion
‘ \‘;r{\ T, =rot 90° T\I = 1inv.
S g T,=rot 180° T,/ =inv.
: T; = rot 270° 151 = 1nv.




Enumération d’accords par rapport a I’action du groupe dihédrale

Transformation Cycle representation No. of Fixed Cycle Cycle
cycles configs, npe index
To (ONINDBNANSUENTHENONANB) 12 2" =4006 I h'
I (0123456789AB) 1 2'=2 12 fs'
I D2468AN135798B) 2 2i=4 6 fe-
T (0369K147AN258B) 3 =g 4’ f,)
Ty (048KI SON26 AN3ITB) 4 =16 3* A
I (0SA3S16B4927) 1 2'=2 12 fs'
Ts (06X1 TH2 8)3 9X4 ANS B) 6 2" =64 2* n'
Ty (07294B6183AS) | 2'=2 12 fy'
Ty (OSANI95N2A6M3IBT) 4 =16 3* f'
T (D963NIATA2BES) 3 =8 ¥ 7
T (OAS642)1B97513) 2 =4 6 te'
T (OBA9ST654321) | 2'=2 12! fa'

Lemme de Burnside
1
n=_—Y |X9|
|G| =

X8 = {xEX : gx=x}

Action de Z,,

(Hook, MTO)

PR #daccords=1/ 12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352




Enumération d’accords par rapport a I’action du groupe dihédrale

Transformation Cycle representation No.of  Fixed Cycle Cyele
cycles configs. npe index
To (OX 1B HANSHENTHENINANB) 12 2 =g006 IF PR
I, (0123456789AB) 1 2'=2 12! Iys!
I's (02468AN135798B) 2 2=y 6 fe
h (0369X147AN258B) 3 g 4 r Lemme de Burnside
Ty (0481 S9)N26 AN3TB) 4 =16 3 A 1
I (0SA3816B4927) 1 2'=2 12! hs! n=mZIX’I-
Ts (0 6X1 TH2 8)3 9K4 AXS B) 6 2*= 2* n' P
Iy (07294B6183AY%) ! 2:"2_ 'f’ "il Xé = {x&€X : gx=x}
Ty (OSANIOSN2AGHIBT) 1 2'= 16 3 f
T (0963NIATAN2BES) 3 =3 ¥’ 7
T (DAS642X1IB97513) - o'=4 6 te .
Ty OBAOST654321) | 2w 2 12! s Action de D12
I (0X1 BX2 AX3 9)(4 8)S TH6) 7 2"= 128 142° ety
T (O 1X2 BN3 ANA49)S 8)6 7) 6 =64 2* gs?
574 (0 2X1)3 BX4 ANS 9X6 8X7) 7 2"=128 1°2° n'n’ (HOOk’ MTO)
Tl (0 3X1 2X4 BXS ANG69XT7 8) 6 2% = 64 2° 1,
Td (0 4)1 3)2NS B)6 AXN7 9INS) 7 2"= 128 1°2 1ty
Td (0SK14XN23)6BXT AXS9) 6 2%= 64 2 f'
Td (0 6X1 SX2 4)(3X7 B)S AX9) 7 2'=]28 12? ne’
Tal (0 TK16M2 53 ANS BY9 A) 6 2*=64 2 1t
Ty (0 8)1 TH2 6)(3 SK4XO BXA) 7 27w 128 142 1
Tl (09X) X2 7)3 6X4 SXA B) 2%= 64 2 1°
Tiof (0 AX1 9K2 8)3 THA 6)SXB) 7 2"=128 132 e
Tl (0 B) 1 AN29)(3 8)4 X5 6) 6 2 = 64 , 1’

PR #daccords=1/ 12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352
Pl | # d’accords = 1/24[4224+1152] = 224



