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Formation ATIAM!
Acoustique Traitement du Signal Informatique Appliqués à la Musique Parcours 
multi-mentions du Master (M2) Sciences et Technologies de l'Université Pierre et 

Marie Curie (Paris 6) !

Andreatta M. et M. Chemillier (2007), « Modèles mathématiques pour l’informatique musicale (MMIM): Outils 
théoriques et strategies pédagogiques », Actes des Journées d’Informatique Musicale, Lyon, avril, p. 113-12 
! http://articles.ircam.fr/textes/Andreatta07b/index.pdf 



•  1999 : 4e Forum Diderot (Paris, Vienne, Lisbonne), Mathematics and Music             
(G. Assayag, H.G. Feichtinger, J.F. Rodrigues, Springer, 2001) !

•  2000-2003 : International Seminar on MaMuTh (Perspectives in Mathematical 
and Computational Music Theory (Mazzola, Noll, Luis-Puebla eds, epOs, 2004) 

•  2004 - 2011 : Séminaire mamuphi (Ens/Ircam) 
•  2001 - 2011 : Séminaire MaMuX de l’Ircam 

•  2007 : Journal of Mathematics and Music (Taylor & Francis) et MCM 2007 

•  2003 : The Topos of Music (G. Mazzola et al.) 

•  2006 : Mathematical Theory of Music (F. Jedrzejewski), Coll. «"M/S"» 

•  2000-2001 : Séminaire MaMuPhi, Penser la musique avec les mathématiques ? 
(Assayag, Mazzola, Nicolas éds., Coll. «"M/S"», Ircam/Delatour, 2006)  

•  2007 : La vérité du beau dans la musique (G Mazzola), Coll. «"Musique/Sciences"» 

•  2011 : Conférence de la SMCM (Ircam, 15-17 juin 2011) 

•  2009 : MCM 2009 (Yale) et Proceedings chez Springer 
•  2010 : Mathematics Subject Classification : 00A65 Mathematics and music 

•  2009 : Computational Music Science Series (Springer) 

•  2003: Music and Mathematics. From Pythagoras to Fractals (J. Fauvel et al.) 

•  2007: Music. A Mathematical Offering (Dave Benson), CUP 

•  2008: Music Theory and Mathematics (Jack Douthett et al.), URP 



… … 

Physique 
Mathématiques 

do do#        ré         ré#        mi        fa         fa#       sol       sol#       la          la#      si 
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Z12 



Iannis Xenakis, Musique. Architecture, Tournai, Casterman, 
1971, (New, revised edition: Tournai, Casterman, 1976, 238 
p.) 

Euler : Speculum 
musicum, 1773!

Mersenne, 
Harmonicorum 
Libri XII, 1648!

Pythagore et le 
monocorde, VIe-Ve siècle 
av. J. C.!



Les mathématiques modernes et la création des concepts !

Alain Connes: “…the role of mathematics, which at the beginning 
was considered as a part of physics, has become – thanks to modern 
mathematics – a kind of substitution of philosophy with respect to 
the creation of concepts”.  
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Double mouvement d’une dynamique mathémusicale!
[Cf. M. Andreatta : Mathematica est exercitium musicae, HDR, octobre 2010] 
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Plan du cours!
 1. La construction des canons rythmiques mosaïques : de Minkowski à Fuglede 
 2. La relation Z et la théorie des ensembles homométriques  
 3. La Set Theory et la théorie transformationnelle 
 4. Les théories diatoniques et les ME-sets 
 5. Suites périodiques et calcul de différences finies 
 6. La théorie des block-designs en composition algorithmique 
 7. Modèles algébriques et catégoriels pour la cognition musicale 

Set Theory, théories transformationnelle et neo-riemanniennes 

Calcul des différences finies 

Théories diatoniques et ME-sets Block-designs 

Canons rythmiques 
mosaïques 

Relation Z et ensembles 
homométriques 



•  Définition de groupe"
–  Groupe cyclique Z/nZ d’ordre n!
–  Groupe diédral D2n d’ordre 2n!
–  Groupe affine Affn d’ordre !(n)"n "
–  Groupe symétrique Sn d’ordre n! "

–  Groupe de Klein "
•  Action d’un groupe sur un ensemble"

–  Relations d’équivalence et orbites "
–  Stabilisateur et fixateur d’un élément "
–  Lemme de Burnside"
–  Action transitive et simplement transitive (GIS)"
–  Centralisateur et actions duales"

•  Factorisation d’un groupe"
•  Anneau des polynômes et polynômes cyclotomiques"
•  Transformée de Fourier discrète "
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Relation d’équivalence : 
-  Réflexive 
-  Symétrique 
-  Transitive 

a~b mod n #  b-a=k"n 
a~b mod 12 #  b-a=k"12 
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Structure de groupe 
-  Clôture 
-  Existence de l’élément neutre 
-  Existence de l’inverse 
-  Associativité 



do 

… 

… … 
do# re# fa# sol# la# re mi fa sol la si 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

do do# re 
… 0 

1 

2 

3 

4 

5 
6 

7 

8 

9 

10 

11 

sol# 

la# 

mi 

do 

re 

do# 

re# 

fa# fa sol 

la 

si 

Z12 = < a | a12 = 0 > 

Z12 = < Tk | (Tk)12 = T0 > 
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Camille Durutte:  
•  Technie, ou lois générales du système harmonique 
(1855)  
•  Résumé élémentaire de la Technie harmonique, et 

complément de cette Technie (1876)  

do 
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fa sol 
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si 
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•  Technie, ou lois générales du système harmonique 
(1855)  
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La cloche diatonique centrée autour du ré (P. Audétat & co.)"
http://www.cloche-diatonique.ch/ 

Junod, J., Audétat, P., Agon, C., 
Andreatta, M., « A Generalisation of 
Diatonicism and the Discrete Fourier 
Transform as a Mean for Classifying and 
Characterising Musical Scales », Second 
International Conference MCM 2009, 
vol. 38, New Haven, 2009, pp. 166-179"
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01-circular-representation 
! 



Renversements = permutations circulaires de la 
structure intervallique 

2 1 2 2 2 2 1 



Z12 = Z3 $ Z4"

Représentation toroïdale"

Représentation circulaire"



Euler : Speculum musicum, 1773!

Balzano (1980)!

Hugo Riemann : «"Ideen zu einer Lehre 
von den Tonvorstellung"», 1914" Longuet-Higgins (1962)"

Douthett & Steinbach, 
JMT, 1998!

J. Hook, «"Exploring Musical Space"», 
Science, 2006"



Ernst Krenek et l’approche axiomatique en musique!
Vers l’émergence de la notion de groupe en musique"

Physicists and mathematicians are far in advance of musicians in realizing that 
their respective sciences do not serve to establish a concept of the universe 
conforming to an objectively existent nature 

Ernst Krenek : Über 
Neue Musik, 1937 
(Engl. Transl. Music 
here and now, 1939)  

•  The Relativity of Scientific Systems 
•  The Significance of Axioms 
•  Axioms in music 
•  Musical Theory and Musical Practice 

As the study of axioms eliminates the idea that 
axioms are something absolute, conceiving 
them instead as free propositions of the 
human mind, just so would this musical 
theory free us from the concept of major/minor 
tonality […] as an irrevocable law of nature.   



David Hilbert: les fondements axiomatiques de la géométrie et le rôle de l’intuition!
L’approche axiomatique en mathématique"

In order to be constructed in a right way, 
geometry […] only needs few simple 
principles. These principles are called the 
axioms of the geometry. […] This study 
(of the axioms) goes back to the logical 
analysis of our spatial intuition 
(Grundlage der Geometrie, 1899).  

At the moment there are two tendencies in mathematics. From 
one side, the tendency toward abstraction aims at ‘cristallizing’ 
the logical relations inside of a study object and at organizing 
this material in a systematic way. But there is also a tendency 
towards the intuitive understanding which aims at 
understanding the concret meaning of their relations 
(Anschauliche Geometrie, 1932)  



Figure S9. (a) The space of ordered two-note chords of pitch-classes is a 2-torus. To identify points (x, y) 
and (y, x), we need to fold the torus along the AB diagonal. The resulting figure, shown in (b), is a 
triangle with two of its sides identified. This is a Möbius strip. To see why, cut figure (b) along the line CD 
and glue AC to CB. (To make this identification in Euclidean 3-space, you will need to turn over one of 
the pieces of paper.) The result is a square with opposite sides identified, as in Figure 2 of the main 
paper.Dmitri Tymoczko :« The Geometry of Musical Chords », Science, 313, 2006  

T2 /S2  T2 = R/12Z x R/12Z 
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I" IV" V"II" III" VI" VII"

Un atlas pour la gamme 
diatonique… 

G. Mazzola, The Topos of Music 
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…et le nerf topologique associé 

G. Mazzola, The Topos of Music 



G. Mazzola, La vérite du beau dans la musique, Collection « Musique/Sciences », IRCAM/Delatour, 2007. 



Iannis Xenakis, Formalized Music, 1992 

S 

IR I 

R 

Felix Klein"



Architecture paradigmatique Groupe Affine 

Groupe cyclique 

Groupe dihédral 

Relation d’équivalence: 
-  Reflexive 
-  Symétrique 
-  Transitive 



Architecture paradigmatique 

Groupe dihédral 

Groupe cyclique 



Architecture paradigmatique 

352"

Groupe cyclique Forte/ Rahn 
Carter"

224"

Groupe diédral 

Estrada"

77"

Groupe symétrique 

Morris / Mazzola 

158"

Groupe affine 
•  D. Halsey & E. Hewitt: « Eine gruppentheoretische Methode in der Musik-theorie », Jahresber. Der Dt. Math.-Vereinigung, 80, 1978.   
•  D. Reiner: «Enumeration in Music Theory»,  Amer. Math. Month. 92:51-54, 1985 
•  R.C. Read: « Combinatorial problems in the theory of music », Discrete Math., 1997 
•  H. Fripertinger: « Enumeration of mosaics », Discrete Math., 1999 



Architecture paradigmatique 

352"

Groupe cyclique Forte/ Rahn 
Carter"

224"

Groupe diédral 

Estrada"

77"

Groupe symétrique 

Morris / Mazzola 

158"

Groupe affine 

Set Theory 

02-paradigms 
! 



{0, 5, 9, 11} 

I: x!-x T11: x!11+x 

T11I: x!11-x 

{11, 6, 3, 0} 
03-transp-inv 

! 



André Riotte e Marcel Mesnage!
L’analyse formalisée ou les entités formelles en musique"

A. Schoenberg : Klavierstück Op. 33a, 1929  

(… , … , … , … ) 
(… , … , … , … ) 

(… , … , … , … ) (… , … , … , … ) (… , … , … , … ) 

(… , … , … , … ) 



André Riotte & Marcel Mesnage !
L’analyse formalisée ou les entités formelles en musique"

A. Schoenberg : Klavierstück Op. 33a, 1929  

T3 
T1I T1I 

01-circular-representation 
! 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{… , … , …} {… , … , …} {… , … , …} {… , … , …} 

(… , … , …) (… , … , …) (… , … , …) (… , … , …) 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{3 , 4 , 6} {5 , 7 , 8} {11 , 1 , 2} {9 , 10 , 0} 

(1 , 2 , 9) (2 , 1 , 9) 

(2 , 1 , 9) 

(1 , 2 , 9) 
05-schoenberg-op24 

! 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{… , … , … , … , … , … } 

(… , … , … , … , … , …) 

{… , … , … , … , … , … } 

(… , … , … , … , … , …) 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{9 , 10 , 0 , 3 , 4 , 6 } 

(3, 1, 2, 3, 1, 2) 

{5 , 7 , 8 , 11 , 1 , 2 } 

(2, 1, 3, 2, 1, 3) 



Schoenberg: Serenade Op.24, Mouvement 5 

{9 ,  10 ,   0 ,    3,    4 ,    6} 

(3, 1, 2, 3, 1, 2) 

{5 ,   7,     8,    11,   1,      2} 

(2, 1, 3, 2, 1, 3) 

A = 

T6{9,10,0,3,4,6}= 
={6+9,6+10,6,6+3,6+4,6+6}= 
={3,4,6,9,10,0} 

T6(A)=A 

=A’ 

I11 = T11 I 

06-ttl-catalogue 
! 



Enumeration des orbites par rapport à l’action d’un groupe"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} 

Trouver le nombre de configurations possibles 
? 

~ = 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} 
Action de Z/4Z 

T0 = identité 
T1 = rotation de 90° 
T2 = rotation de 180° 
T3 = rotation de 270° Configurations possibles = 34 = 81 

T0 fixe toute configuration => |XT
0 |=81 

T1 fixe toute configuration monochromes => |XT
1 |=3 

T3 idem 
T2 fixe toute configuration «double-diamètre » => |XT

1 |= 32 =9 

n = 1/4 (81+3+3+9) = 24 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe"
Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} Action de Z4 

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on 
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007


n = 1/4 (81+3+3+9) = 24 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe"
Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} Action de D4 

Julian Hook, « Why are there 29 Tetrachords? A Tutorial on 
Combinatorics and Enumeration in Music Theory », MTO, 13(4), 2007


n = 1/8 (81+3+3+9+27+9+27+9) = 168/8=21 



Enumération d’orbites par rapport à l’action d’un groupe"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} Action de D4 
T0 = id 
T1 = rot 90° 
T2 = rot 180° 
T3 = rot 270° 

T0I = inversion 
T1I = inv. 
T2I = inv. 
T3I = inv. 

21=24-3 



Enumération d’accords par rapport à l’action du groupe dihédrale"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} 

Action de Z12 

(Hook, MTO) 

# d’accords = 1/12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352  



Enumération d’accords par rapport à l’action du groupe dihédrale"

Lemme de Burnside 

Xg = {x%X : gx=x} 

Action de D12 

(Hook, MTO) 

# d’accords = 1/12[4096+2+4+8+16+2+64+2+16+8+4+2]=4224/12=352  
# d’accords = 1/24[4224+1152] = 224  


