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Résumé

La classification automatique de styles musicaux est considérée comme une des taches ma-
jeures dans les domaines de la musicologie computationnelle et du Music Information Retrie-
val (MIR). Des approches récentes ont proposé de I'aborder au moyen d’une représentation du
contenu harmonique de piéces musicales dans des espaces géométriques de notes : les Tonnetze.
Une telle méthode d’analyse implique plus précisément la formalisation de trajectoires spatiales
dans les Tonnetze qui sont associées a des suites d’accords extraits de morceaux ou de fichiers
de musique. Suivant ce paradigme d’analyse harmonique computationnelle, le mémoire présent
introduit une nouvelle facon de définir ces trajectoires géométriques qui est basée sur une re-
présentation des accords apparaissant dans les progressions harmoniques analysées en différents
points de 'espace. En vue d’une évaluation de la pertinence en tant qu’outil de classification
stylistique de cette approche, on propose, dans un premier de temps, la définition d’une collec-
tion de descripteurs rendant compte de propriétés géométriques diverses des trajectoires ainsi
construites. Dans un deuxiéme temps, on formule une possibilité de représenter des enchaine-
ments entre deux accords successifs par des vecteurs dans les Tonnetze. A partir de ce type de
formalisation, on élabore une méthode de classification supplémentaire et on montre sa perti-
nence sur un exemple de piéces de musique composées presque contemporainement. Par ailleurs,
on propose un cadre méthodique permettant de générer des courtes progressions d’accords basées
sur des vecteurs déterminés & partir de corpus de morceaux de musique de styles différents.

Mots-clés : Tonnetz, Trajectoires, Géométrie, Musicologie computationnelle, Music Infor-
mation Retrieval, Classification de styles musicaux, Génération de progressions harmoniques.

Abstract

Automatic music genre classification is considered as one of the major tasks in the domains
of computational musicology and Music Information Retrieval (MIR). Recent approaches have
suggested tackling this classification problem by representing the harmonic content of musical
compositions in a type of geometric pitch class spaces called Tonnetze. More precisely, such an
analysis method implies the formalization of spatial trajectories in the Tonnetze that represent
chord sequences retrieved from musical pieces and files. Following this paradigm of computa-
tional harmonic analysis, we introduce a new way of defining geometric trajectories based on a
representation of the successive chords appearing in harmonic progressions by different points
in the Tonnetze. In order to assess the appropriateness of this approach as a classification tool,
we suggest introducing a set of descriptors relating to various geometric aspects of the harmonic
trajectories. Furthermore, we define a possibility of representing progressions between two conse-
cutive chords by vectors in the Tonnetze. This allows us to introduce an additional classification
method based on this kind of vectorial representation which we specifically test on compositions
belonging to the same musical era. Finally, we propose a framework to generate short chord
sequences based on vectors associated with various music genres.

Keywords: Tonnetz, Trajectories, Geometry, Computational Musicology, Music Information
Retrieval, Music Genre Classification, Generation of Chord Sequences.
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1 | Introduction

Le cadre du travail présenté dans ce mémoire est donné par le paradigme de ’analyse harmonique
computationnelle a 'aide d’outils géométriques et topologiques. Dans cette optique, on suivra parti-
culiérement les approches pionniéres de Louis Bigo et al. ([9], [10], [13]) et d’Emmanouil Karystinaios
et al. ([28]) qui ont proposé des formalisations de progressions d’accords en tant que trajectoires
spatiales dans des espaces géométriques de classes de hauteurs : les Tonnetze. Ainsi, on se basera
particulierement sur I’hypothése de 'existence d’'un lien important entre le style harmonique d’une
progression d’accords et sa représentation dans le Tonnetz établie et étudiée dans ces travaux récents.

Tandis que les trajectoires définies par Bigo et al. et Karystinaios et al. sont directement basées
sur la structure simpliciale des Tonnetze, on introduira une approche représentant des suites d’ac-
cords par des courbes planes dans les Tonnetze. Intuitivement, on choisira, pour les accords successifs
appartenant a une progression harmonique, des positionnements en différents points du Tonnetz et
on reliera entre eux tous les points représentant les accords analysés. De cette fagon, on construira des
trajectoires dans différentes versions de Tonnetze telle que celle présentée sur la figure[I} Cette forma-
lisation d’une trajectoire associée a une suite d’accords nous permettra en particulier de représenter
des enchainements harmoniques entre deux accords par des vecteurs dans le Tonnetz. Ces vecteurs,
appelés vecteurs d’enchainement par la suite, seront des éléments essentiels pour les approches de
classification stylistique et de génération de progressions d’accords proposées dans ce mémoire.

FIGURE 1 — Exemple de trajectoire représentant le début de la version de Bill Evans de Alice in
Wonderland dans le Tonnetz replié 7(3,4,5).



Le plan a grande échelle de ce mémoire comporte deux grands volets, le premier introduisant
et étudiant tous les aspects théoriques impliqués par la définition des trajectoires dans le Tonnetz,
le deuxiéme préparant et proposant des applications de classification stylistique et de génération de
suites d’accords par 'intermédiaire de trajectoires.

Au chapitre 2] on formulera le cadre géométrique des Tonnetze, de facon générale dans un premier
temps, puis d’'une maniére spécifiquement adaptée & notre formalisation des trajectoires. Ainsi, on
présentera, aux paragraphes et , une construction des Tonnetze toroidaux et cylindriques en
tant que variétés plates, notamment en tant que tores plats et cylindres plats. On déterminera par la
suite, au paragraphe [2.4] des positionnements associés aux différents accords dans ces espaces géomé-
triques. Afin d’enrichir les représentations d’accords — en introduisant notamment des informations
concernant leurs différents renversements — on introduira des structures de Tonnetze munies de fibres
—les Tonnetze a poids — aux paragraphes et [2.6]

En partant de ce cadre formel et notamment des positionnements d’accords dans les différents
Tonnetze, on introduira, au chapitre (3 les méthodes de construction de trajectoires représentant des
suites d’accords données.

Tout d’abord, la section proposera un regard sur 1’état de l'art par une présentation des
enjeux théoriques et des définitions de trajectoires proposées par Louis Bigo et al. ([9], [10], [13]) et
par Emmanouil Karystinaios et al. ([28])

Les sections[3.2] et [3.3| définiront la formalisation des trajectoires qui est au coeur de ce mémoire. On
en étudiera des propriétés géométriques en considérant notamment la représentation d’enchainements
entre deux accords successifs par des vecteurs — les vecteurs d’enchainement déja évoqués plus haut.

Dans un deuxiéme grand volet de ce mémoire, le paragraphe [5|introduira une collection de descrip-
teurs de trajectoires congus pour rendre compte des propriétés géométriques et des aspects a grande
échelle des trajectoires construites. On essaiera par la suite d’évaluer si de tels descripteurs pourraient
étre des outils pertinents pour permettre une classification stylistique basée sur des trajectoires.

Finalement, on consacrera le chapitre [6] entiérement aux vecteurs d’enchainement représentant
des enchainements harmoniques entre deux accords successifs. On proposera, dans un premier temps,
une nouvelle méthode de classification stylistique basée sur ces types de vecteurs, puis, on donnera
un cadre de génération de suites d’accords utilisant exclusivement les vecteur d’enchainement.

En annexe de ce mémoire, on rappellera différents outils d’analyse harmonique tout comme des
définitions mathématiques générales sur lesquelles se baseront les formalisations mathématiques di-
verses du mémoire. On inclura en plus un tableau donnant les principales notations formelles utilisées
a la derniére page de ce mémoire.

2 | Le(s) Tonnetz(e)

2.1 Des espaces géométriques de triades

Les propriétés géométriques et topologiques du Tonnetz (et de ses généralisations) ainsi que sa
pertinence comme outil d’analyse harmonique ont fait 'objet de nombreuses études mathématiques
et musicologiques ([8], [9], [12], [14], [16], [17], [31], [38], [40], [41]).

Le cadre formel sur lequel on se basera dans ce mémoire est donné par la définition des Tonnetze
2-dimensionnels a partir de 3 classes d’intervalles caractéristiques et par le paradigme de la repré-
sentation de ces Tonnetze en tant que complexes simpliciaux ([9], [12], [14], [38], [40], [41]). Suivant
une telle formalisation, deux sommets simpliciaux voisins sont étiquetés par des classes de hauteurs
séparées par 'un des trois intervalles caractéristiques du Tonnetz. Dans [14], Catanzaro généralise
cette vision des Tonnetze pour des systémes d’accord & N classes de hauteurs (correspondant & une



division de l'octave en N intervalles) et introduit le terme du compleze de triades pour désigner toute
réalisation géométrique d’un Tonnetz 2-dimensionnel simplicial.

Définition 2.1.1 (Complexes de triades ([14])). Soit N > 3 un entier positif et soient k, [ et m € N
telsque 1 <k <l<m< Netk+I1+m= N. Alors on appelle complexe de triades C(k,l,m) toute
réalisation géométrique du Tonnetz 2-dimensionnel formalisé en tant que complexe simplicial abstrait
tel que

(i) I'ensemble de ses sommets soit égal a 'ensemble des éléments de Zy,

(ii) I’ensemble de ses arétes soit donné par I'ensemble des 1-simplexes de types
{4, k+j(modN)}, {7, 1+ (modN)} et {j k+j(modN)},

Ofl] S ZN;

(iii) I'ensemble de ses faces soit donné par I'ensemble des 2-simplexes de types
{j, k+jmodN), k+1+j(modN)} et {j, —k+j(modN), =k — 1+ j(modN)},
ou ] S ZN-

Catanzaro propose en plus une étude topologique de ces complexes de triades dont résulte la
classification suivante décrivant les Tonnetze topologiquement équivalents dans des systémes d’accord
a 12 classes de hauteurs :

Proposition 2.1.2 (Classification topologique des Tonnetze 2-dimensionnels (Catanzaro, [14])).
Pour une division de l'octave en N = 12 intervalles, les complexes d’accords définis ci-dessus sont

(i) soit topologiquement équivalents a un toreE] :C(3,4,5), C(1,2,9), C(1,3,8), C(1,4,7), C(2,3,7),
(ii) soit topologiquement équivalents a un cylindre : C(1,1,10), C(2,5,5),
(i1i) soit topologiquement équivalents a un collier de siz tétraédres : C(1,5,6),
(iv) soit non connezes : C(2,2,8), C(2,4,6), C(3,3,6), C(4,4,4).

Remarque 2.1.3. On remarque ici que, si k, | et m sont des classes d’intervalles définissant un
Tonnetz toroidal, alors pour tout choiz p # q € {k,l,m}, on obtient pged(p, q) = 1. On utilisera cette
propriété plus tard quand on étudiera les réalisations dépliées des Tonnetze.

Parmi les concepts fréquemment utilisés dans I’étude des Tonnetze, on évoque encore le dual d'un
Tonnetz dont les sommets correspondent a toutes les triades représentées par une face triangulaire
dans le Tonnetz d’origine.

Définition 2.1.4 (Dual d’un Tonnetz 2-dimensionnel). Soit C(k, [, m) un complexe de triades tel que
défini plus haut. Alors, on appelle sa représentation duale le graphe dont les sommets sont donnés par
toutes les triades correspondant & une face simpliciale triangulaire dans C(k, I, m) et dont les arétes
relient toutes les triades ayant en commun exactement deux classes de hauteurs.

1. On référe a la section |[Bfde 'annexe pour des précisions concernant ces notions.



2.2 Les Tonnetze en tant que grilles périodiques infinies

En partant de la vision simpliciale des Tonnetze, on formalise dans la suite le cadre géométrique
sur lequel se baseront toutes les définitions de trajectoires spatiales introduites au chapitre [3| Dans
un premier temps, on définira les Tonnetze dépliés en tant que grilles triangulaires infinies dans le
plan euclidien, obtenues en permettant la répétition périodique des constructions simpliciales des
Tonnetze. On obtient ainsi notamment des espaces similaires aux graphes non bornés considérés par
Karystinaios et al. ([28]) dans leur travail sur les trajectoires dans le Tonnetz.

Définition 2.2.1 (Réalisation dépliée d'un Tonnetz toroidal). Soient a € R? et (e, e;) une base
quelconque de R? et soit le complexe simplicial infini

K= U Conv<{a+ie1 +jey, a+ (i+1)e; + jes, a—i—ie1+(j+1)e2})
ijET
U U Conv<{a+z'e1 +jey, a+(i—1)e;+(j+1)ey, a+z’el+(j+1)e2}>.
ijET

Solent k < | < m € Zy, des classes d’intervalles caractérisant un Tonnetz toroidal et soit un choix
arbitraire de classes d’intervalles p # ¢ € {k,l,m}. Alors on appelle réalisation dépliée du Tonnetz
toroidal engendré par k, [ et m — et on note T (k,l,m) — le complexe simplicial infini K dont les
sommets de coordonnées a + ie; + jey (pour i,j € Z) sont etiquetés par les classes de hauteurs
—ip+ jq (mod 12).

On définit de fagon similaire les réalisations dépliées des Tonnetze cylindriques :

Définition 2.2.2 (Réalisation dépliée d'un Tonnetz cylindrique). Soient a € R? et (e;, ez) une base
quelconque de R? et soit le complexe simplicial infini

K= U Conv({a+ie1, a+ (i+1)ey, a—i—z’e1+e2}>
i,jEL
U U Conv<{a~|—ie1, a+ (i—1)e; + eo, a+ie1+eg}>.

i.jET

Soient k < | < m € Zy, des classes d’intervalles caractérisant un Tonnetz cylindrique et soient
D,q € Zqs tels que {k,l,m} = {p,q,q}. Alors on appelle réalisation dépliée du Tonnetz cylindrique
engendré par k, [ et m et on note T (k,l,m) le complexe simplicial infini K dont les sommets de
coordonnées a + ie; + jeq (pour i € Z et j € {0,1}) sont etiquetés par les classes de hauteurs
—ip + jq (mod 12).

Les figures 2| et |3 visualisent cette construction des Tonnetze en tant que grilles simpliciales infinies
dans le plan euclidien & partir du Tonnetz toroidal T (3,4,5) et du Tonnetz cylindrique 7 (2,5, 5).

Dans la suite de ce mémoire, on utilisera simplement le terme de Tonnetz déplié pour faire référence
a une réalisation dépliée d’un Tonnetz si le contexte géométrique est suffisamment clair.

2.3 Des Tonnetze en tant que tores et cylindres plats

On souhaite dans la suite réduire ces représentations simpliciales non bornées a des espaces géomé-
triques dans lesquelles chaque classe de hauteur se trouve représentée une et une seule fois. Dans un
cadre d’analyse harmonique, une telle formalisation pourrait, entre autre, permettre de tenir compte
géométriquement de retours tonals et harmoniques par des trajectoires qui décrivent des cycles.

Dans un premier temps, cet objectif nous améne a considérer les strucutes périodiques des Tonnetze
dépliés définis au paragraphe précédent en tant que pavages du plan euclidien au sens suivant :
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FIGURE 2 — Exemple d’une réalisation du Tonnetz toroidal déplié T (3,4,5). Les vecteurs e; et e,
(en rouge) définissent les positions dans le plan euclidien des différents sommets si bien que tous les
sommets de coordonnées i e; + jes (pour i,j € Z) sont étiquetés par la classe de hauteurs —3i + 47
(mod 12) (en admettant que l'origine correspond & une position de la classe de hauteurs 0).

1 11 9 7 5 3 1 11 9 7 5 3 1 11

\ €1 O 6 O 6 4

FIGURE 3 — Exemple d’une réalisation du Tonnetz toroidal déplié T(3,4,5). Les vecteurs e; et ey (en
rouge) déterminent les coordonnées ie; + jes (pour i € Z et j € {0,1}) des sommets étiquetés par
leur classe de hauteurs associée —2i+5j (mod 12) (en admettant de nouveau que 'origine correspond
a une position de la classe de hauteurs 0).

Définition 2.3.1 (Région fondamentale et pavage d’'un esace métrique, [19]). Soit X un espace
métrique et soit G un groupe discret d’isométries de X. On appelle région fondamentale associée a
G toute partie {2 de X tel que

Q) G-0 (;: U{g-m|x€Q}> - X,
gead
(ii) Q soit d’intérieur € non vide,
(i) Q=g-Q = g=ide.
Le recouvrement de X par G - Q est appelé pavage de X, les g - Q (pour g € GG) constituent ses
PAVES.

2.3.1 Un choix de régions fondamentales pour les Tonnetze toroidaux

A la quéte d’une formalisation des Tonnetze en tant qu’espaces géométriques dans lesquels chaque
classe de hauteurs apparait exactement une fois, on propose de considérer tout d’abord les Tonnetze
toroidaux dépliés en tant que pavage du plan et de retenir en particulier un type de régions fonda-
mentales et de pavés bien choisi.

Soit 7 (k,1, m) une réalisation dépliée d’un Tonnetz toroidal engendrée par une base (ey, e;) de R?
et centrée au point (0,0) comme décrit dans la définition [2.3.8] Notons p et g les classes d’intervalles
associées respectivement a e; et ey de sorte que les points de coordonnées ie; + jey (pour i,j € Z)



sont étiquetés par les classes de hauteurs —ip + jg¢ (mod 12). Comme, d’aprés la remarque [2.1.3]
pged(p, ¢) = 1, cette formalisation implique en particulier que les points de coordonnées

(k-q+ M -ord(p)) ey + (k- p—+ A -ord(q)) ef] (pour k, A1, X € Z)

sont exactement les points du Tonnetz étiquetés par la classe de hauteurs 0 (correspondant a la note
do ou ().

Notons maintenant Q le quadrant du plan euclidien défini par les vecteurs e; et ef, ol e est
choisi tel que e; - e = 0 et ey - ef > O. Soient (a,0) les coordonnées dans la base (e, e2) du point
étiqueté par un do le plus proche de 'origine dans le quadrant Q suivant I’axe engendré par le vecteur
e; et soient (b, c) les coordonnées du do qui est le plus procheﬁ de la droite R - e; parmi tous les do
dans le quadrant Q qui se trouvent a distance minimale de R - e;. On référe a la figure [4] pour une
visualisation de cette construction. Formellement, on définit

(a,0) := argmin d.(z, (0,0))

€A
et (b,c) ;= argmin d.(z, R - ef)
rEA2
ot d, désigne la distance euclidienne sur R? (respectivement entre deux points et entre un point et
un ensemble) et o

Ay :={x eR;-e;\{(0,0)} |z est étiqueté par un do}

et Ay = {x €0 | z est étiqueté par un do

et By € 0, (y est étiqueté par un do et d.(y, R-e1) < do(z, R - el))} )

A partir de ces points, on définit les vecteurs t; := (a,0) et ty := (b, c) et on propose de considérer
la région en forme de parallélogramme (telle que représentée sur la figure |4)

Q’T(k,l,m) = CODV({(O, 0), tl, tg, tl + tg})

engendrée par ces deux vecteurs pour laquelle on montre qu’elle définit un pavage du Tonnetz

T(k,l,m) :

Lemme 2.3.2. Soit G := {1y, 4, 4 yot2) | V1,72 € Z} le groupe des translations discrétes engendrées
par les vecteurs t1 et to. Alors G - Qrym) définit un pavage du Tonnetz T (k,1,m).

Démonstration. La propriété essentielle a vérifier est que G - Q741 définit un recouvrement de
T(k,1,m) (point (i) de la définition 2.3.1)). 1l est clair que Q7 m) dépourvu de tous ses points
étiquetés et des arétes qui les relient entre eux engendre un pavage de R?, constitué par les images
de la région parallélogrammatique engendrée par les vecteurs t; et ts.

Il reste donc a montrer que le recouvrement est également réalisé si on tient compte de tous les
points étiquetés. En d’autres termes, il s’agit donc de montrer que les points étiquetés de la région
g - Q7 (k,1,m) correspondent exactement a ceux de Q7 1m) pour tout g € G. Dans ce but, on remarque
tout d’abord que les points de coordonnées t; = (a,0) = ae; et ty = (b,c) = be; + cezﬁ ont été

On désigne ici par ord(n) 'ordre de n dans Zjs.

V1 - Vo désigne ici le produit scalaire usuel de R? entre deux vecteurs v; et vs.

selon la distance euclidienne

On identifie ici les vecteurs position t; (pour i = 1,2) avec les points de coordonnées (0,0) + t;.
(voir note de bas de page ci-dessus)
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choisis plus haut tels qu’ils soient étiquetés par la classe de hauteurs 0. Par définition d’'un Tonnetz

toroidal déplié (définition [2.3.8]), ceci implique
ap=0 (mod 12) et —bp+cg=0 (mod 12). (1)

Soit maintenant g € G et soient 1,72 € Z tels que g = T4, .4, +o-t2)-
Considérons un point = ie; + jes € Qrum) (avec 4,5 € Z) étiqueté par h € Zi,. Alors, par
définition d’un Tonnetz toroidal déplié (définition [2.3.8]),

—ip+jg=h (mod 12). (2)
Soit 2’ 1= g-x € g - Qy(km) 'image de z par translation de vecteur 7, - t; 4 75 - to. Alors

' =i-e +j-ept -t + -t
=(+yra+y2b) e+ (j+0) - e

De nouveau par définition d’'un Tonnetz toroidal déplié, 2’ est alors étiqueté par la classe de hauteurs
(—(i +yv1a+%b)p+ (J+7c) q) (mod12)
et, en utilisant (1) et (2), on trouve que z’ est étiqueté par
(—ip + jq) (mod12) — 1 ap (mod12) + (72 (—=bp + cq)) (mod12) = h,

tout comme le point z € Q7 (x1,m).
Inversément, pour un point ' =i’ e; + ;" e, (avec 7', j' € Z) dans g - Qy(r1,m) étiqueté par h € Zo,
on a (par la définition
—i'p+j'¢q=h (mod 12). (3)

Pour g € Q7 m) tel que g -2 = 2/, on montre par un raisonnement similaire et en utilisant (3) que
x est étiqueté, tout comme 2/, par la classe de hauteur

(—(z” —ma—"7bp+ (' —1c) q> (mod12)
= (=i'p+4'q) (mod12) + v ap (mod12) — (2 (—bp + cq)) (mod12) = h,

ce qui permet de conclure que le pavage est bien réalisé sur le Tonnetz avec ses points étiquetés.
m

Dans notre démarche de construction de Tonnetze contenant exactement une seule fois chaque
classe de hauteur, la région Q7 ., est non seulement intéressante par sa propriété d’engendrer des
pavages des Tonnetze dépliés, mais aussi parce qu’elle contient quasiment une seule fois chaque classe
de hauteurs au sens du lemme suivant :

Lemme 2.3.3. Soit Q7.1m) la région définie ci-dessus correspondant a un Tonnetz toroidal déplié
T (k,l,m). Alors la partie

Ot = Qrgeam U {(0,0) 7410 <7 <1} U {(0,0) +7 t2]0< 7 <1}

contient une et une seule fois chaque classe de hauteurs ou, en d’autres termes, elle contient exacte-
ment un point étiqueté par h pour tout h € Zqs.

Sans perte de généralité, on supposera dans la suite que la base (e;,e;) de R? soit orientée
positivement et définie de sorte que e; - e, > 0, c¢’est-a-dire que le vecteur e, pointe vers l'intérieur du
quadrant Q. On appellera alors {(0,0)+7-t1 |0 < 7 < 1} le bord inférieur et {(0,0)+7-t2|0 <7 < 1}
le bord gauche de Q7 (1.m)-



Démonstration. On rappelle d’abord que, d’aprés la remarque , p et ¢ (comme choisis ci-dessus)
sont premiers entre eux. Comme, par définition d’un Tonnetz toroidal déplié (définition , les
points de coordonnées i e; + jes (pour i, j € Z) correspondent aux points étiquetés par les classes de
hauteurs —ip 4+ jg (mod 12), le lemme de Bachet—BézoutE] implique que, pour tout h € Zy,, il existe
i',j" € Z tels que —i'p + j'q = h (mod12). On en déduit que toutes les classes de hauteurs sont donc
réprésentées dans T (k,[,m). D’apreés le lemme précédent , Q7 (k,m) définit une région fondamen-
tale du Tonnetz T (k, [, m) et contient par conséquent aussi au moins une fois chaque classe de hauteur
h € Zys. Si une classe de hauteur se trouve représentée sur le bord supérieur {(b,¢)+7-t; |0 <7 < 1}
(respectivement sur le bord droit {(a,0) + 7 -t2|0 < 7 < 1}) de Q7 k.m), alors par translation de
vecteur t; (respectivement t), elle se trouve aussi représentée sur le bord inférieur (respectivement
gauche). On conclut donc que Q" contient au moins un point étiqueté par h pour tout h € Zs.

Supposons maintenant qu’il existe h € Zio tel que Ot contienne deux points distincts z et '
étiquetés par h de coordonnées respectivement i e;+j e et i’ €1+ 5" €9 (avec i, j,4', 7' € Z). Supposons,
sans perte de généralité, que j' > j. Alors j/ — j < ¢ par définition de QF et du vecteur t, = (b, c).
De méme, —a < i’ — i < a par définition de QT et du vecteur t; = (a,0).

Par ailleurs, par définition d’un Tonnetz toroidal déplié¢ (définition[2.3.8), on obtiendrait (i —4')p+
(7 = 7)g = 0 (mod 12). Alors, de nouveau par définition d’'un Tonnetz toroidal déplié, soit le point
de coordonnées (i — i) e; + (j' — j) e, soit celui de coordonnées (i — i + a)e; + (j' — j) ez définirait
un point étiqueté par un do dans O+. Comme j' — j < ¢, ce point serait plus proche de I'axe R - e;
que le point de coordonnées (b, c) ce qui contredirait la définition de ce dernier. On en conclut qu’il
n’existe pas deux points étiquetés par la méme classe de hauteur dans Q.

]

Ce dernier lemme montre que les seules classes de hauteurs réprésentées plusieurs fois dans Q7 1 m)
se trouvent sur son bord. Comme on a montré en plus que 074, engendre un pavage du Tonnetz
T (k,l,m), son bord droit est plus précisément 'image par translation de vecteur t; de son bord
gauche et son bord supérieur 'image par translation de vecteur ty de son bord inférieur. Ces pro-
priétés nous permettent dans la suite de définir, par identification des cotés opposés de la région
parallélogrammatique Q7 1m), le Tonnetz replié en tant que tore plat sur lequel chaque classe de
hauteur se trouve représentée exactement une seule fois.

2.3.2 Les Tonnetze toroidaux en tant que tores plats

Afin de fonder mathématiquement la formalisation des Tonnetze en tant que tores plats, on in-
troduit le cadre formel suivant impliquant la notion des réseaur de R™ et la définition du tore plat
en tant que quotient du plan euclidien par un réseau de R? :

Définition 2.3.4 (Réseau de R™). On appelle réseau (angl. lattice) de R™ tout sous-groupe discret

de R™. On définira un réseau par les vecteurs qui l’engendrent : soit (by,...,b,) une base de R",
alors on notera A = (by,...,b,) := { Z zibi |z € Z } le réseau engendré.
i=1,...n

Propriétés 2.3.5 ([7], [19], [27], [32], [36]). On peut montrer que tout réseau A de R? agit librement
et proprement discontiniment par translations sur R? ce qui, d’aprés le théoréme E] induit une

7. Le lemme de Bachet-Bézout affirme que, pour a,b € Z, a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe
x,y € 7 tels que ax + by = 1.
8.

Théoréme 2.3.6 (|32], Theorem 21.13). Soit M une variété lisse connexe et soit A un groupe discret agissant lis-
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FIGURE 4 — Exemple d'une région fondamentale de type Q7 m) (6 gauche de la figure) et d’une

réalisation du Tonnetz déplié T(1,2,9) (a droite de la figure). La région Q7(;m) est construite en
tant que région parallélogrammatique engendrée par les vecteurs t; et to. La structure de tore plat
s’obtient en identifiant deux & deux les cotés opposés (en rouge et en bleu) de celle-ci.

structure de variété différentielle sur le quotient T = RQ/A muni de la topologie quotient.

De plus, T hérite d’une métrique riemannienne induite par passage au quotient. Notons m : R? — T
la projection canonique et d,m : T,R* = Tp(nT sa différentielle en un point © € R*. Si g désigne la
métrique euclidienne canonique, alors, pourp € T, X, Y € T,T et x € 71 (p), on peut montrer que

9(X,Y) = go ((dom) ™1 (X), (dom) "1 (Y))

définit une métrique riemannienne sur T. On peut montrer, par ailleurs, qu’en tant que surface
riemannienne, (T,g) posséde une courbure de Gauss qui est nulle en tout point et définit donc une
variété plate.

Finalement, notons d. la distance euclidienne sur R? et soient p,q € T. Alors, on retient que

d(p,q) = min {dc(z,y) |7(zx) =p et 7(y) = ¢}
z,y€R2
définit une distance sur T.

2
Définition 2.3.7 (Tore plat). Si A est un réseau de R?, on appelle tore plat Pespace quotient R /A
muni d’une structure de variété riemannienne comme décrit ci-dessus ainsi que toute variété rieman-
nienne isométrique a celui-ci.

Cette définition implique que, topologiquement, un tore plat correspond & une région fondamentale
parallélogrammatique dont on identifie deux a deux les cotés opposés, comme illustré sur la figure [5

Ayant préparé ce cadre mathématique correspondant au tore plat, on peut définir maintenant
les Tonnetze toroidaux repliés en tant que tores plats obtenus a partir des réalisations dépliées des
Tonnetze et des régions fondamentales de type 7z, qui engendrent des pavages des Tonnetze
dépliés. (On référe de nouveau a la figure 4| pour une visualisation de cette formalisation.)

2
sement, librement et proprement discontindment sur M. Alors l’espace quotient R/A est porteur d’une structure de
variété différentielle lisse.
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FIGURE 5 — Présentation schématique des topologies correspondant au tore plat (4 gauche) et au
cylindre plat (a droite). Tandis que le tore plat peut étre obtenu & partir d’une région en forme de
parallélogramme dont on identifie deux a deux les cotés opposés, le cylindre plat correspond a une
identification de deux cotés opposés parmi les quatre cotés d’une région parallélogrammatique.

Définition 2.3.8 (Réalisation repliée d'un Tonnetz toroidal). Soient k < [ < m € Zi5 des classes
d’intervalles caractérisant un Tonnetz toroidal. On appelle réalisation repliée du Tonnetz engendrée
par k, [ et m tout quotient

%(]{7, l, m) = T(kv lv m)/A’

ou T (k,l,m) est une réalisation dépliée du Tonnetz toroidal engendrée par les mémes classes d’inter-
valles k, [ et m et ott A := (t,ty) désigne le réseau défini par la région fondamentale associée Q7 .m)
comme décrit précédemment au paragraphe [2.3.1]

Grace aux réflexions du paragraphe et notamment & la construction de 074 ,,) et au lemme
2.3.3, cette définition du Tonnetz toroidal replié donne une formalisation du Tonnetz en tant que
surface sur laquelle chaque classe de hauteur se trouve représentée exactement une fois.

_ T(k:,l,m)/

Remarque 2.3.9. Techniquement, on peut méme considérer le Tonnetz %(k,l,m) = A

comme pavage du tore plat RQ/A par une seule copie du pavé Qg m)-

On remarque d’ailleurs que 'étude de pavages du tore plat a fait l’objet de nombreux travauz (on
réfere a titre d’exemples a [18], [19], [21] et [37]).

Dans une approche générale, Costa et al. [19] donnent une construction de pavages de Rn/z pour
un réseau > de R™ et en considérant des sous-réseaux de 3.

2.3.3 Le passage au quotient pour les Tonnetze cylindriques

Suivant une approche similaire a celle des Tonnetze toroidaux, on construit les Tonnetze cy-
lindriques répliés en tant que cylindres plats qui contiennent exactement une fois chaque classe de
hauteurs. A cette fin, on considére tout d’abord une réalisation dépliée d’un Tonnetz cylindrique
T (k,1,m) engendrée par une base (e, e;) de R? et centrée au point (0,0). Soient p et g les classes
d’intervalles associées respectivement a e; et ey de sorte que les points de coordonnées ie; + j e
(pour i € Z et j € {0, 1}) sont étiquetés par les classes de hauteurs —ip + j¢ (mod 12) comme défini
au paragraphe (définition .

Notons (a,0) les coordonnées dans la base (e;, e3) du point étiqueté par un do le plus proche de
I'origine suivant ’axe engendré par le vecteur e; :

(a,0) := argmin d.(z, (0,0))
€A

ou d,. désigne la distance euclidienne sur R? et ou
A:={xeR; e \{(0,0)}]|x est étiqueté par un do}.
Soit t := (a,0) et soit G := {T(,.¢) |y € Z} le groupe des translations discrétes engendrées par t.

Alors la région parallélogrammatique engendrée par t et es,
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QT(k,l,m) = CODV({(O, 0), t, (SHN t+ e2}>,

définit une région fondamentale du Tonnetz cylindrique 7 (k, 1, m) et G- Q7 xm) en réalise un pavage.
Similairement au cas des Tonnetze toroidaux, on remarque que la partie

O = Qg U {(0,0)+T-t\0§7<1} U {(0,0)+r-e2\0§7<1}

contient exactement une fois chaque classe de hauteur et que son coté {(0,0) +7-e,|0 < 7 < 1}
est I'image par translation de vecteur t du coté {(a,0) + 7-e2|0 < 7 < 1}. Finalement, on définit,
par identification de ces deux cotés opposés de la région parallélogrammatique Q74 1.m), le Tonnetz
cylindrique replié en tant que cylindre plat sur lequel chaque classe de hauteur se trouve représentée
exactement une seule fois :

Définition 2.3.10 (Réalisation repliée d’un Tonnetz cylindrique). Soient k < [ < m € Zi5 des classes
d’intervalles définissant un Tonnetz cylindrique. On appelle réalisation repliée du Tonnetz cylindrique
engendrée par k, [ et m tout quotient

Tk, tm) =T bm)
ot T (k,l,m) est une réalisation dépliée du Tonnetz cylindrique engendrée par les mémes classes
d’intervalles k, [ et m et ot A désigne le réseau engendré par le vecteur t = (a,0) défini plus haut.

2.4 Positionnement d’accords dans les Tonnetze

Au chapitre [3] on souhaite donner un cadre formel a la notion de la trajectoire dans un Tonnetz,
notamment en faisant correspondre a un enchainement harmonique entre deux accords une courbe
reliant des représentations de ces accords dans le Tonnetz. Dans ce but, il est essentiel de bien définir
la facon de laquelle un accord se trouve représenté dans les différentes versions de Tonnetze. Dans un
premier temps, on considére chaque accord a un ensemble de classes de hauteurs non ordonné prés et
on lui attribue un placement dans un Tonnetz par l'intermédiaire d’une fonction de positionnement.
On formalisera une telle fonction de positionnement en tant que multifonction définiée sur I’ensemble
des ensembles de classes de hauteurs non ordonnés Egcy :

Définition 2.4.1 (Multifonction [4]). Soient X et Y deux ensembles non vides. On appelle multi-
fonction de X dans Y (et on note X ~» Y') toute fonction X — P(Y), c’est-a-dire toute fonction
allant de X dans ’ensemble des parties de Y.

Définition 2.4.2 (Fonction de positionnement dans un Tonnetz). Soit Egcy I'ensemble des ensembles
de classes de hauteurs non ordonnés et soit 7 un Tonnetz quelconque. On appelle fonction de posi-
tionnement dans 7T toute multifonction P : Egcy ~ T .

Exemple 2.4.3. Si 7 est un Tonnetz déplié ou replié quelconque, alors un exemple simple d’une
fonction de positionnement dans 7 est donné par la multifonction qui & un ensemble de classes de
hauteurs C € Egcp associe I'ensemble des points de T étiquetés par les différentes classes de hauteurs
appartenant a C.

En vue des applications pratiques abordées aux chapitres [5] et [6] on s’intéressera particuliérement
a un seul type de fonctions de positionnement bien choisi qu’on notera dans la suite Pr pour un
Tonnetz déplié ou replié quelconque T .

Ainsi, afin de pouvoir représenter des progressions harmoniques par des courbes reliant les repré-
sentations de différents accords dans un Tonnetz, on souhaiterait encore restreindre, par rapport au
premier exemple [2.4.3] le nombre de points associés & un accord C. Dans ce but, on propose de consi-
dérer ’ensemble des points d’un Tonnetz étiquetés par les différentes classes de hauteurs appartenant
a C comme les sommets d’un polygone et de déterminer [“sobarycentre de ce polygone.
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Définition 2.4.4 (Isobarycentre d’un polygone). Soit Q un polygone de sommets Q1,...,Qy € R
Alors on appelle isobarycentre de @ 'unique point Bg € R? tel que

N
N 1 —

ABo = —AQ; tout point A € R2.
o ;:1 N (); pour tout poin

En partant de cette idée d’isobarycentre, on définit la fonction de positionnement Pr ;) dans
un Tonnetz déplié T (k,l, m) comme suit :
Soit un ensemble de classes de hauteurs C € Egcy. On détermine tous les polygones Q¢ de périmétre
minimal qui ont exactement un sommet étiqueté par h dans 7 (k, [, m) pour chaque classe de hauteurs
h € C. Pour chacun de ces polygones Q¢ retenus, on détermine l'isobarycentre Bg, de ses sommets.
Finalement, on fait correspondre a C par Pr(;;,) 'ensemble des isobarycentres Bg, trouvés par
cette procédure. B

Dans le cas d’un Tonnetz replié 7 (k, [, m), on commence par positionner les ensembles de classes
de hauteurs dans le Tonnetz déplié engendré par les mémes classes de hauteurs 7 (k, [, m) :
Soit un ensemble de classes de hauteurs C € Egcn. On détermine 'ensemble des isobarycentres Bg,,
attribués a C par Py ). Puis, on définit le positionnement de C par P%(k,z,m) comme ’ensemble

des classes d’équivalence des points Bg, dans 'espace quotient %(k, l,m).

A titre d’exemples, on illustre le positionnement des ensemble de classes de hauteurs [0,4,7] et

[1,4,7,10] sur les figures [f] et [7]

, \\5// \\2// \1}/ \\8// \\5// .
v v v v v

FIGURE 6 — Positionnement de I’ensemble de classes de hauteurs [0, 4, 7] (correspondant & un accord
de do majeur) dans les Tonnetze T(3,4,5) et T(3,4,5). Les polygones de périmétre minimal dans
T(3,4,5) dont les sommets sont étiquetés par les classes de hauteurs 0, 4 et 7 sont exactement les
faces simpliciales triangulaires du Tonnetz définies par les classes de hauteurs 0, 4 et 7. Ainsi, 'accord
[0,4,7] sera positionné en tous les isobarycentres de ces faces triangulaires dans le Tonnetz déplié
T(3,4,5) et en la classe d’équivalence de ces points dans le Tonnetz replié 7N'(3, 4,5).

Remarque 2.4.5 (Généralisation de la représentation duale des Tonnetze). On remarque que cette
facon de positionner les accords dans un Tonnetz attribue en particulier toutes les triades représentées
par les faces simpliciales triangulaires des Tonnetze a l’isobarycentre de ces triangles. Dans ce sens,
la fonction de positionnement P%klm) engendre une certaine généralisation des duals de Tonnetze
tels que décrits par la définition |2.1.4).

Une des propriétés remarquables de la méthode de positionnement d’accords qu’on vient de définir
est qu’elle permet d’interpréter des transpositions d’accords en termes de translations dans le Tonnetz
tel que formulé par le lemme suivant :
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FIGURE 7 — Positionnement de I’ensemble de classes de hauteurs [1,4,7,10] (correspondant & un
accord de septiéme diminuée) dans les Tonnetze T (3,4,5) et 7’(3, 4,5). Les polygones de périmétre
minimal correspondants dans 7 (3,4, 5) sont tous les segments de droite reliant les classes de hauteurs
7 aux classes de hauteurs 10 (en passant par 4 et 1), tous les segments reliant les classes de hauteurs 4
aux classes de hauteurs 7 (en passant par 1 et 10), tous les segments reliant les classes de hauteurs 1
aux classes de hauteurs 4 (en passant par 10 et 7) et tous les segments reliant les classes de hauteurs
10 aux classes de hauteurs 1 (en passant par 7 et 4). Ainsi, accord [1, 4,7, 10] sera positionné en tous
les isobarycentres de tous ces segments dans le Tonnetz déplié T(3,4,5) et en la classe d’équivalence

de ces points dans le Tonnetz replié¢ 7(3,4,5).

Lemme 2.4.6 (Transpositions d’accords). Soit C € Egcy un accord positionné dans un Tonnetz

replié T (k,l,m) aux points P%(M’m)(C). Considérons l'accord C' € Egcy obtenu en transposant C

d’une classe d’intervalles ordonnée i € Zia et notons (iy,iz) les coordonnées dans %(k,l,m) de la
classe de hauteurs h € Z15 telle que h = i.

Alors les points en lesquels est positionné C' sont exactement les points obtenus en translatant
tous les points de Pz, . (C) de vecteur v = (i1, i2).

Démonstration. Montrons ce lemme pour le cas d’'un Tonnetz toroidal %(k, [,m) et supposons que
que sa réalisation dépliée T (k,l,m) soit construite suivant des vecteurs e; et e; € R? auxquels sont
associées les classes de hauteurs p et ¢ € Zi5, comme décrit dans la définition [2.3.8

Par définition de la fonction de positionnement P7~'(k,l,m)’ les positions des accords C (respec-
tivement C’) sont données par les classes d’équivalence des barycentres de tous les polygones Qc
(respectivement Qcr) de périmeétre minimal qui ont exactement un sommet étiqueté par h (respecti-
vement h’) pour chaque classe de hauteurs h € C (respectivement i’ € C'). En raison de la structure
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périodique du Tonnetz T (k,l,m), ’ensemble des polygones Q¢ est obtenu par translation de Ien-
semble des polygones Qc. On vérifie qu'une translation de vecteur v = (iy, zg)ﬂ correspond bien a
une transposition de classe d’intervalles ordonnée i :

Par définition d’une réalisation dépliée d'un Tonnetz toroidal (définition [2.3.8)), les points de
coordonnées j; €1 + joey (pour ji,jo € Z) correspondent exactement aux points étiquetés par les
classes de hauteurs —j;p+ j2¢ (mod 12). En particulier, les coordonnées (i1, 72) représentent la classe
de hauteurs —i1p + isq (mod 12) et donc, par définition de i, on a i = —i1p + isq (mod 12).

Soient maintenant c¢; €; + ¢y €y (pour c1,co € Z) les coordonnées d’un des sommets de I'un des
polygones Q¢ étiquetés par la classe de hauteurs h € C. Alors, le point ¢y e, + coey + i1 €1 + is €
obtenu par translation de ce sommet par le vecteur v = (i1, iy) est étiqueté par la classe de hauteurs
h —i1p + i2q (mod 12) = h + i (mod 12) ce qui correspond & une transposition de h par la classe
d’intervalles ordonnées .

De méme, une translation de vecteur v = (iy, i3) transpose tous les sommets de tous les polygones
Q¢ par la classe d’intervalles ordonnées ¢. Comme une translation de vecteur v d’un polygone induit
une translation de méme vecteur de son barycentre, on conclut qu'un accord C’ positionné dans un
Tonnetz toroidal, T (k,l,m) ou T (k,l, m), obtenu par translation de vecteur v a partir des positions
d’un accord C, représente une transposition par la classe d’intervalles ¢ de I'accord C.

Il reste & montrer que v = (iy,1s) est le seul vecteur (toujours a translations par t; et ty prés)
réalisant une transposition par la classe d’intervalles i. Ceci est essentiellement une conséquence du
lemme [2.3.3] affirmant que toute représentation repliée d’'un Tonnetz toroidal contient exactement
une seule fois chaque classe de hauteurs :

S’il existait un vecteur w ¢ {v + v - t1 + Y2 - t2| 71,72 € Z} engendrant la méme transposition
que v, alors les points de coordonnées (0,0) + v et (0,0) + w définiraient deux points distincts dans
%(k, [, m) étiquetés par la méme classe de hauteurs ce qui contredirait le lemme m

On procédera de fagon similaire pour montrer le lemme pour les Tonnetze cylindriques.

]

Remarque 2.4.7. On note que l’approche de positionnement d’accords proposée ci-dessus fait abs-
traction de I'état et de la disposition d’un accord. Ainsi, on introduira une structure de Tonnetze plus
riche au paragraphe qui permettra de tenir compte des différents renversements d’accords.

2.5 Les Tonnetze a poids

On remarque que, dans certains cas, il est possible que deux accords différents soient placés au
méme endroit dans un Tonnetz (déplié ou replié) T par 'intermédiaire de la fonction de position-
nement associée Pr. On peut expliquer ce phénomeéne de fagon formelle par la non-injectivité de la
multifonction Pr au sens de la définition suivante :

Définition 2.5.1 (Multifonction injective (4], p. 209)). Soient X et Y deux ensembles non vides.
Une multifonction F': X ~~ Y est dite injective si

VY, 7&1'2 GX, F([El)ﬂF([L‘Q) = 0.

Par ailleurs, le positionnement dans un Tonnetz déplié ou replié par Py ne tient pas compte de
I'état (fondamental ou renversé) d’un accord donné. Ceci n’entravera pas son potentiel d’application a
la classification stylistique ou a la génération de suites d’accords (telle que proposées aux paragraphes
et , mais rendra difficile des analyses harmoniques plus fines. A titre d’exemple, la détection

9. ... et, a fortiori, toute translation de vecteur v + vy - t1 + o - ta pour 71,72 € Z, ou t; et tz sont les vecteurs
définissant la région fondamentale suivant laquelle le Tonentz toroidal 7 (k,[l, m) est constuit.
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de cadences parfaites (qui impliquent des accords de dominante et de tonique en état fondamental)
dans une piéce de musique exige la connaissance de 1’état des accords extraits de la piéce.

Dans l'objectif de remédier a ces deux aspects, on introduit des structures plus riches que les
Tonnetze dépliés ou repliés qui tiennent compte du nombre de Forte associé aux différents accords
ainsi que de leur état dans lequel ils apparaissent dans une suite d’accords analysée : les Tonnetze
a poids. Mathématiquement, on formalisera ces espaces en tant que fibrés qui ont comme base des
Tonnetze repliés.[")

Définition 2.5.2 (Fibré). Soient M, E et F des variétés différentielles lisses et soit 7 : E — M une
application lisse. Si, pour tout p € M, il existe un voisinage U de p et un difféomorphisme

¢ (U)—=UxF

tel que proj, o ¢ = WB, alors m : £ — M est dit fibré de fibre F' et de base M. On appelle E son
espace total et E, :=7'(p) C E la fibre sur p € M.

Exemple 2.5.3 (Fibré trivial). Un fibré de la forme 7 : £ := M x F — M avec m = proj; (et tout
fibré isomorphe a un tel fibré) est appelé fibré trivial.

Exemple 2.5.4 (Fibré trivial sur un tore plat). Si T est un tore plat quelconque, alors
7:TxRxS! =T,

avec m = proj; et ou S! désigne le cercle unité, définit un fibré trivial de fibre R x S! et de base T.

2.5.1 Poids déterminés par les nombres de Forte

Dans un premier temps, on souhaite enrichir la représentation des accords dans un Tonnetz en
tenant compte de leur nombre de Forte associé. Dans ce but, on propose d’attribuer différents poids
w € R ades accords de nature différente (selon leur nombre de Forte). En tant qu’espaces géométriques
dans lesquels on positionnera ces accords munis de leurs poids respectifs, on choisit des fibrés de fibre
R et ayant comme base un Tonnetz replié :

Définition 2.5.5 (Tonnetz replié¢ & poids déterminés par les nombres de Forte). Soit %(k:, [,m) un
Tonnetz replié quelconque. On appelle Tonnetz replié a poids déterminés par les nombres de Forte
(ou simplement Tonnetz & nombres de Forte) le fibré trivial

I %F(k,’hm) = %(kvlam) xR — %(k’l’m)’ avec m = prOjl‘

La définition d’une fonction de positionnement dans le Tonnetz & poids TF (k,1,m) peut se déduire
de fagon naturelle a partir de la f~0nction de positionnement P%(k,l,m) (définie au paragraphe dans
le Tonnetz replié « sans poids » T (k,l,m) qui constitue la base du Tonnetz & poids. Ainsi, on exigera
que la projection des positions d'un accord C € Egcpy dans un Tonnetz & poids sur la base T (k, 1, m)

équivaille au positionnement de C dans %(k, [, m). Formellement, on souhaiterait qu'une fonction de
positionnement P,;F(k Lm) vérifie

W(P,T-F(hl’m)(C)) = P%(k7l7m)(C) pour tout C € Egcy.

10. On justifie ce choix par la richesse des fibrés en tant que structures impliquant des notions telles que les sections
de fibrés (voir paragraphe , bien que d’autres cadres formels soient envisageables.
-éme

11. On désigne par proj; la projection sur la *™° coordonnée. Pour une famille d’ensembles {X},-1
proji((xl,' . ';xn) € Xl X ... X Xn) =x;

n, on définit :

.....
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Afin de traduire le nombre de Forte d'un accord en tant que poids w € R, il suffit de définir
un ensemble de poids WF C R et une fonction w! : Egcg — WF qui engendre une bijection entre
I’ensemble des nombres de Forte et ’ensemble de poids W!. Comme les nombres de Forte sont donnés
sous la forme de couples ni—ng ou n;—ne X (avec ny,ny € N et ot X désigne soit la lettre A, soit la
lettre B), on vérifie qu'une application de la forme suivante répond a nos exigences :

wh (C) = ny || ny pour C € Egcy de nombre de Forte n;—no,

wh (C) = ny || ng pour C € Egcy de nombre de Forte n;—nsA,
1

w? (C) =ny || ng + 3 pour C € Egcy de nombre de Forte n;—nsB,

ot ny || ny (:: ny - 10 80(ln2)+1) ng) désigne le nombre obtenu par concaténation des chiffres de n,
et de ns.

Ces réflexions nous permettent finalement de définir une fonction de positionnement
Pir1.my  €BCH ~ TE(k,I,m) dans un Tonnetz & nombres de Forte par

P?F(k,z,m)(c) = P%(k,l,m)(c) X {wF<C)}7 pour C € Egcn.

Exemple 2.5.6. Le nombre de Forte associé aux accords parfaits mineurs est 3—11 A, celui associé aux
accords parfaits majeurs 3—11B. Ainsi les poids associés & un accord de 7é majeur Cy (correspondant &
I'ensemble de classes de hauteurs [2,6,9]) et & un accord de sol mineur C; (correspondant a ’ensemble
de classes de hauteurs [2,7,10]) sont respectivement w’ (Cy) = 311 et w!'(C;) = 311, 5. Leurs positions
dans le Tonnetz a nombres de Forte TF (3,4,5) seront par conséquent

Pir 1.y (Co) = {(po, 311)} et Prryy,(Cr) = {(p1, 311,5)},

ol pg et py sont les isobarycentres respectivement des triangles de sommets étiquetés par les classes
de hauteurs 2, 6 et 9 (correspondant & ’accord de 7é majeur) et 2, 7, et 10 (correspondant & ’accord
de sol mineur).

2.5.2 Attribution de poids en fonction des états d’accords

Aprés avoir informé les positionnements d’accords dans les Tonnetze par leur nature (qu’on a
identifiée avec leur nombre de Forte), on souhaiterait également trouver une représentation géomé-
trique de leur état. On rappelle tout d’abord que, afin de pouvoir formaliser des accords en tenant
compte de leur état, il sera nécessaire de les considérer ici comme des ensembles de classes de hauteurs
ordonnés (qui sont des éléements de Egqyy).

De plus, on rappelle que la notion de [’état d’un accord est souvent li¢e & un contexte musical tonal
et on basera I’approche proposée sur 'hypothése que les Tonnetze T (3,4,5) et T(3,4,5) (engendrés
par les classes d’intervalles 3, 4 et 5) sont particuliérement bien adaptés a ’analyse de la musique
tonale.

Par ailleurs, on admettra que les accords dont on voudrait déterminer les états correspondent aux
accords dont le positionnement dans le Tonnetz replié 7(3,4,5) par la fonction de positionnement
Pﬂg, 15 €st réduit & un point. Ceci semble musicalement justifié dans le sens o1, d'un coté, tous les
accords parfaits majeurs et parfaits mineurs, les accords de septieme de dominante et les accords
de septieme mineure se trouvent représentés par un seul point dans 7 (3,4,5) par U'intermédiaire de
la fonction de positionnement P%(& 15)" De l'autre coté, des accords a géométrie symétrique comme
les accords de septieme diminuée et les accords de quinte augmentée, pour lesquels la détermination

d'une fondamentale peut étre musicalement ambigué, sont représentés par plusieurs points dans le
Tonnetz 7(3,4,5).
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En particulier, une telle approche serait suffisamment fine pour détecter des candidats pour plu-
sieurs types de cadences, comme les cadences parfaites qui, le plus souvent, impliquent des successions
d’accords du type

7
V5 =15 ou V+ =15,

ou V? et I° désignent des accords parfaits en position fondamentale respectivement sur le degré de
la dominante et sur la tonique d’une certaine tonalité et ou V47r désigne un accord de septieme de
dominante en position fondamentale sur le degré de la dominante.

Les espaces géométriques pour lesquels on formulera un tel positionnement d’accords — munis d’un
poids dépendant de leur nature et de leur état — sont des fibrés de fibre R x S* basés sur un Tonnetz
replié. Une présentation schématique d’une telle structure est donnée par la figure [§

Définition 2.5.7 (Tonnetz replié a poids déterminés par les nombres de Forte et les états d’ac-
cords). Soit 7~‘(k:, [,m) un Tonnetz replié quelconque. On appelle Tonnetz replié a poids déterminés
par les nombres de Forte et les états d’accords (ou simplement Tonnetz a nombres de Forte et a états
d’accords) le fibré trivial

T 7-EF(k7l7m) = 7-(kal,m) xRx St — %(k,l,m), avec m = Projy.

R x St

P

T(k,1,m)

FIGURE 8 — Présentation schématique du Tonnetz a poids 7’5(1{;, [,m) dont la formalisation en tant
que fibré associe a chaque point p du Tonnetz replié¢ T (k,[,m) une fibre du type R x S

L’attribution d’un poids concret qui tient compte de I’état d’un accord est basée sur 1’observation
suivante :

Exemple 2.5.8. Considérons les représentations de I'’ensemble des accords parfaits majeurs dans le
Tonnetz T(3,4,5) telles que présentées sur la figure @ On observe alors que toutes les classes de
hauteurs correspondant aux basses des états fondamentaux de ces accords ont la méme position par
rapport aux isobarycentres représentant ces accords — et se trouvent plus précisément représentées en
bas de ces isobarycentres. De méme, toutes les basses correspondant aux premiers renversements de
ces accords parfaits majeurs ont la méme position par rapport aux isobarycentres, tout comme les
basses correspondant aux deuxiémes renversements des accords.

De maniére formelle et générale, on peut exprimer cette équivalence comme suit :

Proposition 2.5.9. Soit ’7'(3,4, 5) une réalisation replie du Tonnetz engendré par les classes d’in-
tervalles 3, 4 et 5. Considérons deuz ensembles de classes de hauteurs ordonnés Cy, Cy € Expy ayant
comme basse les classes de hauteurs hg et hy € Zyo. Supposons en plus que ces ensembles de classes
de hauteurs ordonnés ont le méme nombre de Forte et que leur positionnement par P7~—(374’5) est réduit

a unique point p, (pour n =0,1) du Tonnetz.ﬁ

12. c’est-a-dire, de fagon équivalente, Card(Pﬂ3 4 5)(Cn)) = 1 pour tout n € {0,1}.
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FIGURE 9 — Représentation de I’ensemble des accords parfaits majeurs dans le Tonnetz ’7'(3, 4,5).

Considérons, pour n € {0, 1}, le segment géodésique minimal (supposé um’que}lﬂ
Yo 1 [0,1] = T(3,4,5),

avec ¥(0) = pn et ¥(1) = Pz 45 (ha) qui relie p, — la position de l'accord C, — avec la classe de

hauteur h,, correspondant & sa basse. Notons, finalement, ! (0) € Tpn%(3,4, 5) leur vecteur vitesse
associé.
Alors, les accords Cy et Cy sont dans le méme état si et seulement si v(0) = 7 (0).[]

Démonstration. On remarque tout d’abord que deux accords Cgy et C; de méme nombre de Forte
sont des transpositions I'un de l'autre par une certaine classe d’intervalles ordonnée i € Z5. Comme
exprimé par le lemme et formalisé dans la démonstration de ce méme lemme, les polygones Q)¢,
et Qc, de périmétre minimal dans le Tonnetz déplié 7 (3,4,5) dont sont issus les positionnements
de Cy et C; sont des translations I'un de 'autre. En particulier, les ensembles de leurs sommets
étiquetés sont des translations I'un de 'autre et chaque translation entre deux sommets correspond
a une transposition par ¢ de leurs classes de hauteurs associées. On vérifie ainsi facilement que le
segment reliant le barycentre de Cj avec la note fondamentale de Cy est obtenu par translation
du segment reliant le barycentre de C; avec la fondamentale de C;. De méme, le segment reliant
I'isobarycentre de C, avec la classe de hauteurs correspondant a la basse d’un renversement de Cg
est obtenu par translation du segment reliant I'isobarycentre de C; avec la basse du méme type de
renversement de Cj. Il s’ensuit que les segments géodésiques dans le Tonnetz repliés T (3,4, 5) reliant
les positionnements de deux accords a la basse correspondant & un méme état d’accords sont obtenus
par translation I'un de l'autre et partagent le méme vecteur vitesse.

_ La réciproque de la proposition découle de l'observation que des segments géodésiques dans
T(3,4,5) partant de 'isobarycentre de deux accords avec deux vecteurs vitesse différents aboutissent
a des classes de hauteurs correspondant aux basses d’états d’accords différents comme on a supposé
I'unicité des segment géodésiques minimaux dans I’énoncé de la proposition.

]

Cette relation entre I'état d’un accord et le segment reliant la représentation de cet accord dans
le Tonnetz T(3,4,5) a sa basse nous permet de définir maintenant un ensemble de poids Wy C S?
et une fonction de poids wg : E5cy — We de la fagon suivante :

Soit, pour C € E5qy, le vecteur vitesse 7/(0) € R? (%’ Tpﬂ3 \ 5)(0)7:(3, 4, 5)) du segment géodésique
minimal reliant la position de C dans le Tonnetz & sa basse comme décrit dans la proposition [2.5.9]
Notons 6 I’angle orienté entre le vecteur e; et 7/(0). Alors, on définit le poids associé & C par

13. On utilise ici le terme de segment géodésique minimal entre deux points p et ¢ d’une variété riemannienne par
opposition aux segments géodésiques dont la longueur ne correspond pas a la distance entre p et ¢g. Sur la sphére unité
S?2, par exemple, le segment géodésique reliant les points (1,0,0) et (‘Tﬂ, 0, g) en passant par le pole Nord (0,0, 1)
de la sphére est minimal, tandis que celui passant par le pole sud (0,0, —1) ne lest pas.

14. Afin de pouvoir considérer cette égalité, on identifie les espaces tangents de 7(3,4,5) en pgo et en p; a R? par
Ty T(3,4,5) = {po} xR? = R? = {p;} xR? = T, T(3,4,5).
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wf(C) =¥ € S
Finalement, on définit une fonction de positionnement P%§(3 45) Epcy ~ TF (k,l,m) dans le

Tonnetz a nombres de Forte et a états d’accords 725(3, 4,5) par
P%5(3’475)(C) = P%(374’5)(C) X {(wF(C), wE(C)}, pour C € E5qy-

Exemple 2.5.10. Considérons un accord de ¢ majeur en position fondamentale (qui a donc comme
basse un 7¢) ayant comme ensemble de classes de hauteurs ordonné associé Cy = [2, 6, 9] ainsi qu'un
accord de sol majeur en premier renversement (ayant un si a la basse) d’ensemble de classes de
hauteurs ordonné associé¢ Cy = [11,7,2]. Comme ces deux accords sont des accords parfaits majeurs,
leur poids de Forte associé est donné par w!'(Cy) = w!(C;) = 311, comme déterminé plus haut dans
I'exemple 2.5.6]

Supposons maintenant que le Tonnetz dans lesquels ces accords seront positionnés soit engendré
par la base (e1, e3) de R? avec e; = (1,0) et e, = (2, ‘/7?’) et que les classes d’intervalles associées a e;
et ey) soient respectivement 3 et 4.

Notons en plus pg et p; les isobarycentres respectivement des triangles de sommets étiquetés par
les classes de hauteurs 2, 6 et 9 (correspondant a I’accord de ré majeur) et 2, 7, et 11 (correspondant
a laccord de sol majeur).

Alors, les poids associés aux états de Cy et de C; sont déterminés par les angles orientés 6, et
0, entre le vecteur ey = (1,0) et respectivement le vecteur vitesse du segment de longueur minimal
reliant pg avec la classe de hauteur 2 et celui reliant p; avec la classe de hauteur 11. Ainsi, on trouve

0o =2 et donc w¥(Cy) =€ = ¢'5  ainsique 60 = § etdoncw®(Cp)=e’=e

Les positions de Cy et de C; dans le Tonnetz a nombres de Forte et a états d’accords 7}5(3, 4,5)
seront par conséquent données par

.37 i
P%EF(3’475)(CO) = {(p07 ?)]_17 61 2 )} et P%EF(3’475)(CI) = {(ph 311, e 6)}

2.6 Produits de Tonnetze a poids

Au début du paragraphe [2.5) on a introduit les Tonnetze a poids comme des outils qui permet-
traient de remédier & la non-injectivité des fonctions de positionnement. Ce sera en considérant des
produits de Tonnetze a poids bien choisis qu’on définira finalement des fonctions de positionnement
injectives. ]

Définition 2.6.2 (Produit de Tonnetze a poids). On appellera produit de Tonnetze a poids tout
produit de deux Tonnetze & nombres de Forte TF (k,l,m) x TF (K',I',m") ou de deux Tonnetze a
nombres de Forte & états d’accords ﬁ(k, [,m) x ’7}5(1{’, U',m’),ouk,lym € Ziy et k', I';m' € Zy5 sont
des classes d’intervalles associées a des Tonnetze toroidaux ou cylindriques.

15. Afin de préparer le cadre mathématique, on remarque que le produit de deux fibrés définit bien un fibré par la
construction suivante :

Propriété 2.6.1 (Produit de fibrés). Soient w1 : E1 — M et my : Eo — My deuz fibrés de fibre Fy et Fy respectivement.
Alors on peut montrer que
(7'('1,71'2) By X By — My x My

avec (w1, 72)(e1,e2) = (mi(e1), ma(e2)) définit un fibré de base My x My et de fibre Fy X Fs.

Cette propriété nous permet de considérer des produits de deux Tonnetze & poids de méme fibre (donc soit des
produits de deux Tonnetze & nombres de Forte, soit des produits de deux Tonnetze & nombres de Forte et a états
d’accords).
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Dans la suite, on s’intéressera particulierement & des produits de Tonnetze a nombres de Forte.
La définition d’une fonction de positionnement Pz FE (o) < T (k' 1 m dans un tel produit de Tonnetze
se déduit de fagon naturelle a partir des fonctions de posmonnement dans les Tonnetze considérés
individuellement. Ainsi, on retiendra les multifonctions

P%F(k,l,m)X%F(k/,l/,m’) : gECH ~ %FUC? l’ m) X %FU{;/? llvm,)
définies par

P.

7~’F(k,l,m)><’7'F(k’,l’,m’)(C> =P

%F(kl,m)(c> X P TR, /)(C), pour C € Egcn.

Notre intérét pour ce type de représentation d’accords est dii & 'observation que la fonction de
positionnement ainsi définie est bien une multifonction injective (dans le sens de la définition
pour les Tonnetze a poids TF(3,4,5) x TF(1,2,9) et TF(2,3,7) x T¥(1,3,8).

Concréetement, étant donnés deux accords différents Cgy, C; € Egcp, leurs ensembles de positions
assoCies Prr 577 (120)(Co) et Prr(s 577 1.20)(C1) dans le produit de Tonnetze TF(3,4,5) x
TF (1,2,9) sont nécessairement disjoints. De fagon équivalente, a la donnée d une position d’un accord
dans le produit de Tonnetze TF (3,4,5) x TF (1,2,9) correspond un seul accord et — de fagon trés
générale — un point quelconque dans le produit de Tonnetze TF (3,4,5) x TF (1,2,9) correspond a la
position d’un accord au plus.

Proposition 2.6.3 (Injectivité de Prr 3 45x771,29) €6 de Pirgs 07713 8)). Les fonctions de posi-
tionnement

P’?F(3,4,5)x’fF(1,2,9) et P’?F(Q,s,?)x’fF(Ls,s)

dans les produits de Tonnetze a poids %F(S,Zl, 5) X %F(1,2,9) et %F(Q,S, 7) X %F(1,3,8) sont des

multifonctions injectives.

Démonstration. La preuve se fait facilement par exhaustivité en considérant toutes les positions de
tous les ensembles de classes de hauteurs dans ces deux produits de Tonnetze a poids.

Ainsi, afin de montrer l'injectivité de P. FE(3,4.5)xTF(1,2,9) Ol détermine tout d’abord tous les en-
sembles de classes de hauteurs C € Egcn qui partagent au moins une position avec un autre ensemble
de classes de hauteurs dans 77 (3,4,5), puis dans 77 (1,2,9). On note :

Pas) = {C € &en | IC’ € Exen, P?F(374,5)(C) N PTF 345 ) # Q}
et Pagg) = {C € Excn | AC' € Excm, P7~_F(172’9)(C) N Prrg 29 ") £ (D}
Finalement, on montre que
Pias) N Page =0,

c’est-a~dire que les accords partageant des positions avec d’autres accords dans TF (3,4,5) ne sont
pas les mémes que ceux & position non exclusive dans 7(1,2,9). Alors, pour tout choix d’ensembles
de classes de hauteurs C,C’ € Egcy, il existe au moins un Tonnetz T (k,1,m) parmi T (3,4,5) et
TF(1,2,9), tel que Pie(go1.m(C) N Prrgy,y (C') = (. Par définition de la fonction de positionnement

P%F(3,4,5)x%F(1,2,9)’ ceci implique

Prr (34577 (1.2,9)(C) N Prrg 4 557r120)(C) =0,

ce qui montre 'injectivité de la multifonction de positionnement d’accords.

On procédera de la méme fagon pour montrer I'injectivité de Pir o 30%77(13.8):
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3 | Des trajectoires spatiales dans les Tonnetze

3.1 Regard sur I’état de ’art : trajectoires et complexes simpliciaux

Le paradigme de I’étude de trajectoires spatiales dans le Tonnetz en tant qu’outil d’analyse har-
monique et de classification stylistique a été marqué par les travaux récents de Louis Bigo et al. (9],
[13], [10]) et d’Emmanouil Karystinaios et al. (|28]). Ces deux approches proposent des définitions de
trajectoires dans le Tonnetz basées sur une vision du Tonnetz — apparentée aux réalisations dépliées
définies aux paragraphes et — en tant que complexe simplicial dont les sommets sont étiquetés
par des classes de hauteurs.

Dans sa these ([9]), Louis Bigo définit la trajectoire d'une progression d’accords P dans un Ton-
netz 7 par une suite de sous-complexes simpliciaux de 7T représentant les différents accords P.
Formellement, étant donnée une progression d’accords P := ((CO, 9),---, (Cn_1, 5N_1)), ol, pour
i €{0,...,N—1}, C; € Egcp et ou ¢; désigne la durée respective de 'accord CZ-EL on note K; le
sous-complexe simplicial du Tonnetz 7 contenant tous les simplexes dont les sommets sont étiquetés
par une classe de hauteurs h € C;. La trajectoire, telle que définie par Louis Bigo, est alors donnée
par la suite

T = ((ICQ, 50), ey (ICN_l, 5N—1))-

Toujours dans le cadre de sa thése, Louis Bigo établit I'hypothése d’existence d’un lien important
entre le style harmonique d’une piéce et 'adéquation des différents types de Tonnetze & représenter
la trajectoire associée a cette piéce de fagon plus ou moins compacte. Dans ce sens, la notion de la
compliance congue pour exprimer cette affinité — par I'intermédiaire de la compacité des trajectoires
— entre le style harmonique et les différents Tonnetze est essentielle. Afin d’évaluer cette compliance
et, a fortiori, d’utiliser les trajectoires en tant qu’outil de classification stylistique, Bigo introduit la
notion de la d-compacité C4(T, C) d'un accord C dans un Tonnetz T.

Définition 3.1.1 (d-compacité d'un accord dans un Tonnetz). Soit 7" un Tonnetz de dimension D[]
et soit d € {1,..., D}. Soit un accord C € Egcy & n notes et soit K le sous-complexe simplicial du
Tonnetz T contenant tous les simplexes dont les sommets sont étiquetés par une classe de hauteurs
h e C;.

Notons f;(XC) le nombre de simplexes de dimension d inclus dans le complexe K et f4(Sc) le nombre
de simplexes de dimension d inclus dans un simplexe de dimension n — 1. Alors, la d-compacité de C
dans T est donnée par

_ fa(K)
CdT. C) = fa(Sc)

Définition 3.1.2 (d-compacité d'une trajectoire dans un Tonnetz). Soit une progression d’accords
P = ((C0,50), c (CN—l,dN—1)), ou, pour i € {0,...,N — 1}, C; € Egcy et ou §; désigne la durée
pendant laquelle chaque accord C; est actif. Alors, la d-compacité de la trajectoire de P dans le
Tonnetz 7 est donnée par

N—-1
1
C(T.%) = ==~ 251' -Ca(T, Cy).
Zi:(] 0; i=0
16. Bigo dit que, pour i =0,..., N — 1, 'ensemble de classes de hauteurs C; est actif pendant la durée J;.
17. On rappelle ici que les seuls Tonnetze étudiés — et dans lesquels ont définit des trajectoires — dans ce mémoire
sont des Tonnetze de dimension 2.
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A Tinstar de Louis Bigo, Emmanouil Karystinaios et al. postulent une relation entre le style
harmonique d’une piéce et la propension des différents Tonnetze & donner lieu a des représentations
plus ou moins compactes du discours harmonique de cette piéce. Le cadre de leur approche est
donné par une définition de trajectoires spatiales dans les Tonnetze 2-dimensionnels toroidaux — vus
ici comme des grilles périodiques infinies — qui repose sur une formalisation du positionnement des
accords analysés dans ces espaces. Ainsi, étant donné un accord C € Egcy, sa position II(C) dans
le Tonnetz est donnée par un ensemble de sommets simpliciaux étiquetés par les classes de hauteurs
dans C — en privilégiant un choix de sommets voisins — ainsi que par les arétes simpliciales reliant les
sommets choisis.

Le placement d’un accord C; par rapport a un accord Cy dont la position II(Cy) dans le Tonnetz
est connue implique la définition d’une fonction de positionnement 7T<C1, H(Co)). Celle-ci détermine
tout d’abord la position d’un sommet de référence pc, pour une des classes de hauteurs de C; — choisi
parmi les sommets les plus proches de II(Cy) en termes de voisinage entre sommets — puis place les
classes de hauteurs restantes de C; en privilégiant des choix de sommets voisins de pc, .

Soit maintenant une progression d’accords (Cy, ..., Cy_1) pour laquelle le positionnement dans
le Tonnetz II(C;_1) de I'accord C;_; (pour i € {1,..., N — 2}) est connu. Notons

I1(C;) = 7 (Cy, TI(Cy)) et T1(C;) = w<ci, 7(Cisn, H(Ci_l))>,
puis
S = Conv(H(Ci_Q) U TI(Cy_y) U H’(CQ) ot S"i= COHV(H(C’i_g) U TI(Cy_y) U H”(Ci)>.

Le positionnement I1(C;) de 'accord C; est alors donné par II'(C;) si le diamétre de S’ est inférieur
a celui de 8" et par I1"(C;) sinon.

Tandis que le critére principal sur lequel se base la notion de la compacité et la classification
stylistique chez Louis Bigo est étroitement lié aux représentations simpliciales des différents accords
analysés, Karystinaios et al. proposent des descripteurs de trajectoires considérant ’étendue et le
nombre de composantes connexes des trajectoires déterminées.

3.2 Trajectoires dans les Tonnetze repliés et dépliés

Avant de formuler la méthode de construction de trajectoires qui se trouve au coeur de ce mémoire,
on introduit quelques notions autour des progressions harmoniques sur lesquels on se basera par la
suite.

Définition 3.2.1 (Enchainements et progressions harmoniques). Dans le contexte de ce mémoire, on
appelle progression harmonique ou progression d’accords de longueur N > 2 toute suite (Co, ..., Cn_1)
d’ensembles de classes de hauteurs, considérés ordonnés ou non ordonnés selon le contexte analytique
(cC’est-a-dire C; € Ercn ou C; € &5y, pour @ = 0,..., N — 1). Une progression harmonique de
longueur N = 2 sera appelée aussi enchainement harmonique.

Remarque 3.2.2 (Caractérisation d’un enchainement harmonique). On admettra qu’un enchaine-
ment harmonique entre deuz accords Cy, Cy € Expy est caractérisé par

(i) les nombres de Forte de Cy et de Cy,
(i1) dans un contexte tonal, la classe d’intervalles ordonnée entre les fondamentales de Cq et de

C;; de facon plus générale, les classes de hauteurs sur lesquelles sont construites les formes
normales de Cq et de Cy

18. On rappelle que par Conv(X) on désigne l'enveloppe convexe d’un ensemble X € R™.
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(ii1) les états (selon la définition[A.0.5) de C,, C;.

On dira que les propriétés (i) et (ii) définissent le type d’un enchainement harmonique.

Exemple 3.2.3. Soit Cy := [ré, fat, la] = [2,6,9] Pensemble de classes de hauteurs ordonné corres-
pondant a un accord de 7é majeur en position fondamentale et soit C; := [sib, sol,ré] = [10,7,2]
I’ensemble de classes de hauteurs ordonné correspondant au premier renversement d’un accord de sol
mineur. Alors, 'enchainement harmonique (Cy, C;) est caractérisé comme suit :

(i) Les nombres de Forte de Cy et de C; formalisent qu’il s’agit d’un enchainement entre un accord
parfait majeur et un accord parfait mineur.

(ii) Les fondamentales de Cy et de C; sont respectivement ré (correspondant a la classe de hauteurs
2) et sol (correspondant a la classe de hauteurs 7). La classe d’'intervalles ordonnée 7 —2 =5
entre ces classes de hauteurs correspond & un mouvement de quarte ascendante (ou de quinte
descendante) entre les fondamentales des deux accords.

(iii) Finalement, on note que ’enchainement entre C, et de C; se fait entre un accord en position

fondamentale et un accord en premier renversement.

On propose dans la suite de représenter géométriquement des enchainements et des progressions
harmoniques quelconques en tant que trajectoires dans les différents Tonnetze. Intuitivement, étant

donnée une progression (Co,...,Cy_1), on déterminera une courbe affine par morceaux qui relie
entre elles des positions dans les Tonnetze associées aux différents ensembles de classes de hauteurs
C; € Egcn (pour i =0,..., N — 1) par 'intermédiaire de fonctions de positionnement.

L’algorithme [1| formalise cette approche tout d’abord dans le cas des Tonnetze repliés :

Définition 3.2.4 (Trajectoire d’une progression harmonique dans un Tonnetz replié). Soit 7-(k‘, l,m)
une réalisation repliée quelconque d’un Tonnetz toroidal ou cylindrique et soit P%(k,z,m) la fonction
de positionnement associée telle que définie au paragraphe . Si (Cy, ..., Cn_1) est une progression
harmonique de longueur N > 2, alors la courbe affine par morceaux définie par l'algorithme [I] est
appelée sa trajectoire dans le Tonnetz replié¢ T (k,l,m).

Algorithme 1 Trajectoire d’une progression harmonique dans un Tonnetz replié
si Card(P%(kJ,m)(Co)) =1, alors

fixons py 'unique élément de P%(k ; m)(Co) comme point de départ de la trajectoire,
sinon

soit 4o = min{i € {1,...,N — 1} | Card(Py ) (C1)) = 1}

et soit p;, 'unique élément de Pz, . (Cy,),

choisissons un point po € Pz, m)(Co) tel que la distance dz, , ., (po, piy) SOit minimale,
pour:=1,... N —1,

choisissons p; € Pz .,y (Ci) tel que la distance dz, , . (pi-1,p;) soit minimale,

soit ; : [i — 1, i] = T (k,l,m) un segment géodésique minimal joignant p;_; et p;,
retourne : la trajectoire I" obtenue par concacténation des segments géodésiques y; (i = 1,..., N—1).

On remarque que, comme le positionnement d’un accord par I'intermédiaire de P,;(k Lm) n’est pas
toujours réduit & un point, le choix d’un point p; (pour i € {1...., N — 1}) qui minimise la distance
dans le Tonnetz d%(m’m) (pi—1, pi) peut étre arbitraire.
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Par ailleurs, en raison de la géométrie des Tonnetze repliés, définie par identification de cotés
opposés d’'une région parallélogrammatique, les segments géodésiques minimaux qui relient deux
points entre euxﬁ ne sont pas nécessairement uniques.

Afin de pouvoir comparer différentes trajectoires entre elles, on privilégiera une méthode de
construction de trajectoires pour lesquelles chaque choix de segment géodésique minimal entre deux
accords est unique et défini sans ambiguité. A cette fin, on propose d’imposer des sens et des direc-
tions privilégiés pour les vecteurs vitesses des segments géodésiques choisis. Ainsi, chaque fois qu’il
existe plus d’une seule possibilité de choisir un segment géodésique minimal entre deux accords, on
choisira le segment dont le vecteur vitesse forme le plus petit angle orienté avec le vecteur el.[ﬂ

Une telle construction de trajectoires pour lesquelles chaque choix de segment géodésique minimal
entre deux accords est toujours donné sans ambiguité est formalisée par 1'algorithme [2]

Algorithme 2 Trajectoire repliée avec unicité des segments géodésiques minimaux entre deux accords
si Card(P%(k’l,m)(Co)) =1, alors
fixons py 'unique élément de P%(k,lm)(Co) comme point de départ de la trajectoire,
sinon
soit 4g = min{z' € {1,....N — 1} | Card(Ps,,,,(C)) = 1}
et soit p;, 'unique élément de Pz, . (Cy,),
parmi tous les points p de Pm’hm)(co) pour lesquels la distance dz, ;. (p, piy) est minimale :
choisissons pg tel que I'angle orienté entre e; et le vecteur vitesse du segment géodésique
minimal joignant p, et p;, soit minimal,
pouri=1,... N —1,
parmi tous les points p de Pml,m)(ci) pour lesquels la distance dz, ; ., (pi—1,p;) est minimale :
choisissons p; tel que ’angle orienté entre ey et le vecteur vitesse du segment géodésique
minimal joignant p;_; et p; soit minimal,
soit v; : [i — 1, i] = T (k,l,m) ce segment géodésique minimal joignant p;_; et p;

retourne : la trajectoire I obtenue par concaténation des segments géodésiques v; (i = 1,..., N —1).

Exemple 3.2.5. Afin de donner une idée visuelle de la méthode ainsi définie, on présente les dif-
férentes étapes de la construction de la trajectoire représentant la progression harmonique (]0,4,7],
[0,4,7,10], [0,5,9], [0,3,6,9]) dans le Tonnetz T (3,4,5) sur la figure .

A partir de ces constructions de trajectoires, on définit de fagon naturelle une maniére de repré-
senter un enchainement entre deux accords (Cgp, C1) par un vecteur dans le Tonnetz :

Définition 3.2.6 (Vecteur d’enchainement (ou vecteur vitesse) associé & un enchainement harmo-
nique). Soit (Cy, C1) un enchainement harmonique représenté dans un Tonnetz replié T (k, [, m) par
un segment géodésique entre deux points p et ¢ du Tonnetz. Considérons la paramétrisation

71 [0,1] = T(k,1,m),

avec 7(0) = p et y(1) = ¢q de ce segment géodésique. Alors, on appelle vecteur d’enchainement ou
vecteur vitesse associé a (Cy, Cy) par 7 le vecteur vitesse v'(0) € T, T (k,l,m).

Proposition 3.2.7 (Vecteurs d’enchainement et types d’enchainements harmoniques). Soient Cy, C; €
Epcn deux accords et supposons qu’au moins un de ces accords a un unique positionnement dans un

19. voir la note de bas de page [13| pour l'utilisation du terme de segment géodésique minimal.
20. ... qui est ici toujours un des vecteurs de la base (e;,ez) de R? suivant laquelle on avait construit les différentes
réalisations de Tonnetze aux paragraphes et
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FIGURE 10 - Construction de la trajectoire représentant la progression harmonique
([0,4,7],[0,4,7,10],[0,5,9], [0, 3,6,9]) dans le Tonnetz 7T (3,4, 5). Le début de la trajectoire est donné
par le segment géodésique minimal reliant la représentation de 'accord [0,4,7] a celle de 'accord
[0,4,7,10] (en haut & droite de la figure). On détermine alors le segment géodésique minimal entre
la représentation de 'accord [0,4,7,10] et celle de I'accord [0,5,9] qui, visuellement, passe par les
quatre cotés de la région fondamentale parallélogrammatique du Tonnetz replié (en bas a gauche de
la figure). La derniére étape de la construction requiert finalement la détermination du point le plus
proche de 'accord [0, 5, 9] parmi les quatre points représentant I’accord [0, 3, 6, 9] dans le Tonnetz (en
bas a droite de la figure).

Tonnetz replié 7~‘(k:,l,m) par Uintermédiaire de la fonction de positionnement P%(klm), c’est-a-dire
Card(Pﬂk,lm)(Ci)) =1pouri=0 oui=1.

Considérons les accords Cyjy et C| € Egcp obtenus par transposition de Cy et de C; d’un méme
intervalle. Alors les enchainements harmoniques (Cy, Cy) et (Cf,, C}) sont représentés par le méme
vecteur d’enchainement v € R? dans le Tonnetz T (k,1,m).

En définissant le type d’un enchainement harmonique, comme formulé dans la remarque [3.2.2] par
les nombres de Forte de ses accords et les classes de hauteurs sur lesquelles sont construites les formes
normales des accords (et donc le degré sur lequel les accords sont transposés), cette proposition peut
étre formulée de fagon équivalente comme suit :

Proposition 3.2.8 (Vecteurs d’enchainement et types d’enchainements harmoniques). Tous les en-
chainements harmoniques de méme type sont représentés par le méme vecteur d’enchainement dans le
Tonnetz replié T (k,1,m) si au moins un de leurs accords a un unique positionnement dans T (k,l,m).

Démonstration. Cette proposition s’ensuit directement du lemme [2.4.6] affirmant que, dans un Ton-

netz replié quelconque 7 (k,[,m), une transposition par une classe d’intervalles ordonnée i € Zis
correspond exactement & une translation de vecteur v = (iy,45), ou (i1,43) sont les coordonnées dans

T (k,l,m) de la classe de hauteurs h =i € Z,.

En effet, si (Cp, Cy) est un enchainement harmonique quelconque, alors les enchainements de
méme type sont exactement tous les enchainements de la forme (Cj, C}), ou Cj et C/ ont été
obtenus en transposant Cy et C; par une méme classe d’intervalles ordonnée i € Z15.

D’apres le lemme , les représentations P%(k,l,m)(cli> de C! (pour i € {0,1}) sont des transla-
tions de Pz, (C;) de vecteur v = (i1, i2). De méme, le segment géodésique de longueur minimale
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joignant les représentations de Cj et de C] (tel que construit par 'algorithme [2]) est obtenu en trans-
latant de vecteur v le segment géodésique minimal entre les représentations de Cg et de C;. En parti-
culier, les deux segments géodésiques — donnés par une paramétrisation de la forme [0,1] — T (k, 1, m)
— définissent le méme vecteur vitesse si bien que les deux enchainements sont représentés par le méme
vecteur d’enchainement dans le Tonnetz.

O

La définition des trajectoires dans les Tonnetze dépliés se déduit directement de celle dans les
Tonnetze repliés :

Définition 3.2.9 (Trajectoire d'une progression harmonique dans un Tonnetz déplié¢). Soit T (k, [, m)
une réalisation dépliée quelconque d’un Tonnetz toroidal ou cylindrique et soit Pr ;) la fonction
de positionnement associée telle que définie au paragraphe . Si (Cy, ..., Cn_1) est une progression
harmonique de longueur N > 2. alors la courbe affine par morceaux définie par 1’algorithme [3] est
appelée sa trajectoire dans le Tonnetz déplié T (k,1,m).

Algorithme 3 Trajectoire dépliée dans un Tonnetz T (k,1,m)

déterminons la trajectoire [ dans le Tonnetz replié correspondant 7:(16, l,m),
fixons comme point de départ le point py € T (k, [, m) de mémes coordonnées que le point f(O),
pouri=1,... N —1,
déterminons le vecteur vitesse 7/(0) € R? du segment géodésique minimal %@
joignant I'(i — 1) et I'(i),
soit le segment de droite s; : [i — 1, i| — T (k,1,m), defini tel que s(t) = p;—1 + (t —i+ 1) - 7(0),
fixons p; := s;(7) le point d’arrivée du segment de droite,
retourne : la trajectoire I obtenue par concaténation des segments de droite s; (i =1,..., N —1).

3.3 Trajectoires dans les Tonnetze repliés a poids

Le cadre mathématique nous permettant de formaliser des trajectoires dans les Tonnetze repliés
a poids est basé sur la notion des sections de fibrés et des sections le long d’une courbe :

Définition 3.3.1 (Section continue d’un fibré). On appelle section continue d'un fibré 7 : E — M
toute application continue s : M — E tel que mo s = id.

Exemple 3.3.2 (Section d’un fibré trivial). Dans le cas d'un fibré trivial 7 : £ := M x F — M,
une section continue dans E correspond a une application continue M — F'.

Définition 3.3.3 (Section continue le long d’une courbe). Soit 7 : E — M un fibré et soit v : I — M
une courbe continue dans M. On appelle section continue le long de v toute application continue
s: I — E telle que mos = 1.

Définition 3.3.4 (Trajectoire dans un Tonnetz & poids). Soit 77 (k,[,m) un Tonnetz & poids muni
de la projection

T Tk, 1,m) — T (k,1,m),

comme donnée par la définition [2.5.5]
Soit (Cy,...,Cxn_1) une progression harmonique de longueur N > 2 dont la trajectoire dans le

Tonnetz replié T (k, 1, m) est donnée par la paramétrisation

21. On identifie ici de nouveau I’espace tangent en un point du Tonnetz a R2.
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T':[0,N—1 = T(k1,m),

ou, pour i = 0,..., N—1, le point I'(¢) correspond a la position associée a I'accord C; dans %(k, l,m).
Alors toute section s: [0, N —1] — T¥(k,l,m) lelong de I choisie telle que

(i) pour tout i =0,...,N —1, s(i) € Prr(;,;,.)(Ci),

(i) pour tout i = 1,...,N —1, s: [i — 1, i] = T¥(k,1,m) est une paramétrisation d’un segment
géodésique minimal dans T (k, 1, m)

est appelée trajectoire dans le Tonnetz a poids 7N’F(k, [,m) de la progression (Cy,...,Cxn_1).
On définira de fagon similaire la trajectoire dans le Tonnetz a poids T2 (k,1,m)).

Avec cette définition, la notion des vecteurs d’enchainement dans un Tonnetz replié s’adapte
naturellement aux Tonnetze & poids :

Définition 3.3.5 (Vecteur d’enchainement dans un Tonnetz a poids). Soit (Cy, C;) un enchainement
harmonique représenté dans un Tonnetz T (k,1,m) (ou bien T2 (k,1,m)) par un segment géodésique
entre deux points p et ¢ du Tonnetz. Considérons la paramétrisation

v:[0,1] — %(/{:,l,m),

avec v(0) = p et y(1) = ¢ de ce segment géodésique. Alors, le vecteur d’enchainement associé a
(Co, Cy) par v est donné par le vecteur vitesse v/ (0) € T, T (k,1,m) (ou bien v/(0) € T, TE (k, 1, m)).

3.4 Trajectoires dans des produits de Tonnetze & poids

Dans une derniére proposition de structures de Tonnetze progressivement plus riches, on a intro-
duit les produits de Tonnetze a poids au paragraphe pour lesquels on a montré 'existence de
fonctions de positionnement injectives (proposition . Cette propriété remarquable des produits
de Tonnetze a poids nous ameéne ici & une derniére formalisation de trajectoires basée sur le paradigme
des segments géodésiques reliant des placements d’accords dans le Tonnetz.

L’intérét de considérer de telles trajectoires semble justifié par I'injectivité du positionnement
d’accords : si chaque point dans 7%(3,4,5) x T7(1,2,9) (comme le montre la proposition
correspond au plus & un accord, alors la donnée d’une position d'un accord permet d’identifier exac-
tement 1'accord placé. A fortiori, la donnée d’une trajectoire dans 77 (3,4,5) x T (1,2,9) permet de
déterminer sans ambiguité les accords parcourus et ainsi de reconstruire exactement la progression
harmonique représentée par cette trajectoire.

Cette représentation non ambigué semble particuliérement pertinente et utile en vue de I'utilisa-
tion des trajectoires en tant qu’outil de génération de progressions d’accords. Ainsi, on basera, au
paragraphe [6.2] une approche de génération de progressions harmoniques sur des trajectoires déter-
minées dans le produit de Tonnetze T7(3,4,5) x TF(1,2,9).

Définition 3.4.1 (Trajectoire dans un produit de Tonnetze & poids). Soient 77 (k,I,m) et TF (K, I, m’)
deux Tonnetze a poids munis respectivement de la projection

T TPk Lm) — T(k,1,m) et o TEW U m')— TE,U,m).
Soit (Cy,...,Cy_1) une progression harmonique et notons

s1: [0, N—=1] = TF(k,I,m) et sy: [0, N—1] — TE®E I, m)
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les trajectoires respectivement dans %F(k:, [,m) et %F(k’, I'ym") de (Cyp,...,Cn_1). Alors, on définit
la trajectoire de (Cy,...,Cy_1) dans le produit T (k,l,m) x TE¥(K',I';m') par

(s1, 82) : [0, N —1] = TE(k,l,m) x TE(K I, m),

avec (s1, s2)(t) = (s1(t), s2(t)).
_ On définira de fagon similaire la trajectoire dans le produit de Tonnetze a poids
TE (R, l,m) x TE(K,U',m)).

Intuitivement, cette formalisation des trajectoires fait évoluer conjointement les trajectoires d’une
progression harmonique dans deux Tonnetze a poids TF (k,l,m) et TF (K', ', m'). Suivant cette repré-
sentation, on donnera le vecteur d’enchainement associé a un enchainement (Cy, C;) dans TF (k,l,m)
et TF (k',I';m’) sous la forme (v, w), oit v correspond au vecteur d’enchainement dans TE (k,l,m)
et w au vecteur dans T2 (K, I, m’).

4 | Préliminaires a la classification stylistique et a la
génération

4.1 Style et analyse harmonique

Dans une deuxiéme grande partie de ce mémoire, on introduira différentes applications de classifi-
cation stylistique et de génération de progressions d’accords basées directement sur la représentation
de discours harmoniques en tant que trajectoires dans les Tonnetze telles que formalisées et étudiées
aux paragraphes précédents.

Si ce mémoire évoque a plusieurs reprises les notions de style ou d’analyse harmonique, on tient
ici & souligner quelques limites apparentes des approches et des représentations proposées.

Tout d’abord, on rappelle que la méthode des trajectoires dans le Tonnetz fait abstraction d’élé-
ments essentiels caractérisant tout discours harmonique comme la disposition des accords — espacée
ou serrée, avec un centre de gravité dans les aigus ou dans les graves — les conduites vocales — im-
pliquant I’évolution de la mélodie et des voix secondaires ainsi que toutes les résolutions de notes
étrangéres — ou encore le rythme harmonique — défini par tous les aspects de ’évolution rythmique
au cours d’une progression harmonique. Ainsi, une analyse d’une trajectoire ne correspondra jamais
a une analyse harmonique dans le sens classique du terme et ne pourra toujours que rendre compte
d’un sous-ensemble de tous les aspects qui pourraient engendrer la richesse d’un langage harmonique.
Dans ce sens, une classification stylistique réalisée par 'intermédiaire de trajectoires dans un Ton-
netz ne pourra pas donner lieu & une classification de styles musicauz effectifs, mais, au mieux, une
classification des types d’enchainements harmoniques communs et représentatifs d’'un certain corpus
de piéces de musique de donné.

4.2 La trajectoire comme outil de classification et de génération

Les outils principaux sur lesquels se baseront les méthodes de classification et de génération
proposées impliquent toutes les formalisations de Tonnetze introduites aux paragraphes précédents,
des fonctions de positionnement d’accords de type Pr introduites aux paragraphes et et
les méthodes de construction de trajectoires définies précédemment.

Afin de simplifier les représentations dans les différents Tonnetze, on propose de considérer que
toutes les réalisations dépliées et repliées des Tonnetze sont engendrées par les vecteurs e; := (1,0)

1 V3
)

et ey = (§’T .
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4.3 Jeux de données et (pré-)analyses

On basera toutes les applications proposées aux chapitres o] et [6] sur des jeux de données de
fichiers MIDI assemblés a partir de différentes bases de données ([24], [29]), [30]). Pour chacune
des piéces de musique en format MIDI ainsi collectionnées, on extrait le contenu harmonique sous
forme d’une suite d’accords par l'intermédiaire de la bibliothéque Python music21 [23]. Lors de ce
processus, on considére comme accord toute présence simultanée de différentes classes de hauteurs
dans le fichier MIDI analysé en faisant abstraction des durées de notes. Ainsi, toute apparition de
nouvelles classes de hauteurs ainsi que toute disparition de classes de hauteurs actives est considérée
comme un changement d’accord.

Parmi les aspects problématiques de ’analyse harmonique computationnelle, on évoque la ques-
tion du choix d’accords pertinents ou représentatifs dans une piéce de musique donnée ainsi que le
traitement des notes étrangeéres (telles que les notes de passage et les appoggiatures). Tandis que la
détection de notes étrangeéres semble dépasser le cadre de ce mémoire, on utilisera des méthodes de
filtration simples inspirées par celles de Louis Bigo qui, dans [11], propose de tenir compte de la durée
cumulée de chaque ensemble de classes de hauteurs durant une piéce analysée.

Ainsi, en fonction du cadre d’application, on considérera la possibilité de déterminer le nombre
d’occurrences de chaque classe de Forte (c’est-a-dire de tous les accords partageant le méme nombre
de Forte) dans une piéce ou dans un corpus entier et de supprimer toutes les occurrences des classes
de Forte les moins fréquentes — ou bien de garder uniquement les accords correspondant aux classes de
Forte les plus fréquentes. Par une telle opération, on espére obtenir une sous-progression harmonique,
constituée par les accords les plus représentatifs du style harmonique analysé.

Par ailleurs, dans 'objectif d’omettre tout passage musical purement mélodique ou non harmo-
nisé, on supprimera toutes les occurrences d’ensembles de classes de hauteurs extraits a une seule
note et, selon ’application, aussi les accords & deux notes.

Le paragraphe donnera lieu & des classifications binaires basées sur des valeurs obtenues a
partir de différents descripteurs de trajectoires. Cette approche impliquera 'utilisation de classifieurs
basés sur [’algorithme des k plus proches voisins (angl. k-nearest neighbors (k-NN) algorithm) [20]
et une subdivision des jeux de données analysés en ensembles de référence, constitués de piéces de
musique annotées de leur style musical servant a entrainer le classifieur, ainsi qu’en ensembles test
contenant des piéces a classifier considérées comme inconnues.

Dans toutes les applications proposées dans la suite, on évaluera la pertinence des classifications
binaires effectuées par l'intermédiaire de la mesure de [’ezactitude définie par

nombre d’éléments correctement attribués a une des deux classes

exactitude :=
nombre total d’éléments a classer

5 | Descripteurs de trajectoires

5.1 Les descripteurs proposés

On supposera dans la suite qu’une courbe r correspondant a la trajectoire d’une progression
d’accords (Cy,...,Cy_1) dans un Tonnetz T (k,l,m) est définie par la paramétrisation

I':[0,N—1] = T(k1,m),

ou, pour ¢ =0,..., N — 1, le point f(z) correspond & la position associée par la fonction de position-

nement Pz, . al'accord C; dans T (k,l,m).
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5.1.1 La compliance

La compliance est une des notions essentielles introduites par Louis Bigo dans sa thése [9] dans
le but de mesurer 'adéquation des différents types de Tonnetze a représenter une trajectoire donnée
de fagon plus ou moins compacte. Sa définition a été repensée depuis par Karystinaios et al. [28] qui,
comme Bigo, établissent I’hypothése d’existence d’un lien important entre cette derniére qualité et le
style musical d’une piéce.

On adaptera ici la définition de la compliance aux formalisations géométriques des Tonnetze utili-
sées dans le cadre de ce mémoire. A I'instar de Iidée de Louis Bigo, on part du principe qu'un Tonnetz
donné représente particulierement bien les accords décrits par les sommets des triangles qui forment
la grille simpliciale de ce Tonnetz. En particulier, le Tonnetz engendré par les classes d’intervalles 3, 4
et 5 (correspondant donc aux formalisations 7 (3,4,5) et T (3,4, 5)) serait parfaitement adéquat pour
analyser la musique tonale, comme ses faces triangulaires décrivent des accords parfaits majeurs et
mineurs.

La définition de la compliance qu’on utilisera dans la suite est basée sur la simple observation
que, dans le Tonnetz 7(3,4,5), les accords majeurs et mineurs sont positionnés, par I'intermédiaire
de Pr(z4p5), & des points se trouvant aux isobarycentres des faces triangulaires du Tonnetz et que les
milieux de ses arétes simpliciales représentent des accords a 2 sons formés uniquement par une tierce
majeure ou mineure. Comme on souhaiterait que la compliance du Tonnetz 7 (3,4, 5) soit importante
par rapport a une trajectoire d’une progression harmonique formée d’une abondance d’accords parfaits
majeurs et mineurs, on propose de définir la notion de la compliance comme suit :

Définition 5.1.1 (Compliance d’un Tonnetz par rapport & une trajectoire). Soit ’7'(16, [,m) un Ton-
netz toroidal ou cylindrique et soit (Cy, ..., Cn_1) une progression harmonique de longueur N dont la
trajectoire est donnée par une courbe r (avec pour i =0, ..., N —1, les points I'(7) qui correspondent
a la position associée a 'accord C; dans ’7’(1{;, [,m) comme décrit dans l'introduction du paragraphe
5).

Alors la compliance du Tonnetz ’7’(1{:, [, m) par rapport a la trajectoire I' est donnée par

Comp(%(k:,l,m), F) = % X(F(i)),

i=0

oll, pour un point p € %(k,l,m) dans le Tonnetz, x(p) := 1 si p se trouve soit a la position d'un
isobarycentre d’une face triangulaire du Tonnetz, soit au milieu d'une de ses arétes simpliciales,
x(p) :== % si p est un des sommets simpliciaux du Tonnetz et x(p) := 0 dans tous les autres cas.

5.1.2 Le nombre de triangles parcourus

Tandis que la définition de la compliance fournit une facon de mesurer la nature des accords
représentés par une trajectoire, on souhaiterait en plus obtenir une estimation globale concernant le
parcours tonal correspondant a une trajectoire. Ainsi, on voudrait différencier des piéces de musique
trés modulantes dont le parcours tonal passe par de nombreuses tonalités — et qui, éventuellement,
tend a s’éloigner de la tonalité principale — et des piéces qui, au contraire, parcourent peu de tonalités
différentes et qui tendent peut-étre a graviter autour de leur tonalité principale.

On se basera toujours sur la considération des faces triangulaires du Tonnetz 7(3,4,5) dont les
isobarycentres sont associés par Prs34s) aux accords parfaits majeurs et mineurs. qui constituent
les accords centraux des différentes tonalités majeures et mineures. On remarque en plus que la
représentation des accords obtenus en ajoutant ou en enlevant une note & un accord parfait majeur
ou mineur (par exemple en ajoutant une septiéme) ont tendance a rester géométriquement proches
des positions des accords parfaits dont ils sont issus.
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Ainsi, étant donnée une progression harmonique, on propose de déterminer le nombre des dif-
férentes faces triangulaires parcourues par sa trajectoire afin d’estimer la variété de son parcours
tonal.

Définition 5.1.2 (Nombre de triangles parcourus par une trajectoire). Soit %(k, [,m) un Tonnetz
replié et soit (Cg,...,Cxn_1) une progression harmonique dont la trajectoire est définie par une
courbe T'. Notons A I'ensemble des faces simpliciales triangulaires de '7’(1{:, [,m). Alors le nombre
de triangles parcourus par T est donné par

Triang(T) := Card{a eA|(@ie{0,... N—1} T(G)e 5)}.

5.1.3 La distance moyenne parcourue entre deux accords successifs

Poursuivant toujours 'idée d’estimer des aspects caractéristiques du parcours tonal d'une piéce,
on tiendra compte de la distance moyenne entre deux accords successifs. En d’autres termes, étant
donnée une progression harmonique (Co,...,Cy_1) et sa trajectoire I' dans un Tonnetz T (k, [, m),
on déterminera la longueur moyenne des segments géodésiques qui constituent cette trajectoire.

Définition 5.1.3 (Distance moyenne parcourue entre deux accords successifs). La distance moyenne
entre deux accords parcourue par une trajectoire I' d’une progression harmonique dans un Tonnetz
T (k,1,m) est donnée par

=z

m(f) = % d%(k,l,m) <f(l - 1)7 f(z)),

i

Il
o

ol d%(kyl,m) désigne une distance sur le Tonnetz telle que définie au paragraphe [2.3]

5.1.4 L’inconstance

Suivant une approche d’analyse différente de celle de ces premiers descripteurs, on souhaiterait
décrire l'allure globale d'une trajectoire en termes de « complexité » ou de « variabilité » de son
parcours. Dans cette optique, on s’inspire de la notion de ["inconstance d’une courbe plane définie par
Jean-Paul Allouche et Laurence Maillard-Teyssier [2] et appliquée a I'analyse de lignes mélodiques
par Florence Levé et al. [33].

Dans [2], Allouche et Maillard-Teyssier introduisent 'inconstance en tant qu’outil pour décrire les
« variations » ou les « fluctuations » d’une courbe plane en déterminant le nombre de points d’inter-
section d’une droite choisie aléatoirement avec cette courbe. L’observation essentielle sur laquelle ils
basent leur définition de 'inconstance est étroitement liée au théoréme suivant dt & Morgan Crofton :

Théoréme 5.1.4 (Théoréeme de Cauchy-Crofton [22]). Soit T : [0,T] — R? une courbe de R?* de
longueur [(T') et soit Per(Conv(T')) le périmetre de son enveloppe convexe. Alors le nombre moyen de
2-1(T)

points d’intersection de I' avec ’ensemble des droites coupant I' est égal ¢ ——F————.
Per(Conv(I"))

La définition de l'inconstance que les auteurs proposent découle immédiatement de ce dernier
théoreme :

22. Plus formellement, A peut étre donné de la fagon suivante :
Soit 7 : T(k,l,m) — T(k,l,m) la projection canonique qui & un élément du Tonnetz déplié associe sa classe d’équi-
valence dans le Tonnetze replié. Alors A := U {w(o) | o = Conv({p,p+e1,p+ eg})}7 ou ¥ désigne I’ensemble des

peEX
sommets étiquetés de T (k,l,m) et e; et ey les vecteurs a partir desquels T (k,l,m) a été construit.
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Définition 5.1.5 (Inconstance d’une courbe de R? (Allouche, Maillard-Teyssier [2])). Soit T' une
courbe de R?. Alors son inconstance est définie par

_ 2T
Inconst(I") := Per (Conv(I))’

ou [(I") désigne la longueur de I et Per(Conv(F)) le périmétre de son enveloppe convexe.

Exemple 5.1.6. Afin de visualiser cette définition, on donne trois exemples de courbes simples de
différentes inconstances sur la figure [11]

VANNVAV

FIGURE 11 — Exemples de courbes d’inconstance 1 (& gauche), 3 (au milieu) et % (a droite).

Dans le cadre d’analyses de trajectoires dans des Tonnetze, on propose d’intégrer [’inconstance
dans notre collection de descripteurs de trajectoires. Afin de répondre a un contexte géométrique
similaire & celui de la définition m qui considére des courbes de R2, on évaluera uniquement
I'inconstance de trajectoires construites dans des Tonnetze dépliés en déterminant leur longueur ainsi
que le périmeétre de leur enveloppe convexe.

5.1.5 La distance de Hausdorff d’une trajectoire & un segment de droite

Suivant un objectif similaire & celui de I'inconstance qui décrit la complexité d’une courbe en la
comparant a des droites, on s’inspire d'un type de probléme géométrique connu sous le nom de la ring-
width [26] ou de la door-width [39] qui, intuitivement, s’intéresse aux dimensions d’une porte a travers
laquelle on souhaiterait faire passer un polygone donné. Comme, dans le cadre de ce mémoire, une
trajectoire dans un Tonnetz est définie en tant que courbe affine par morceaux, on peut ’assimiler a
un polygone fermé en connectant par un segment son point de départ et son point d’arrivée. Partant
de cette observation, on propose d’exprimer la largeur des trajectoires dépliées en termes de leur
distance de Hausdorff par rapport au segment de droite qui relie leurs points de départ et d’arrivée.
A cette fin, on rappelle tout d’abord la définition de la distance de Hausdorff :

Définition 5.1.7 (Distance de Hausdorff [3]). Soient A, B C R? deux ensembles compacts non vides.
Alors la distance de Hausdorff entre A et B est donnée par

di (A, B) := max (sup inf d(A, B), sup inf d(A, B))

acA bEB peB a€A
ou d désigne la distance euclidienne sur R2.

Etant donnée maintenant une trajectoire I' dans un Tonnetz déplié¢ T (k,l,m), on détermine la
droite o passant par son point de départ et son point d’arrivée et on exprime la largeur de I' par
la somme des distances de Hausdorff entre o et chacune des parties de I' dans les deux demi-plans
définis par o :[F|

23. On remarque que ceci ne correspond pas & une détermination de la vraie door-width de I' et peut méme donner
des valeurs éloignées de celle-ci. Néanmoins, on présume que ’axe entre les points de départ et d’arrivée et I’étendue
d’une trajectoire par rapport & cet axe pourrait étre signifiants dans l’analyse de trajectoires et donner une certaine
estimation de I’étendue du parcours tonal d’une piece analysée.
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Définition 5.1.8 (Largeur d’une trajectoire). Soit I' une trajectoire dépliée et soit o la droite passant
par ses points de départ et d’arrivée. Notons X7 et ¥~ les demi-plans de R? déterminés par la droite
o. Alors, on définit la largeur de la trajectoire dépliée I" par

Larg(l') := dg(I'NYX*, 0) + dg(T'NXE", 0).

5.1.6 Les poles d’une trajectoire

Dans le contexte de I'analyse harmonique, le terme de polarisation fait référence a une hiérar-
chisation du discours harmonique suivant laquelle les mélodies et les progressions harmoniques ont
tendance de graviter autour de certains degrés principaux de la gamme utilisée — appelés pdles — qui
exercent une certaine d’attraction sur les autres degrés de la gamme ([I], entrées « Polarisation/Pdle »
et « Tonique »). Tandis que, dans un environnement harmonique tonal, ce principe de polarisation est
le plus souvent exprimé par le rapport des degrés de la tonique et de la dominante aux autres degrés
de la gamme, l'existence de poles peut tout a fait caractériser des langages harmoniques modaux,
post-tonals et méme atonals.

On propose ici d’adapter I'idée de I'existence de poles a I’étude des trajectoires dans les Tonnetze
repliés. Ainsi, on souhaite détecter toute accumulation d’accords représentés dans une région du
Tonnetz qui, intuitivement, semble correspondre & une certaine force d’attraction exercée par un des
points du Tonnetz. En analogie avec ’analyse harmonique, on espére que cette considération nous
permet d’obtenir des informations concernant la hiérarchie tonale des piéces de musique représentées
et notamment d’en déterminer les tonalités. De fagon formelle, on définit les pdles d'une trajectoire
comme suit :

Définition 5.1.9 (Pole d’une trajectoire dans un Tonnetz replié). Soit T': [0, N — 1] — T (k,1,m)
une trajectoire d’une progression harmonique (Cy, ..., Cx_1) dans un Tonnetz replié quelconque telle
que, pour i € {0,... N — 1}, le point f(z) représente l'accord C; dans le Tonnetz. On appellera pale
de la trajectoire I tout point p* € %(k‘, [,m) tel que

Card <Br(p*) N{D()|i=0,... N— 1}) > P,

ot B,.(p*) désigne la boule ouverte centrée en p* d’un rayon choisi r € R et ou P € N définit une
valeur seuil indiquant le nombre minimal d’accords représentés dans le voisinage B, (p*) du pole p*.

Afin de déterminer des poles de trajectoires dans des cas concrets, on adaptera les choix de r et de
P au contexte et au probléme analytique posés. De maniére générale, on souhaite choisir les valeurs
de r et P suffisamment petites pour décrire des accumulations d’accords pertinentes, et suffisamment
grandes pour que B,.(p*) N {I'(¢d) | i = 0,... N — 1} contienne d’autres points que p* et donc des
représentations de plusieurs accords différents.

5.1.7 Sens et directions des vecteurs d’enchainement
5.1.7.1 Autour des vecteurs harmoniques

Dans le but de formuler une fagon musicalement (et musicologiquement) fondée de décrire les sens
et les directions des vecteurs d’enchainement, on s’inspire de la théorie des vecteurs harmoniques de
Nicolas Meeus. Dans [34] et [35], Meets introduit une méthode d’analyse d’enchainements entre deux
accords qui est essentiellement basée sur le mouvement effectué entre les notes fondamentales de ces
accords.

Ainsi, sa théorie des vecteurs harmoniques distingue entre deux catégories d’enchainements : les en-
chainements dominants et les enchainements sous-dominants. A chacune de ces catégories correspond
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un modéle d’enchainement principal : un mouvement de quinte descendante (ou de quarte ascendante)
entre les fondamentales@ constitue le modéle d’'un enchainement dominant ; un mouvement de quinte
ascendante (ou de quarte descendante)@ définit le modele d'un enchainement sous-dominant.

Puis, Meeuis définit des enchainements de substitution qui, selon le contexte musical, peuvent réa-
liser une fonction harmonique semblable & celle de leur représentant principal : les enchainements se
faisant par mouvement de seconde ascendante ou de tierce desendante@ entre les fondamentales sont
considérés comme substitutions dans la catégorie des enchainements dominants; les enchainements
pour lesquels les fondamentales réalisent un mouvement de seconde descendante ou de tierce ascen-
dantef"| sont considérés comme substitutions dans la catégorie des enchainements sous-dominants.

Dans [15], Philippe Cathé propose une application de la théorie des vecteurs harmoniques a ’ana-
lyse stylistique computationnelle en avancant que les phénoménes harmoniques locaux et la nature
des enchainements harmoniques contribueraient de fagon essentielle aux caractéristiques stylistiques.
L’exemple musical concret qu’il donne en introduction de son article ([I5], p.108) est éclairant dans
ce sens et montre 'importance de la « direction » des enchainements (ou des vecteurs) harmoniques :

Dans un context tonal « classique », une progression harmonique dans la tonalité de sib majeur
qui est basée sur les trois accords parfaits de sib majeur, de mib majeur et de fa majeur serait
typiquement construite selon le modéle

sib majeur — mib majeur — fa majeur — sib majeur

ce qui, en termes de degrés de la tonalité, correspondrait a la progression I — IV — V — 1. Or,
suivant un modeéle qui est typique pour leur style harmonique, les Beatles enchainent les mémes
accords dans la Coda de Hey Jude par la progression

fa majeur — mib majeur — sib majeur — fa majeur

qui serait atypique pour un compositeur d’'une génération classique ou romantique. C’est le cadre
formel des vecteurs harmoniques qui permet de qualifier la premiére progression comme une suc-
cessions de trois enchainements dominants tandis que la progression des Beatles fait se suivre trois
enchainements sous-dominants.

Comme, dans le cadre de ce mémoire, les Tonnetze dépliés 7’(1{:, [, m) permettent une représenta-
tion géométrique des enchainements harmoniques en tant que vecteurs, on propose d’adapter a notre
approche le cadre des vecteurs harmoniques qui sont définis par une direction et un sens « abstraits »
entre deux accords. Afin de faire le lien avec le contexte tonal de I'utilisation des vecteurs harmo-
niques, on se restreindra, dans un premier temps, au Tonnetz T (3,4, 5) pour lequel on donne la
définition suivante :

Définition 5.1.10 (Vecteurs dominants et sous-dominants généralisés). Considérons une réalisation
du Tonnetz 7N’(37 4,5) a partir des vecteurs e; et e; € R? auxquels on associe respectivement les classes
d’intervalles 3 et 4. Soit v € R? le vecteur d’enchainement dans %(3, 4,5) associé a un enchainement
harmonique (Cy, C;) et notons 6 1’angle orienté entre e, et v. Alors v est dit dominant si —m < 0 <0
et v est dit sous-dominant si 0 < 8 < 7 .

24. On remarque qu’un tel mouvement entre fondamentales est notamment réalisé par des enchainements du type
dominante — tonique (V — I) et tonique — sous-dominante (I — IV).

25. Ce type mouvement entre fondamentales est notamment réalisé par les enchainements sous-dominante — tonique
(IV = 1) et tonique — dominante (I — V).

26. Des enchainements remarquables dans cette catégorie sont notamment de type sous-dominante — dominante
(IV — V) ou encore dominante — sus-dominante (V — VI) d’un coté ainsi que dominante — médiante (V — III)
de ’autre coté.

27. Ce sont ici, par exemple, des enchainements de type dominante — sous-dominante (V — IV) ainsi que médiante
— dominante (IIT — V).

28. Une généralisation aux autres Tonnetze serait possible mais semble assez abstraite dans son utilisation.
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Cette définition généralise la classification de Nicolas Meetis dans le sens o1, d'un coté, elle associe
chaque enchainement harmonique quelconque entre deux accords & une catégorie d’enchainements,
méme si leur note fondamentale n’est pas bien définie. De 'autre coté, elle conserve les essentielles
attributions en catégories telles que proposées par Meets :

Exemple 5.1.11. On vérifie que chaque enchainement du type V° — I° ou vis I5 (et plus
généralement, chaque enchainement correspondant a un mouvement de quinte descendante entre les
fondamentales) est associé a un vecteur dominant et que chaque enchainement du type IV® — I°
ou IP = V5 (et plus généralement, chaque enchainement correspondant & un mouvement de quinte
ascendante entre les fondamentales) est associé & un vecteur sous-dominant dans le Tonnetz.

De plus, similairement aux vecteurs de substitution de Meetls, chaque enchainement entre ac-
cords parfaits avec un mouvement de tierce descendante ou de seconde majeure ascendante entre
fondamentales correspond & un vecteur dominant, chaque enchainement avec un mouvement de tierce
ascendante ou de seconde majeure descendante entre fondamentales correspond a un wvecteur sous-
dominant.

Cathé propose dans [15] une approche d’analyse stylistique basée sur des paires de vecteurs en
déterminant les types associés a deux vecteurs harmoniques successifs.

En partant de cette idée, on classifie chaque paire de vecteurs d’enchainement dans le Tonnetz
suivant un des quatre types (dominant, dominant), (sous-dominant, sous-dominant), (dominant, sous-
dominant) et (sous-dominant, dominant) et on ajoute & notre collection de descripteurs de trajectoires
les rapports entre les nombres d’occurrences de ces différents types de paires de vecteurs dans une
piéce de musique analysée. On retiendra particuliérement le rapport entre le nombre d’occurrences
de paires de vecteurs de type (dominant, dominant) et le nombre d’occurrences de paires de vecteurs
de type (sous-dominant, sous-dominant).

5.1.7.2 Classification des directions de vecteurs d’enchainement

Dans le but de saisir computationnellement les directions de vecteurs d’enchainement correspon-
dant & une progression harmonique, on propose de créer des classes contenant des vecteurs d’en-
chainement qui sont « presque colinéaires ». En considérant que tous les vecteurs appartenant a une
méme classe définissent quasiment la méme direction, on comptera le nombre de classes détermi-
nées pour une progression harmonique donnée pour estimer la variété de ses types d’enchainements
harmoniques.

Afin de baser la notion de « quasi-colinéarité » sur un critére musical, on admettra que, dans le
Tonnetz 7(3,4,5), les vecteurs d’enchainement vqom, et Vi, — qu’on fait correspondre aux enchaine-

ments dominants de type dominante — tonique V° — I° et er — I5 — définissent le méme type de
direction. A partir de cette considération, on note s, 'angle (non orienté) entre vqom et v/, et on
attribuera deux vecteurs & une méme classe de quasi-colinéarité si ’angle entre eux est inférieur ou
égal & Ogey. Etant donnée une progression harmonique (Cy, ..., Cy_1), on détermine (et on compte)
les classes de quasi-colinéarité comme décrit par 'algorithme

5.2 Application a la classification stylistique automatique

On présente ici, de fagon synthétique, divers résultats obtenus pour des applications des descrip-
teurs de trajectoires en tant qu’outils de classification stylistique.

29. Comme plus haut, V5 et I° désignent des accords parfaits en position fondamentale respectivement sur le degré

7
de la dominante et sur la tonique d’une certaine tonalité et V+ désigne un accord de septiéme de dominante en position
fondamentale sur le degré de la dominante.
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Algorithme 4 Classes de vecteurs d’enchainement quasi-colinéaires

déterminons la trajectoire I' de (Co, ..., Cy_1) dans le Tonnetz 7 (3,4,5),
soit (vq,...,vy) la suite des vecteurs d’enchainement déterminés par T,
créons la premiére classe quasi-colinéarité K7 associée au vecteur vy,
pouri=2 ... N —1,
si il existe une classe K telle que 'angle entre v; et v; soit inférieur ou égal a Oy, alors
ajoutons le vecteur v; a la classe Kj,
sinon
créons la nouvelle classe quasi-colinéarité K; associée au vecteur v;,
retourne : toutes les classes de quasi-colinéarité K; trouvées ainsi que le nombre de classes

Tous ces exemples de classifications binaires ont été effectués suivant le cadre introduit au para-
graphe [£.3] Les fichiers MIDI correspondant aux différentes classes de styles musicaux ont été choisis
de fagon a obtenir des classes équilibrées en terme de nombre et de longueur de fichiers. Les préci-
sions moyennes ont été calculées sur 10 essais du méme type en divisant, pour chacun de ces tests,
de maniére aléatoire les bases de données utilisées en un ensemble de fichiers d’entrainement et un
ensemble de fichiers test.

Paires de vecteurs harmoniques

17¢ classe 2¢ classe précision moyenne
Bach : Chorales Debussy : Piéces diverses 0,94
Bach : Chorales Chopin : Piéces diverses 0,90

Chopin : Pieces diverses Debussy : Pieces diverses 0,66

TABLE 1 — Récapitulatif de quelques essais de classification binaire basés sur des paires de vecteurs
harmoniques, plus précisément sur le rapport entre le nombre d’occurrences de paires du type (domi-
nant, dominant) et le nombre d’occurrences de paires du type (sous-dominant, sous-dominant) dans
les pieces analysées.

Compliance
17¢ classe 2¢ classe précision moyenne
Bach : Chorales Bill Evans : Piéces diverses 0,97
Bach : Chorales Chopin : Piéces diverses 0,94
Chopin : Piéces diverses Debussy : Piéces diverses 0,64

TABLE 2 — Récapitulatif de quelques essais de classification binaire basés sur des calculs de la com-
pliance des trajectoires dans le Tonnetz 7 (3,4,5) correspondant aux piéces analysées.

De fagon générale, on remarque que les résultats ont tendance a étre considérablement meilleurs
pour des classifications entre deux classes de styles trés contrastés. Tandis que les descripteurs ba-
sés sur les vecteurs harmoniques et la compliance semblent prometteurs pour pouvoir tenir compte
d’au moins certains aspects stylistiques, une application a la classification des autres descripteurs
(y compris des descripteurs pour lesquels on ne présente pas les résultats obtenus ici) semble moins
pertinente — ou demandera une approche réadaptée, voire une redéfinition de ces descripteurs.
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Inconstance

17¢ classe 2¢ classe précision moyenne
Bach : Chorales Bill Evans : Piéces diverses 0,68
Bach : Chorales Chopin : Piéces diverses 0,58

TABLE 3 — Récapitulatif de quelques essais de classification binaire basés sur des calculs de I'incons-
tance des trajectoires dans le Tonnetz 7 (3,4, 5) correspondant aux piéces analysées.

6 | Les vecteurs d’enchainement en tant qu’outils de
classification et de génération

Au chapitre précédent, on s’est intéressé a des propriétés géométriques de trajectoires considérées a
grande échelle et on a évoqué leur potentiel éventuel de correspondre & des propriétés musicales et des
caractéristiques stylistiques. Suivant une approche plus locale, on souhaiterait baser des méthodes de
classification stylistique et de génération de progressions harmoniques sur un type d’objets essentiels
de ce mémoire : les vecteurs d’enchainement associés aux segments géodésiques reliant deux accords
placés dans un Tonnetz comme définis au paragraphe (définition . On a déja mentionné leur
correspondance étroite avec les différents types d’enchainements harmoniques (proposition et
on présentera dans ce chapitre différentes propositions d’applications de ces vecteurs d’enchainement.

6.1 Classification stylistique automatique

Afin de définir une méthode de classification basée sur des vecteurs d’enchainement, on propose
de considérer tout d’abord un exemple concret de classification stylistique binaire, c’est-a-dire d’une
tache de classification qui vise a répartir des piéces de musique dans deux groupes disjoints selon
leurs caractéristiques stylistiques.

Etablissons le cas dans lequel on a connaissance d’un corpus de chorales de Bach
Cgach = {Pi}tizo,..1—1 et d'un corpus de quatuors de Mozart Cyiopare = {Q;}j=0,..s—1. Chacun
de ces deux corpus est défini comme un ensemble d’un certain nombre de piéces de musique et
chacune de ces piéces de musique P; (ou Q;) sera donnée sous forme d’une progression d’accords
P, = (CFi,....CR_)) (ou Q; := (CF,...,CY_})). On admettra que ces deux corpus définissent
implicitement, par le contenu harmonique de leurs différentes piéces, des styles musicaux qu’on dési-
gnera respectivement comme celui des chorales de Bach et celui des quatuors de Mozart.

Etant donnée maintenant une piéce inconnue Z (c’est-a-dire telle que Z ¢ €paen et T & Crrogart),
on souhaiterait déterminer son appartenance a un de ces deux styles de musique sur la base de son
contenu harmonique — plus précisément sur la base des enchainements harmoniques qui la constituent.

Dans ce but, choisissons un Tonnetz replié quelconque %(k, l,m) et déterminons les trajectoires
P (pour i € {0,...,I —1}) dans %(k, [,m) de tous les chorales de Bach P; ainsi que les trajectoires
[ (pour j € {0,...,J — 1}) des quatuors de Mozart Q,. Définissons ensuite ’ensemble de tous les
vecteurs d’enchainement qui apparaissent dans une des trajectoires d’un chorale de Bach :

VBach := U {v € R? | v est un vecteur d’enchainement déterminé par un segment de I'”*}
i=0,...,1—1

et, de facon similaire,
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UV Mogart 1= U {v € R?| v est un vecteur d’enchainement donné par un segment de I < }.
§=0,....J—1
Introduisons ensuite I'ensemble Upaen\ Mozart cOntenant tous les vecteurs d’enchainement repérés
chez Bach qui n’apparaissent pas chez Mozart et, inversement, 'ensemble Unigzart\ Bach de tous les
vecteurs trouvés exclusivement chez Mozart :

Q}Bach\MozaLrt = Q]Bach \ mMozart et Q]Mozau"t\Bach = %Mozart \ mBaLch~

Afin d’attribuer maintenant la piéce inconnue Z & un des deux styles connus, on détermine sa
trajectoire I'Z dans le Tonnetz T (k,l,m) ainsi que I'ensemble V% des vecteurs d’enchainement qui
apparaissent dans celle-ci :

V7T .= {v € R?| v est un vecteur d’enchainement déterminé par un segment de I'Z}.

On propose ensuite de compter le nombre v gaen\ Mozare de vecteurs de VT qui apparaissent exclu-
sivement chez Bach et le nombre vyjozart\ Bach de ceux qui apparaissent seulement chez Mozart :

VBach \ Mozart -— Card (VI N mBach \ Mozart) et VMozart \ Bach = Card (VI N sl]Mozart \ Bach) .

Si, finalement, on obtient ¥pach\ Mozart > VMozart\ Bach, 0N considérera que la piece 7 est stylisti-
quement plus proche des chorales de Bach que des quatuors de Mozart et inversement, si
VBach \ Mozart < Mozart \ Bach, O dira que la piéce se rapproche plutot du style des quatuors de Mozart.m

Avant d’appliquer ce principe de classification stylistique basée sur des vecteurs d’enchainement, il
reste & formuler quelques remarques concernant le cadre computationnel. Dans un premier temps, on
considérera des classifications binaires impliquant deux corpus de fichiers MIDI €; et &€, correspondant
a des piéces de musique de style différents. On choisira ces corpus de sorte qu’ils contiennent un nombre
comparable de fichiers. Afin d’évaluer la pertinence de la méthode proposée, on I'appliquera plusieurs
fois de suite aux corpus @; et €. A chaque application, on divisera au hasard les deux corpus en
des corpus €' et €X' qui serviront en tant que référence stylistique et en des corpus €i"¢ et @ine
qui contiennent les fichiers qui joueront le role de « piéces inconnues » et qui seront donc a classifier
suivant un des corpus de référence.

Afin de diversifier la nature des vecteurs d’enchainement, on les déterminera dans deux Tonnetze
différents : 7(3,4,5) et 7(1,2,9). Comme décrit ci-dessus, on retiendra les vecteurs d’enchainement
QTrlé{Q qui apparaissent seulement dans le corpus de référence 1 et qui n'ont pas été repérés pour le
corpus de référence 2 ainsi que les vecteurs Q]rzéil qui apparaissent exclusivement dans les trajectoires
du corpus de référence 2.

Dans le but d’exclure un biais éventuel engendré par des tailles différentes de Q?rlé<2 et de ‘Bge{ 1,@

on réduira (aléatoirement) la taille du plus grand de ces deux ensembles de vecteurs de référence.

Application 6.1.1 (Classification binaire).

(i) Pour un premier d’exemple d’application, on choisit un corpus €g,e, contenant des chorales de
Jean-Sébastien Bach (1685-1750) et un corpus €coreni avec des extraits de sonates en trio d’Ar-
cangelo Corelli (1653-1713). Les deux corpus choisis contiennent en tout 242 fichiers et a chaque
essai de classification on divisera ces corpus de fagon a obtenir 230 piéces de référence (pour
lesquelles on déterminera, pour chaque essai, les ensembles de vecteurs de référence ?Z]r]ggch\ Corelli

et de Q]rgirelh\Bach) et 12 pieces inconnues a classifier.

En évaluant les classifications obtenues en complétant 10 essais successifs, on obtient une pré-
cision moyenne de 0,98.

30. ... et on ne tirera aucune conclusion en cas d’égalité entre ces deux nombres.

31. ... qui pourrait privilégier la répartition des piéces classées en faveur de ’ensemble le plus large parmi ‘I]rléig et
eréf

2\ 1°
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(ii) Dans un deuxiéme temps, on considére deux corpus €grayvel €t Cpebussy CONtenant respectivement
des extraits du Tombeau de Couperin (composé entre 1914 et 1917) et de la Sonatine (composée
entre 1903 et 1905) de Maurice Ravel et des extraits des deux livres de Préludes (composés entre
1909 et 1913) de Claude Debussy. On évalue ainsi si la méthode de classification par vecteurs
d’enchainement est un outil approprié pour tenir compte des différences stylistiques de ces deux
ensembles de piéces de musique, composées contemporainement par Ravel et Debussy.

En évaluant a nouveau les classifications obtenues en complétant 10 essais successifs, on obtient
une précision moyenne de 0,87.

(iii) En guise de dernier exemple présenté ici et de validation de la méthode proposée, on considére
de nouveau le corpus €g,q des chorales de Bach qu’on confronte maintenant & un corpus de
style tres contrasté Cpyans contenant des piéces attribuées a Bill Evans.

La précision moyenne obtenue dans ce cas aprés 10 essais de classification est de 1,00.

17¢ classe 2¢ classe précision moyenne
Bach : Chorales Corelli : Sonates en trio 0,98
Ravel : Le Tombeau de Couperin, Debussy : Préludes pour piano 0.87
Sonatine (Livres I et II) ’
Bach : Chorales Bill Evans : Piéces diverses 1,00

TABLE 4 — Récapitulatif de quelques essais de classification binaire basés sur la méthode des vecteurs
d’enchainement.

6.2 Génération de progressions d’accords

Au paragraphe précédent, on a formulé ’hypothése quun corpus donné peut définir implicitement
un style harmonique par l'intermédiaire des types d’enchainements d’accords utilisés dans les pieces
de musique appartenant & ce corpus. On a montré par la suite que la représentation d’enchainements
harmoniques par des vecteurs dans un Tonnetz peut permettre une classification suivant des styles
harmoniques définis par des corpus donnés et qu’il semble donc y avoir un lien important entre
vecteurs d’enchainement et style harmonique.

En supposant 'existence d’un tel lien, la question se pose si les vecteurs d’enchainement pour-
raient non seulement servir a la classification stylistique, mais aussi étre un outil de génération de
progressions d’accords dans un certain style harmonique. On proposera dans ce paragraphe une ap-
proche et plusieurs applications de générations basées sur des n-grammes extraits de trajectoires dans
un Tonnetz au sens de la définition suivante :

Définition 6.2.1 (n-gramme). Etant donnée une suite ¢ de N mots, de N symboles ou, de facon
générale, de N éléments, on appelle n-gramme (pour n < N) toute sous-suite de o de longueur n.

On adapte cette définition des n-grammes aux trajectoires dans un Tonnetz replié et dans un
produit de Tonnetze a poids comme suit :

Définition 6.2.2 (n-gramme d’une trajectoire dans un Tonnetz replié, n-gramme d’une trajectoire
dans un produit de Tonnetze a poids). Si [ est une trajectoire dans un Tonnetz %(k, [,m) d’une pro-
gression d’accords (Cy, ..., Cy), alors on note 7 := (vy, ..., vy) la suite des vecteurs d’enchainement
v; entre C;_; et C;. On appellera alors, pour n < N, n-gramme de la trajectoire [ toute sous-suite
de o de longueur n.

41



Soit I'* une trajectoire de (Cp,...,Cy) dans un produit de Tonnetze a poids TF(k,1,m) x
TE I',;m'). Alors on considére comme n-gramme de I'* toute sous-suite de longueur n de la suite
des vecteurs d’enchainement 6> := ((v1,v'1) ..., (vn, Vi)

Dans le but de générer des trajectoires correspondant au langage harmonique d’un corpus € donné,
on propose de considérer tous les n-grammes des trajectoires de toutes les piéces de musique dans €.
On créera des nouvelles suites de vecteurs d’enchainement en concaténant différents n-grammes (de
longueurs différentes) sélectionnés, c’est-a-dire tirés au hasard, en fonction de leur nombre d’occu-
rences dans le corpus €.

Afin de garantir que le discours harmonique ainsi engendré maintienne une certaine cohérence,
on réalisera cette concaténation de n-grammes par un « tuilage ». Ainsi, chaque fois qu’on souhaite
prolonger une suite de vecteurs d’enchainement déja générée, on choisit un nouveau n-gramme de
sorte que son début (donc ses premiers vecteurs) corresponde a la fin de la suite des vecteurs déja
généreés.

En vue d’une approche flexible, on permettra que ce tuilage ne demande pas nécessairement une
« correspondance » exacte entre vecteurs mais reste acceptable si le début du nouveau n-gramme
réalise un chemin alternatif a celui de la fin de la suite de vecteurs déja générée :

Définition 6.2.3 (Chemin alternatif dans un Tonnetz replié). Soit o := (vi,...,vy) une suite de
vecteurs d’enchainements dans un Tonnetz replié %(k,l,m). On dit que 7 := (wy,...,w,) définit
un chemin alternatif & o dans %(k, [,m) si la concaténation des segments géodésiques ~; : [0,1] —
T (k,1,m) de vecteur vitesse 7/(0) = v; € Tyi(o)%(k, [, m) aboutit au méme point que la concaténation

des segments géodésiques Aj : [0, 1] — T (k,l,m) de vecteur vitesse X;(0) = w; € Ty, )7 (k,1,m) en
partant d’'un méme point intial p € %(k:, l,m).

Exemple 6.2.4. De facon schématique, la méthode de génération de suites de vecteurs d’enchaine-
ment proposée est présentée sur la figure

Gt /‘_'\,/\

FIGURE 12 — Présentation schématique de la méthode de génération d’une suite de vecteurs. La suite
de vecteurs finale o, est obtenue par concaténation en tuilage des suites de vecteurs o, 0, et 03. Le
tuilage entre oy et gy (en bleu) est fait par correspondance exacte entre la fin de oy et le début de oy
tandis que le tuilage entre oy et o3 (en rouge) est basé sur un chemin alternatif.

Revenons au cas concret du paragraphe précédent dans lequel on connait un corpus €, =
{Pi}izo,. 1-1 d'un nombre I de chorales de Bach qui détermine le cadre stylistique selon lequel on
souhaite générer des suites de vecteurs d’enchainement.

En raison du lien particuliérement étroit (au sens des propositions et entre enchai-

nements harmoniques et vecteurs d’enchainement dans le produit de Tonnetze a poids TF (3,4,5) x
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TF (1,2,9), on privilégiera ce produit de Tonnetze pour déterminer toutes les trajectoires servant a
la génération. B B

Ainsi, notons tout d’abord I'* la trajectoire du choral P; (pouri € {0, ..., [—1}) dans 77 (3,4, 5)x
%F(l, 2,9). Notons de plus

ol = ((lei,Wlpi)...,(Vﬁ;,Wﬁ;)), pour i € {0,...,1 — 1},

les suites de vecteurs d’enchainement correspondant a ces trajectoires des chorals.

Comme annoncé plus haut, on basera la génération de suites de vecteurs d’enchainement (et,
a fortiori, la génération de trajectoires) sur tous les n-grammes issus de toutes le suites o7¢. On
procédera ainsi par concaténation de n-grammes choisis de sorte que les raccordements des n-grammes
entre-eux se fassent en tuilage.

Afin de donner un cadre computationnel au choix des différents n-grammes, on fixe des valeurs
limites apin €t amax pour les longueurs minimales et maximales des n-grammes pris en compte pour
prolonger des suites de vecteurs déja générées. On fixe aussi des valeurs wy, et wyax pour définir les
longueurs minimales et maximales des tuilages entre les différents n-grammes choisis.

On fixera, par ailleurs, un nombre total de n-grammes Gy, qui constitueront la suite de vecteurs
générée.

Ayant défini tout ce cadre méthodique, on procédera a la génération de suites de vecteurs d’en-
chainement comme décrit par 1’algorithme [5]

Algorithme 5 Génération de suites de vecteurs d’enchainement

fixons un début o; d’une suite de vecteurs d’enchainement qu’on souhaite prolonger,
pOsSONS Ty = 071,
pour g = 27 s 7Gtota
déterminons tous les n-grammes ¢ de longueur o, < 1 < Qmay tels que :
(i) soit le début de & soit égal a la sous-suite des m derniers vecteurs de Gy
(avec Wmin S m S wmax)7
(ii) soit le début de o définisse un chemin alternatif aux m derniers vecteurs de Gy
(avec Wmin S m S Wmax)7
tirons au hasard o, parmi tous les n-grammes ¢ ainsi déterminés,
concaténons a gy la suite de vecteurs de gy privée de son début (qui correspond a la fin 7)),
retourne : la suite de vecteurs oy,; obtenue par la concaténation de Gy, n-grammes.

Il reste, a ce point, quelques aspects techniques a détailler.

Mentionnons tout d’abord le tirage au hasard d’un n-gramme parmi tous les n-grammes possibles a
une des étapes de la génération qu’on effectuera en fonction des nombre d’occurrences des différents n-
grammes dans le corpus. Afin de ne pas défavoriser des enchainements harmoniques rares, on utilisera
de préférence des probabilités de tirage qui dépendent de la racine carrée du nombre d’occurrences.

Finalement, afin de faire correspondre effectivement ces suites de vecteurs générées a des progres-
sions d’accords, on impose un choix d’accord initial & partir duquel la suite des accords est déterminée
en fonction des enchainements harmoniques donnés par les vecteurs d’enchainement générés.

Application 6.2.5 (Génération de progressions harmoniques dans des styles différents). On donne
ici deux exemples de progressions harmoniques générées a partir du cadre méthodique donné par les
vecteurs d’enchainement.

La figure [I3] montre un arrangement d’une suite d’accords générée a partir d’un corpus de chorales
de Bach et des trajectoires correspondant a tous des chorales appartenant & ce corpus.

La figure [14] donne un arrangement d’une suite d’accords générée a partir d’un corpus de piéces
attribuées a Bill Evans. Tandis que, dans le cas de chorales de Bach, les trajectoires ont été déterminées
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sur les progressions harmoniques extraits des chorales sans aucune opération de filtration, on a filtré
les progression d’accords tirées du corpus de Bill Evans de fagon a garder uniquement tous les accords
correspondant aux 25 classes de Forte les plus représentées dans le corpus.

o) | ] | ] f'.\ |
?j:ip < o f — f - { » |
I [ [ r r | # r 1
J é J_ i | J_ J_ J
) r ) T & - |
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FIGURE 13 — Arrangement d’une progression d’accords générée par la méthode des vecteurs d’en-
chainement a partir d’un corpus de chrorales de Bach. La suite des accords générées a été maintenu
sans aucune modification et est indiquée en dessous des systémes de portées.
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FIGURE 14 — Arrangement d’une progression d’accords générée par la méthode des vecteurs d’en-
chainement & partir d’un corpus de piéces de Bill Evans filtrées de facon a garder uniquement les 25
classes de Forte les plus représentées dans le corpus. La suite des accords générées est donnée a titre
indicatif en dessous du systéme de portées.

On remarque ici que la méthode de génération proposée est liée & un certain nombre d’inconvé-
nients. Tout d’abord, les progressions d’accords ne contiennent aucune information sur les dispositions
des accords et sur la présence éventuelle de notes étrangéres (telles que des notes de passage ou des
appoggiatures). Ce sera ainsi 'arrangement qui devrait révéler et mettre en musique ce genre des ca-
ractéristiques harmoniques. Par ailleurs, la démarche proposée, basée sur des n-grammes, ne semble
pas suffisamment optimisée pour éviter la génération de progression harmoniques qui paraissent moins
intéressantes musicalement, par exemple & cause de redondances dans les suites d’accords générées.
Néanmoins, comme la génération est obtenue & partir de n-grammes de vecteurs d’enchainement (et
non pas a partir de n-grammes d’accords) les progressions d’accords générées peuvent contenir des
suites d’accords qui ne sont présentes de la méme fagcon dans aucune des piéces du corpus initial.

Parmi les cas particuliers de types de générations qu’on peut imaginer, on évoque ici encore la
possibilité interpolations entre deux accords :

Définition 6.2.6 (Interpolation entre deux accords). Soit 7 un Tonnetz quelconque et soit Pr la
fonction de positionnement sous-jacente. On appelle interpolation entre deux accords Cy et C; dans
T toute trajectoire dans 7 ayant comme point de départ un positionnement p € Pr(Cy) de Cy dans
T et comme point d’arrivée un positionnement ¢ € Pr(C;) de C; dans 7.
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Par ailleurs, une approche de transformation de trajectoires — inspirée par les plongements de
trajectoires d’un Tonnetz dans un autre proposés par Louis Bigo dans sa thése [9] — pourrait impliquer
la détermination des vecteurs d’enchainements dans un certain Tonnetz %(k, [,m) et la construction
d’une trajectoire a partir de ces mémes vecteurs dans un Tonnetz différent 7'(1{:’ JAm').

7 | Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, on a formalisé différentes visions géométriques des Tonnetze toroidaux et cylin-
driques afin de définir des représentations géométriques de progressions d’accords en tant que courbes
dans ces espaces de Tonnetze. Une des notions essentielles que ces courbes nous ont permis d’élaborer
est celle des vecteurs d’enchainement définis & partir des vecteurs vitesse des segments géodésiques
reliant deux représentations d’accords entre-elles. On a montré que ces vecteurs d’enchainement per-
mettent de représenter des enchainements harmoniques dans le sens de la proposition |3.2.8|

En déterminant des trajectoires dans des structures enrichies par rapport aux Tonnetze classiques
— les Tonnetze a poids — les vecteurs d’enchainement nous ont permis, par I'intermédiaire d’un appren-
tissage de n-grammes de vecteurs, de générer des progressions d’accords a partir de plusieurs corpus
musicaux de styles différents. Dans un but de rendre plus naturels les discours harmoniques ainsi gé-
nérés, on pourrait envisager d’essayer de controler les modulations (localement) et les parcours tonals
(globalement) des progressions d’accords générées. Une telle optimisation des progressions pourrait
impliquer un suivi permanent de la tonalité a laquelle appartiennent les accords trouvés a chaque
stade de la génération, par exemple en déterminant les poles des trajectoires a différentes étapes de
la génération. Poursuivant 1'idée de la cohérence des discours harmoniques générés, on pourrait, par
ailleurs, envisager la génération de cadences qui permettraient de donner des structures de phrases
musicales aux progressions harmoniques obtenues. Une telle démarche pourrait étre basée sur une re-
présentation informée des états d’accords telle que définie pour les Tonnetze & poids a états d’accords
introduits dans la section de ce mémoire. Une étude approfondie de ces structures de Tonnetze
a poids pourrait ainsi permettre de saisir leur pertinence pour détecter et analyser différents types
de cadences.?

On souligne de nouveau qu’au stade actuel, la méthode de génération proposée — faisant abs-
traction de tout parameétre musical non harmonique ainsi que des éléments harmoniques essentiels
tels que la conduite des voix — est loin d’étre vraiment performante et optimisée aux générations de
phrases musicales.

Une autre application des vecteurs d’enchainement nous a amenés a leur application a la classifi-
cation stylistique. En comparant le contenu, en termes de vecteurs d’enchainement, de deux corpus
musicaux et en déterminant les vecteurs apparaissant exclusivement dans chacun des deux corpus, on
a notamment pu classifier des piéces de musique de Ravel et Debussy composées quasiment contem-
porainement.

Dans une autre optique, on a établi un lien entre les vecteurs d’enchainement et la théorie de
vecteurs harmoniques de Nicolas Meeus en classant les vecteurs selon leur type dominant ou sous-
dominant.

Tandis que les méthodes de classification basées sur les vecteurs d’enchainement semblent pro-
metteuses, il sera indispensable d’approfondir I’étude de la pertinence de I’approche proposée. Ainsi,
on pourrait, d'un coté, vérifier & quel point il est possible de réduire les tailles des corpus de référence
et, d'un autre coté, essayer d’adapter la classification & un nombre plus grand de classes de styles

32. On remarque que, suivant I’hypothése qu'une cadence parfaite dans une certaine tonalité pourrait étre un indi-
cateur d’une fin de phrase dans cette tonalité, la détection de cadences parfaites pourrait méme éventuellement servir
a la détermination de tonalités
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harmoniques.

Toujours dans I'idée d’utiliser les trajectoires dans le Tonnetze en tant qu’outils de classification
stylistique, on a défini une collection de descripteurs de trajectoires. Tandis que les résultats de classi-
fication obtenus a ’aide de ces descripteurs sont considérablement inférieurs & ceux obtenus pour les
vecteurs d’enchainement, on pourrait poursuivre leur étude suivant des angles d’approches plus fins
que ceux abordés dans ce mémoire. Tout d’abord, une analyse fenétrée pourrait permettre d’évaluer
les variations au cours du temps des valeurs obtenues pour les différents descripteurs. Par ailleurs,
une détection d’autosimilarités au sein d’un corpus (ou d’un sous-ensemble de piéces de ce corpus)
pourrait permettre d’analyser et de comparer entre eux les bouts de trajectoires les plus typiques et
les plus représentatifs des corpus étudiés. Finalement, on pourrait envisager une application combinée
des descripteurs de trajectoires et la méthode de classification basée sur les vecteurs d’enchainement.

Parmi les aspects qu’on n’a pas pu aborder dans ce mémoire, on évoque la question de la pertinence
d’une représentation alternative des Tonnetze repliés obtenue par plongement en R*, poursuivant ainsi
le paradigme du modéle Planet-4D correspondant a des Tonnetze plongés en 4 dimensions proposé
par Gilles Baroin (5] [6]). Pour les Tonnetze toroidaux, une telle formalisation pourrait étre obtenue
par l'intermédiaire d’un plongement isométrique du type

T(k,l,m)= S x ' = S*CRY, (2,9) — %(cos(x),sin(x),Cos(y),sin(y)),

ou S? désigne la 3-sphére unité.

A partir de tels Tonnetze 4-dimensionnels plongés sur la 3-sphére unité, on pourrait envisager
une approche de représentations d’accords similaire a celle proposée dans ce mémoire considérant des
isobarycentres de polygones 4-dimensionnels ainsi que segments reliant entre eux ces isobarycentres.

Suivant une idée complétement différente, on pourrait étudier la possibilité d’introduire une di-
mension de timbre dans les représentations dans les Tonnetze. Dans ce but, on pourrait d’é¢tudier
des Tonnetze formalisés en tant que fibrés du type 7 : T(k,l,m) x D> —  T(k,I,m), on D?
désigne le disque unité fermé, tel que présenté de fagon schématique sur la figure [15] Ce serait ainsi
le positionnement dans le disque D? qui pourrait déterminer les contributions de chaque classe de

hauteur au timbre de I’accord représenté.

D2

0

FIGURE 15 — Présentation schématique de la fibre sur le point représentant I’ensemble de classes de
hauteurs [0, 4, 7] dans le Tonnetz

Finalement, on évoque la possibilité d’intégration de différentes implémentations d’outils basés
sur les trajectoires dans des logiciels d’analyse musicale assistée par ordinateur ou d’envisager une
utilisation éventuelle comme outil d’improvisation ou de composition.
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Annexes

Eléments d’harmonie et de Set-
Theory

A

Définition A.0.1 (Classe de hauteurs). Une
classe de hauteurs (angl. pitch class) est formée
par 'ensemble de toutes les hauteurs de notes sé-
parées par un nombre entier d’octaves considérées
a équivalence enharmonique pres.

0
11 | 1
\ J /
. do
0, s dog 2
sib ré
9— la mib — 3
solt mi
- ~
8 sol fat fa 4
/ \
7 I 5
6

Dans ce mémoire, on se base exclusivement sur
des divisions de 'octave en 12 intervalles et on uti-
lise la fagon habituelle d’associer les 12 classes de
hauteurs aux élements du groupe cyclique Z15.

Définition A.0.2 (Ensemble de classes de hau-
teurs). On appelle ensemble de classes de hau-
teurs (angl. pitch class set) toute collection de
classes de hauteurs. On dit qu’un ensemble de
classes de hauteurs est ordonné si 'ordre dans le-
quel les classes de hauteurs apparaissent est mu-
sicalement pertinent. On notera Egcy 1’ensemble
des ensembles de classes de hauteurs non ordon-
nés et gy ensemble des ensembles de classes
de hauteurs ordonnés.

Définition A.0.3 (Classe d’intervalles ordon-
née). La classe d’intervalles ordonnée (angl. orde-
red pitch class interval) entre deux classes de hau-
teurs hy, hy € Z1 est donnée par hy —hs (mod 12).

Définition A.0.4 (Nombre de Forte et nature
d’un accord). Dans [25], Allen Forte propose une
classification des ensembles de classes de hauteurs
en fonction de leur disposition la plus compacte et
attribue des nombres aux différentes classes ainsi

obtenues. On dira dans ce mémoire que tous les
accords de méme nombre de Forte sont de méme
nature.

Définition A.0.5 (Etat dun accord). Si le
contexte harmonique le permet, un accord est dit
en état fondamental si sa basse (la note jouée la
plus grave) correspondant & sa note fondamentale.
Les différents renversements d’un accord sont dé-
terminés par 'intervalle entre sa basse et sa fon-
damentale.[?]

B | Complexes simpliciaux, variétés et
actions de groupes

Définition B.0.1 (Points affinement indé-
pendants). Soit s € {l1,...,n}. Des points
ag, . ..,as € R™ sont dits affinement indépendants
si les vecteurs (a; — ag)icq1,...s} sont linéairement
indépendants.

Définition B.0.2 (Simplexe dans R™). Soit s €
{1,...,n}. On appelle s-simpleze (ou simplexe
de dimension s) dans R™ l'enveloppe convexe
Conv({ao,...,as}) de tout ensemble de points af-
finement indépendants {ay, ...,as} dans R™. Les
points aq,...,as sont appelés les sommets du
simplexe et les enveloppes convexes des sous-
ensembles de ses sommets sont appelées ses faces.

Définition B.0.3 (Complexe simplicial dans
R™). Un complexe simplicial dans R™ est une
union K de simplexes telle que

(i) toute face d'un simplexe de K soit un élé-
ment de /C,

(ii) toute intersection non vide de deux sim-
plexes de K soit une face de chacun des deux
simplexes.

Définition B.0.4 (Equivalence topologique).
Deux espaces topologiques X et Y sont dits topo-
logiquement équivalents s’il existe un homéomor-
phisme h: X — Y.

Exemple B.0.5 (Tore). Un tore est une surface
topologiquement équivalente au produit S' x S!
ou S! désigne le cercle unité.

33. On réfere a [I] (entrées « accord tonal (morphologie) » et « accord tonal (altération) ») qui définit les notions de
la fondamentale et du renversement dans le contexte des accords dits accords tonals.
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Exemple B.0.6 (Cylindre fini). Un cylindre fini
est une surface topologiquement équivalente a
St x [0,1].

Définition B.0.7 (Action de groupe). Soit X un
ensemble et (G, *) un groupe d’élément neutre e.
On appelle action de G sur X toute application
v :Gx X = X, (g,x) — g-x telle que

(i) Ve e X, e-x =z,
(i) Vgi1,92 € G, g1+ (92 @) = (91 * g2) - @

Liste des notations et symboles

On dit que G agit librement sur X si g-x # x pour
tout g € G'\ {e} et pour tout x € X. Si X est un
espace topologique, on dit que G agit proprement
discontiniment sur X si pour tout sous-ensemble
compact K C X, il n’existe qu'un nombre fini
d’éléments g1, ..., g, de G tels que g; - KNK # ()
pour 1 <17 <n.

Si G est un groupe discret, alors I'action de G
sur une variété différentielle M est appelée lisse
si 'application M — M définie par p — ¢ - p est
lisse pour tout g € G.

T(k,l,m) le 2-Tonnetz déplié engendré par les classes d’intervalles k, [ et m.

%(k, [,m) le 2-Tonnetz replié engendré par les classes d’intervalles k, [ et m.

TF (k,1,m) le 2-Tonnetz replié engendré par les classes d’intervalles k, [ et m et & poids déterminés
par les nombres de Forte attribuées aux accords représentés.

ﬁf(k, [,m) le 2-Tonnetz replié engendré par les classes d’'intervalles k, [ et m et a poids déterminés
par les nombres de Forte et les états des accords représentés.

Pr la fonction de positionnement dans un Tonnetz 7 définie aux paragraphes [2.4] et
2.0l

Ercn I'ensemble des ensembles de classes de hauteurs (non ordonnés).

Escn I’ensemble des ensembles de classes de hauteurs ordonnés.

[a, b] I'intervalle réel fermé de bornes a et b € R.

1) I’ensemble vide.

(e1,...,e,) leréseau engendré par les vecteurs ey, ..., €,.

Ly le groupe cyclique d’ordre N.

P(X) I'ensemble des parties d’'un ensemble X.

O I'intérieur d'une partie 2 d’un espace topologique.

Card(X) le cardinal d’un ensemble fini X.

Conv(X) I’enveloppe convexe d’une partie X de R™.

pged(p, q) le plus grand commun diviseur de deux entiers non nuls p et q.

proj, la, projection sur la i™¢ coordonnée.

St le cercle unité.

T,M I’espace tangent en un point p d’une variété différentielle M.
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